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MATHEMATIQUES. 


SECOJ\rD£    PARTIE. 


CALCUL      tNTÉGRAL. 


Siiï  "^jr^j^"^^:  ^'p'  \^  ifâîon  pré- 


tédente  les  principes  géne'raux  dy  Calcul  W- 

gral,  nous  allons  maintenant  en  faire  l'applica- 
tion  a  là  Géométrie»  ff"'-'» 

S  E  CTIpN'  ÎI; 

Des  ufages.  du  Calç^l,  Intégral  dans  Ifi  Géométrie. 

m<.nM^\°"f  1^"'^"  ^  '^^  ^^«  Je  commence 
ment  de  la  feâion  précédente ,  la  différentielle 

•de  *» eft  mx-:'  dx  Se fon intégrale x'^, a  trouve 
Çn  augmentant Vexpojant de  x  2Wé  Mifé^eren 

mente,  c  eft  ce  que  nous  appellerons  la  reL  fol- 
Tome  IV,  '"■         .     A  "' 


l 


2    CouEs  Ds  Mathématiques. 

^  S  dyiZl^=,Z   ijL  rcpréfente  la  diffé- 

rentielle  du  logaridime  hyperbolique  de  jt  5  ou 
la  différentielle  de  L.  x.  de  forte  que  S.  — =Ly, 

X 


La  difTérentielle  de  ^  jr  e&  y  d  x  --^  xdy,Sc 
S  (y  dx  -+-  xdy)  cssmy  x\xicy  peayent 
repréfenter  dans  ces  formules  des  variables  que^ 
conques  ,  fimpks  ou  compofées  5  comme  on 
voudra  ;  donc  (i  une  différentielle  peut  fe  ré* 
duire  par  (ubftitution  à  quelqu'une  de  cp$  for* 
mules  générales  de  différentielles ,  on  en  trou- 
vera tout  d'un  coup  rintégrale ,  en  faifant  ks 
mêmes  fubftitutions  dans  l'intégrale  commune  de 
ceete  formule  générale  ;  c'eft  ainfî  qu'en  cocnpa* 

xant la difiigrentielle iim* jg^'  i»-4-#iVu'*'  du 


avec  la  formule  de  même  efpèce  y  d  x 
X  dy  yOn  trouve  qu*en  fubftituant  !/•  pour  jjr 
&  AT  pour  X  9  elle  fe  réduit  à  la  diff^érentielte 
propo(ee  ^  ;  (f  où  f  on  conclud  que  faifant  les 
mêmes  fubftitutions  dans  y  x  ^  intégrale  de  y  dx 

-4-  X  dy,  ton  aura  w*  *•,  pour  fitttégrale  de 
la  différentielle  propofée    :  on  voit  de  même 

-,    m  M  • .  r*"'.*  d  r  ^  n  ?  •  u»^'  d  u 
que  S-  ——2 2— r^ 


*  En  reli&nt  les  commcncemens  de  la  feâioapré^ 
cédente^  on  comprendra  tout  ccl»  facilement* 

"^^  Car  alMSfton^  ^it  fubAituer  mx^     âx  peur  i  m 

&  n te       du  pour  ij. 


JCHUO^U 


CAî-felTt.   I*ïÉ§fcAt« 


li.  t  -/  rf*.  *  .^  eâr  eâ  fiibflïtuânt  ?  *.  h*  au 

lieu  de  X  la  diffërentieÙe  de  —  fe  réduit  âla  dit 

férfcntièfliB  propofte  r  d'où  f  on  conclut  mi'eh 
fttWhtuantauffi  f.  «*.  an  Ifen  de  *  dam  L.  « 

«lui  eft  f  intégrale  de  -^,  l'on  au»  L.  y-;  «<•  poùe 

rmtégralè  de  la  «rentielle  Wopôféô  j  riiâis  ce 
inoyen  d'mtégfation  qui  eft  fou^em  utile  .n'eft 

thodte  fôre  pbur  les  choix  des  formufes  &  «out 
fes  fobftitmioas.  Nous  donneren»  dans  laïœee 
ff  autres  méthodes. 

On  peut  intégrer  toute  formule  dont  îa  quan- 
tité hors  du  fignéC  qui  indique  une  puiffance, 
ou  une  racine  )  eff  h  dïfiferéritielle  <fe  là  q>uan- 
tite  fous  le  %ne.  ^ 

Par  exemple,  l'intégrale  de  12  a  xKd  xx 

tuant  i-f-a  *4  au  jj^u  j^ 

xeude  2&4«*M^,aufieuder*,A^ 
lieu  de  s  ,  Poh  aura  *z  *i«-.  ^  ^  ^^^  ^  ^ 

«IffiférwjellepropcTffe,  &ar";»fe  (^-4- ^^4/  . 
ceit-a  dire  que  dans  ce  cas  on  trouve  l'inté- 


*  L  dMgnefe  ld|àfittmc  Vperliolique. 

.  Ai 
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On  peut  intégrer  algébriquemept  *,  ou  par 
logarithmes  ,  toute  quantité  binonie  ^*  de  cette 

forme  a  x*.  dx.  (  b -+- g*  x") '',  toutes  les 

fois  que  p  eft  un  nombre  eùtier  pofîtif.  Car 
en  élevant  le  binôme  à  la  puiflance  p  Ton  aura 
un  nombre  p  ^  i  de  termes  qui  étant  mul- 
tipliés par  a  *"•.  d' x  feront  tous  de  cette 
forme  ex"" dx  j,  &  feront  tous  intégrables  al- 
gébriquement,  fi  lexppfant  r  eft  différent  de  — r, 
&  par  les  logarithn^es  ,   lorfque  pet  expofant 

fera  = — lé  Si  p=s2 ,  Ton  aura  (^ -f-g  Jt').  =3 
b * -+-  2  b  g.  X*  -H  g*  x/".  multipliant  chacun 
des  termes,  de  cette  quantité  par  a  x'^.dx  y 
on  trouve  ab  b  x\  i x-+-  2  b  g/i  x*  "*"  •  djc 
aggx  '•'^**  d  X.  L'iptégrale  du  premier  terme 


eft ,  par  la  règle  fondamentale ,  ■: .  x 

celle  du  fécond  terme  eft ^— .*^ 

CeHedu  troifième  qiii^  en  faifant  an+m 


rSca  pg=zc^  devient  cx^'.dx  fera —x^"*^. 

^ .  r-+-i 

Si  r —       i,rona  S.  c  x*"  ^f  x==S  cx"^'  ix 


*  C*eft-à-dirc  ,  trouver  pour  intégrale  une  ex- 
preflîon  algébrique  qui  ne  contienne  ni  logarithmes 
ni  fuites  infinies,  ni  aucune  quantité  non  algébrique. 

'^'^•C'eft- à-dire,  dont  la  quantité  complexe  la  plus 
compofée  eft  une  puUTance  d'un  binôme* 


...  .1 


.r  Xalcul   Intégral. 


:S  c  - — ^  t===  c  L.^.  Si  à  g  g  i=^  c  =  I ,'  1  ori 
aura  ^-^  ±=s &  S.  c ==  JL.  x.   Un  voit 


X  X  X 

^îen  aifemênt  que  fi  la  quantité  fous  le  fighe 
étoît  un  tririome ,  un  quadrinome  ,  ou  un  po* 
linome'  quelconque  d'un  Bombre  fini  des  termes 
&c  p  un  nombre  entier  pofitif  en  élevant  le  po- 
lynôme a  la  puifTaixce  ^  &  multipliant  enfîiîte 
chacun  des  termes  par  ax"^'.  d  x  y  Ton  aurait 
une  difTérentielle  intégrable.^  puifque  chacun  des 
termes  cje  cette  différentielle  feroit  intégrablè.  ^ 

On  peut  intégrer  toute  quantité  bitiomedônt 
Tçxpoiant  de  a-  hors>  du  binôme  étant  aug- 
menté dune  unité  eft  égal  à  rexpofant  de  x 
dans  le.  binôme  quelque  foit  l'expofant  p  de 
la  qi^antité  fous  le  figne.  A'ihfi",  fi  m  ==  n'^—  i  \ 

Ton  aiirà-  a^ i? •"" '.  i  x.  (  ^Hf-  gx"* ^  (  A)^mais 


la- différence  dé  i— 4-  g  S 1  é&'^=^  gn,x^^'^  àx^ 

Aijigm^nt^nt  dune  iipifé  .rexpofant  n  de  la 
quantité  '  fous  le  figne  ,  dïvîfarit  par  la  difl^ren- 
tielle  de  la  même  quantité ,  &  par  Texpofant 

iiinfi  augmenté^.  Ton   aura  S*  ^  AT*'' Vd  xx 

ik^gX\)^   =:?^  J .  Cb-i-g  «•)'*.' 

Ëo'efiPet;  en  différentlânti  cette  .quantité,  r<ili 
trouvera  la  différentielle  A. 

On  peut  intégrer  ioUte  difi^rentielle  binôme 
clans  laquelle*  TéXpoiant  dé  la  quantité  hors  du 
fignç' étant  augmenté  d*iifte  unité,  eft  divifible 


<$    Cours  de  MATHiMATiQUEs. 

par  IVp^^t  de  I^^  quantité  fous  le  figne»  & 
donne  un  membre  entier  pofitif.  Soit  la  difTc- 
ççaû^.  ^  «["'•^•"'.  dx.  (  i-t-g**)'»    Je 


t 


^  ^  *  -t^  B  *"  )*  "^  î»  ou  4  -+rg  X"s=  î*. 


•U  «"^  t=x  ^   °. ;   donc  *■-".  <£  *s=sa 

or,  jp  •••^»-*  (É  jf=4p«»  X  jp**"*  rf  *  ; 

^PAÇ  la  4^^erentlelle  propofée  deviendra  (  A  ) 


Maintenant  u,  -^ 


■  »    ■         'Il 


12  n 

R?tFMn.r+-  I  eA  un  i|pin|?i:e  e/itîer  ^m  fera  wi 
nombrAtntieryOu  q;  (î  ffLefi7=?s^Q,  l^qu^n-r 


tîté  Ç)^s  ]p  Gffxe  ni  l^ra  =  I ,  Oc  Ç.^Xf .  <  J^ 


^k 


confiant  — -^ »  donnera  l'intégrale  cher-^ 

np  g 
lîhile- exprifift^  en  7  ,  tt  fial^tuant  Ja  valcuc 

de  I  =?=T=  ( i'. -"H^f--^ *•  )  t  ^'^^ ^.^^^^  Tintéçr^ale 

^çrimcf  ç».  ;r^  Si  m  ==  t^  p^  r%.,.  qu,  3  ^,&«. 

l'on  ^ur?  facilewçnt  iriptçgr^e. ,  Psrcç^  qu^PQ 
pourra  tpujours  élever  la  quantité  fous  le  fign^ 


>^w— Mil  I        II       ■■«■■■mm»— .— i*— ^ 


Calcui.  Intégra l« 


I» ,  àla  puiflàtice  m,  &  en  général puifque  m-+-i 
cft  le  quotient  de  Texpofant  de  x.  nors  du  figne  , 
en  augmentant  d'une  unités  par  lexpofant  de  ss 
fous  le  iGgne,  toutes  les  fois  ^ue  m  4^  i  fera  u^ 
nombre  entier  poGtif ,  m  -4-i  —  i=M  fera  un 
nômfbre  entier,  ou  o,  &  la  quantité  fow  le  figne  m 
fera  =  i  ,  ou  fera  reduâible  à  un  nombre  fini 
de  termes  ;  dont  on  pourra  toujours  intégrer 
toute  différentielle  binôme  qui  fe  trouvera  dans 
ce  cas.  Si  m  •  n  -H  n  —  i  ==  n  —  i ,  ou 
fi  m  =  o.  Ton  aura  ar»"'  à  x ^  qui  fera  la 
différentielle  de  la  quantité  fotis  le,  (igné  à  un 
ixniltiplicateur  confiant  près  :  donc  toutes  tes 
£bis  que  la  quantité  hors  du  figne  eft  la  diffé^ 
rentieliè  de  la  quantité  fous  le  figne  ^  à  un  tncd- 
tiplicateur  confiant  pcès*  ^  la  £fféientiette  bi^ 
Dome  eA  ifutéfprabie.  .      « 


Sm  Idi^tmîeUe  ex^ix.if^-^x^yKJé 
YOfS  qu'efte  eft  intégrd^he  ^  parce  qa'oa  aug- 
mentant Texpofant  5  de  i  ,  j'ai  4  qui ,  divifé 
par  2  y  donne  un  nombre  entier  &  pofit^^ss  2* 


Faifant  donc  (/»-4-Jr^)*  te»  j,/»  -H«* 

c  =:  a  y  de  fùbflituant  Ces  valeurs  dans  la  trans-> 
formée  (A>cî-deflfei,  Toti  a— ^ — y^^fi^^^y^ 

(  ?^-^/*)  •;earicîm-+*i  tÊat:r2&m==i, 
»  n^Bgeant  le  mtiîriplîcateur  confiant ,  Ton 
a  S.  (?*  if  î  — f*  i^  d  O  =  S.  r^^î 

— S../*  t'  iî"«-:^ =^î^  Mui- 


n 
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^i«M. 


tîpliant   cette   quantité   par* — = ,  Ton    a 


— -  -^^j-  (/*  -H-  ;r  *  )  3  ,  en  fubftituant  la  va- 

Q 

leur  de  f. 

Il  y  a  de%  différentielles  qui  ne  paroîffent 
pas  fe  trouver  dans  le  cas  dont  on  vient  de 
parler,  &  qui  peuvent  néanmoins  y  être  ra- 
menées en  changeant  Texpofafit  de  la  variable 
fous  le  fîgne  de  pofitif  en  négatif,  ou  de  né- 
gatif en  pofitif.  Par  exemple  ,  la  différentielle 

devient  en  divifant  par  x  *  dans  le  binôme  ,  & 
multipliant  hors  du  binôme  par  la  quantité  x  ^ 

f levée  à  lexpofant ^^  du  figne ,  (voyez  le  calcul 

des  radicaux ,  d^ns  1^  première  partie  de  cet  ou<r 

y  rage  )x  devient,  dis- je ,  jr"  *  i  ;i:.  (i  H — -     * 

X  ' 


% 


x'*  ..'dx.  (I  -t-i  ^  "  *  )  ""^     ^  •  Mainte- 


nant en  augmentant  —  3  d  une  unité ,  Ton 
B,  — -  5  — t-  I  ==  —  2»  Or ,  divifant  - —  2 
par  ^ —  2  ;  le  quotient  1  eft  un  nombi'e  entier 
pofitjf;.  doncla  différçntielie  propofçe  eft  inté-i 
grabiet 

Si  Araffedoît  les  deux  termes  du,  binôme  , 
jl  feroit  facile  dç  rendre  un  de  ces  termes  entie-^ 
rçment  conftanç.  Par  çxeipple ,  fi  l'on  avoit  x^  dx^ 

(b  X  H—  gPP^  )  ^ ,  Je  diviferois  les  deux  termes 

4\i  binante  par  x ,  8(  je  multiplierois  la  quan^ 
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tité  hors  du  (Tgne  par  le  quarré  de  at  ,  parce 
que  X ,  fous  le  figne  2  ,  eft  égale  à  :c* ,  &  fau-' 
rois  j;  ^  d  ;!?•  (  i  H-  g  ;if  *  )  *  qqi  eft.  kitégrable  , 


puifque : —  ===  3. 

*" 

Remarque.  Lorfquune  difFérentielle  eft 
afFeâée  d'un  multiplicateur  ou  d'un  divifeur 
confiant ,  on  peut  en  intégrant  négliger  le  mul- 
tiplicateur ou  le  divifeUr  a  pourvu  qu  on  le  re- 
mette enfuite  d^ns  l'intégrale, 

La  difFérentielle  3.  (adx — xix)f.{7.(ipc — *^)  \ 
efl  intégrable  par  la  règle  fondamentale ,  parce 
que  la  quantité  hors  du  fîgne  efl  la  différen- 
tielle de  la  quantité . fous  le  fîgne,  .en  multi-: 
pliant  cette  différentielle  par  f-  j  donc  en  aug- 
mentant d  une  unité  Texpofant  \ ,  &  ^divifant 

.  par  V  ^-  I  ==|  ,  &  par  2  a  dx  —  ixd  Xi 

(  difFérentielle  de  la  quantité  fous  le  fîgne  ) ,  Ton 

aura  l'intégrale  cherchée  =  (^%ax rrr-. xx)^* 
En  général ,  quelque  foit  le  polinome'  fous  le 
fîgne,  on  pourra  toujours  i.ntégtejf  paçla  reglo 
fondamentale  ,  toutes  les  fois  que  la  quantité 
hors  du  fîgne  fera  la  différentielle  de'  la  quan- 
--tité  fous  le  fîgne,  quand  même  cette-  différen- 
tielle feroit  multipliée  ou  divifée  par  une  quan- 
tité confiante.  Ces  principes  fuppoféà  ,  appli- 
quons le  Calcul  Intégral  à  la  (îéoniétrie,  Nou3 
commencerons  par  les  Surfaces. 

2.  Problème.  Trower  la  différence  des 
furfaces  des  courbes  ,  en  fuppofant  Les  ordonnées 
perpendiculaires'  aux  abcijfes.  Soit.  A 'P  ===  ^ 
PM=^,(Fig,i"%),Pp==MR.=  4f:r, 
7n  R  =!:;==  ii  y ,  le  redapgle  ?  pMlk^.^=y:dxy 
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&  le  triangle  M  m  R  ==:  ~  dx.  dyi  donc  le 

tropn^f  p  tilLm=y  dx--^^.  d  x^dys=zy  dx: 

Car  7  dx.dy  y  infiniment  petit  du  fécond  or- 
dre ^  difparoit  devant  y  d  x  infiniment  petit 
du  premier  ;  or  le  trqpeze  P  M  m  p  eft  1  élé^ 
Qient  de  la  furiace  Am  p;  donc  S.  y  d  x  eA 
égal  à  cette  furface.  U  ne  s'agit  donc  que  d'in- 
tégrer Télément  y  d  x.;  pour  cela  on  fubfti- 
tuera  dans  cette  formule  la  valeur  de  y  exprimée 
par  une  fonâion  de  j^  ^  prife  de  Téquation  de 
|a  courbe ,  comme  on  va  te  voir  dam  ks  exem- 
ples iuivans. 

Si  A  M  m  eft  une  ligne  droite ,  Ton  aura  Télé* 
ment  de  I  aire  d'ua  triangle. 

5»  Pr  obl e  m £•  Trawer  Paire  £vtn  triangle 
A  âC  (  Fig.  2» >  Soit  A  I>  ==  a  ta  hauteur 
du  triangle ,  fa  bafe  B  G = b  ^Pabciffe  AP=*, 
Fordonnée  M  m  parallèle  à  la  baie  =  y  ;  en 
fùppo(ant  une  autre  ordonnée  Nn  infiniment 
proche  Mément  de  Taire  fera  ==^y  d  x  ==a 
m  ir  M  N.  en  faifant  Pp  =  dx ,  les  triangles 
femblabtes  ABC,  A  M  m  ayant  leurs-  hau- 
teurs proportionnelles  à  leurs  bafes  y  Pon  a  A  D 

6=Ba:BC==^  :  :  AP==JK:;Mmrr7-!y= — t 

•^  a 

.  .  bxdx  .    «       .  hx^ 

donc  y  d  x  =,— i Se  b*  y  ax  == • 

Si  AP  devient  =  AD  ,  Ton  aura  jp  =  tf, 

&  taire  du  triangle  ==: —  == — a  ;  c*eft- 

^  za  z 

i-dire  Taire  d^un  triangle  eft  égal  au  produit  de 
la  moitié  de  fa  bafe  par  fa  tiauteta:  y  ce  qui  s'ac^ 
corde  avec  ce^qu'oa  a  die  dians  la  Géométrie* 


4«  Problème.  Trouver  la  fur  face  d^une  Fa-- 
rabole  çrdinairt  A  M.  <Fig.  if^\>'Par  la  nsH, 

ture  de  la  coyrbe,  fon  a  jy*  ===P-  J^  ,j|f  =  p^  x  »  » 

f     I 

4onc  S.  jy  i  *  ==?  se  p**.*4^=JS-î — 


I 


•-S'     " 

- 1 


PtlJ^llJL=:j.  y  X  :  c*«ft-à-dîre  que  Taire 

d'une  demie  Parabole  A  M  P  eft  égale  aux  deux 
tiers  du  produit*  ^e  l'ordonnée  &  de  labciflè. 
Corollaire;  Donc  FeCpacè  «extérieur  BAM 

j.  Problème.  Trouver  l'efpace  a^  g  M  P ,' 
compris  entre  deux  ordonnées  parabetiques.  Soit 
Aa;==  <r,/^g  =  *,  ^P==A',  félénaefrt 
de  cet  efpace  jfefq^  =^j;r  êxri  «aïs  à  ca^ufe 
de  A  P  ==  a  -+-  ^ ,  Po;i  ^ura  Y^^=^g  i  a-^x}^ 


3 

C  »r+t«  ).  Nom  éyan$  dilu.  date- J%-  ftâioa  pr^^ 
céd«Htie ,.  qu'il  iiSoÛ!  «^vâ&H  'uftP  «onftaiite  |[ 


'   \ 


pouB  riptcferak:  cof»pletitftw  Fowç  ^tertnki^i?  b 
coQÛaDteCy  je  lémacqw  qùft  la»fqùâ  At  =5==^  o^i 
ïe^acç  â  giNbPcfts:;?;::  Ch  &  ddiRS  créas-  Tm^&^^, 

Bdcvient=}p*a*H-t;  qui  doit  être  =^^01 
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11        £ 
X      7 


donc  faire  cherchée  eft  =  jp  ^    (a  -H  x  )^ 


—  |p*  ^^  En  effet  jP^.  (^-HaO  ^exprime 
l!aire  entière  A  P  M ,  tandis  qu*on  demande  cette . 

X 

«îre  moins  1  aire  Aga  ;  or  Taire  agA^=?p^  a 

II  •  .  -*.      / 

\p^  a^  ^  =  7  ^»  tf.,  puîfqu  en  falfarit  a  A  ==;ir. 


X      3 


II  II 


2 


Ton  auroit  tf  g  ==  fc  ==  p  *  ^  *  t=:p^  a 

•  En  général  pour  trouver  la  confiante  G  qu'on 
doit  ajouter  à  l'intégrale  ,  ùvl  fera  x  ==,  o  ;  fi 
alors  par  la  pâture  de  la  quef^oh  l'intégrale  doit 
être  ==  o ,  &  qu'elle  foit.  .effeâivement  ==  o  ,. 
Ton  aura C  =o ;  aihfi dans  le troîfieme  Pro- 
blème faire  parabolique  a.  ététtrouvé  ==Tjy  ^*, 
qui  en  faifant  x=q,  deyient=o  ;  donc  C  =o. 

^  Si  fintégraîe  doit  être=^B.lorfque  Jr=c>,îa^ 
confiante  qu'on  doit  ajouter  ;\  doit  rendre  cette 
intégrale  -~  B^  c*eft  à-dire  qiie'fi' fintégrale  êft' 
B  qh  D ,  fon  doit  avoir  B-+-D  ^f-C  =  B,.ou^ 
t)  ^  C  o,  ou  G  -=r  —  D.  Si  FoH  avoit  B  — D 
pour  intégrale  5  fon  auroitB  ^D  -H^  G  :===  BV 
9U  : —  D  -  -!-  C  .-=  o ,  ou  G  ^=fc  H-r  D  ;  donc  la 
horiftante  C  qu'ion  d&it'ajdûter ,  eji'.égale  à  la  dîfi 
f^rence  de  Vintêgtiih  que  Von  a^  dans  la  fiippoji^^ 
tïon  de  X  -^iA\cf[  ùi%^^c  celle  qvt on' doit  avoir  dan% 
.tettcmême  fdpfùjitbn ,  en  prenant  \oetu  différtm^i 
avec  un  Jîgnd  contraire^      ' 


•  * 


—■—Ml Il    .1  I      I  II  ■  I        I       I    I  I  II  .111— ^M^^^UIt^— — iM^Mj^Jl^— .,„^J|^ 
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Dans  lexemple  ci-deflus^  lorfque.*==à. 
Ton  doit  avoir  l'intégrale  B  =  o  ,  tandis  que 


l'on  a  j/?^^^;doncC^=  — |p-,^^ 

Si  dans  JjL  fuppoiition  de  x  ==;Jk  ^  l'întégraie 

.  deyoit  êt^=  B  ,  &  qu  eUe  fut  =^  B  ±  D  , 

Ton  aufoit  B±D-hC  =  B,  ouC==4:D. 

Ainfî  la  confiante  C  fe  trouve  auffi  en  prenaat 
avec  un  figue  contraire  la  différence  de  l'inté- 
grale que  Ton  a  en  fuppofent  x  =  b  avec  celle 
que  l'on  doit  avoir  dans  la  même  fuppofîtiôn  ; 
lorfque  C  devra  être  ==  o  ,  on  n  en  fera  pas 
mention. 

6.  Prosleme.  Quarrer  *  toutes  les  courbes  dont 
V équation  ejl  y  a  "  "  '  =  x  "* ,  &  qui  peut  rc- 
préfenter  les  paraboles  &•  les  hyperboles  de  tous 
les  genres  ,    entre    leurs   asymptotes*   L'on  a  y 

**"        ^       .  ^       x"*  ' 


— ;  y  S.  y  d  a:  ==3^  S. 


• —    donc  s'il  s'agit  des  paraboles ,  & 

que  l'efpace  commence  à  l'origine  des  x ,  en  faî- 


mg  m-+-i 


faqt  Ar=o,ron  a  -- — — =0,  cç  qui 

doit  être;  dans  ce  cas  la  confiante  C  eft==o» 
Si  m  eft  négatif  5  ce  qui  arrive  dans  les  hyper- 


<  i> 


**■  Quarrer  &  trouver  la  furface  Tonc  ici  des  termes 
fynonymes* 
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boles  détour  les  genres  * ,  Ton  à  -— 


-mH-i 


tf**"*"  *.  jr"""* 


(m -Kl)  a""*-' 

c=  -^ .   Si  A  P  =  X  =  0 

•* — ^m-f-i  ^ 

<  Kg.  4.  ) ,  en  fuppofant  m  <i ,  Tdj^  fera  =ii=a. 
Si  faire  cominence  aa  point  P5  alquel  on  fuf)- 
pcrife  *  =i:  A  P=î=îi^,  l'aire  P  M  S  R  doit  s'évanouir, 

îorfque  x  =  ê  ;  dont  alors —h  C 

I— — /A 

e=±ô *  OU  C asÈfa .— , &raire  eft 

1  — m 

alors  = . 


I  —  m  I  — —  yrr 


On  peut  renaiarquer  que  dans  cette  hyper- 
bole ,  1  efpace  infiniment  long  A  B  F  M  P .  fttué 
du  côtéde  raflRrmptote  A  B  eft  fini ,  &  refpaee 
fifùé  d\i  côté  de  R  eft  infini.  Car  en  fuppofant 

X  =  b^  èet  efoace  eft  =3  '*  .^  ■  'm     (  en  faî- 

c 


fant  ï  -^ — m  a=  6  )  quantité  finie  ;  mais  en  fup- 
pofant X  ==  ^ ,  cet  efpaee  eâ  =Ei^ 


c 


cela  vient  de  ce  que  la  courbe  s'approcke  plus 


Car  alors  on  a^.  a  =■  *       ,  ou 


a 


^ouj?k   X  f=^a         équation  qui  peut  repré- 
fenter  toutes  les  hyperboles  entre  leurs  îtflyiftptotcs. 
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rapidement  de  Taflymptote  A  B  que  de  Taflymp- 
tote  A  R  :  pour  le  &ire  concevoir ,  fupofom 

a=  I  &mc=s  —  Y,  mH-i  fera  =  f  & 


rcquatîoû  fcra^ ♦  i  ==x    *  ==     7  ==  -f-  5 

xT  yx 

donc  les  ordonnées  P  M  ==  A  D  font  en  raifon 

inverfe  des  racines  cubes  des  x ,  ou  de  vx 

donc  les  D  M  ==  A  P  qui  dé%nei}t  les 
ordonnées  par  rapport  à  laflymptote  AB, 
font  en  raiion  inverfe  des  cubes  des  abdflès 
A  D  =  y.  Au  c(»itrake  s'il  s^agit  de  4*at- 

fymptote  A  R  ,  f on  a  P  M  =ar  y  =-4--£ 

b  courbe  s'approctie  donc  plus  rapicfement  d'une 
des  affymptotes  que  de  Tautre  ^  &  cela  arrive 
auffi  dans  toutes  les  hyperboles ,  excepté  Hiypoev* 
bole  ortiinaire» 

Si  m  ]>  I  ;  oa  pourra  exprimer  Fint^iak* 
en  ajoutant  une  confiante  de  cette  manière  1 


C  —  — ^  *■  ^,'   .  Si  cette  intégrale  doit 

s'évanouit  en  £ûiànt  x  »=  a.  Ton  aura  C 
a 


, ==  00.    Cela  arrive  aînfi 

parce  que  Tefpace  du  côté  de  B  eft  infini.  Pour 
que  rintégratîon  ne  foit  point  fruftrée ,  on  fup- 
pofera  une  abciflè  A  P  fi  petite  que  Ton  vou- 
dra =  b  ;  &  c'eft  de  Fordonnée  çorrefpon* 
dante  PM  ,  qu'il  faut  comnaencer  à  compter 
refpace  F  M  S  R  ;  dans  ce  cas  cet  efpace  fera 


•    -^ 
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r  o ,  lorfque  x  =  b  ;  donc  C 


^f» 


&rairePMSR=^ ;;î;r\  -  7^ nr- 

Si  a:  =  00 ,  le  dernier  terme  difparoit  ,  & 
Ton  a  refpacc  infiniment  long    P  M  S  R  == 

: —    ,     {     ;  &  parce  que  en  prenant  les 

(m  —  ij»D 

abciïTes  fur  une  des  aflymptotes  ,  Ton  a  dans 
toutes  les  hyperboles  ,  excepté  les  vulgaires  ; 
m  <]  1  ,  &  en  les  prenant  fur  lautre  ,  Ton ,a 
m  >  i  5  un  des  efpaces  aflymptotiques  fera  fini 
&  Taùtre  infini ,- comme  on  Ta  déjà  dit. 

7.  Problème.    Quarrer  U hyperbole  équila-' 

tere  entre  fes  ajfymptotes.    Quoiqijon    ait  déjà 

:réfolu  ce  problème  ,  en  réfolvant  le  précédent^ 

-nous   croyons  devoir  le  réfoudre  d'une  autre 

manière  ;  foit  y  x  =^  a  a   Téquation  de  la 

courbe ,  Ton  aura ,  en  faifant  a  =2=  i  ,  y  a:  =  i  , 

I      ^       ,           ^   dx  _ 

y  = ,  b.y  d  x=o. ==  L.  x  ,  Se 

X  X 

ajoutant  une  confiante.  Ton  a  L.  oth—  C.  pour 
.l'aire  B  A  R  S  F  qui  doit  être  =?=:  o ,  lorfque 
a:=o,doncCH-"L'  o=^o,ouC^:= — L'o; 

donc  l'aire  cherchée=L  •  x — L  •  0=  L  •  — 

o 

(  car  '  par  la  nature  des  logarithmes  ,  le  loga- 
rithme du  quotient  eft  égal  au  logarithme  du  di- 
vidende moins  celui  du  divifeur  )  ;  ainfî  en  fai- 
fant X  =  t  =  A  P ,  i'efpace  AT  M  F  B  fera 
infini ,  en  confidérant  o  comme  'une  quantité 

^  inhniment 


MiM»aaaa«i^M«aMMMMM^HBi««MMMMMta^>haBMMiaHMaBaMki 
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infiniment  petite  8t  filppôfant  b  finie  quoique  ex-» 
tremement  petite. 

.On  peut  voir  par-ià  que  les  logarîthrties  hyper- 
boliques tirent  leur  origine  d'une  hyperbole  éqpi^ 
latere  dans  laquelle  la  puilTance  a  a  feroit^^^^-^  i. 

8.  Problème.  Trouver  Vaire  P  M  R  S  corn- 
prife  ^ntrt  deux  ordonnées  ajfymvtotiques  PM,  RS. 
Soit  A  P  =  fc  ^  P  R  ==  a:^  R  SI  :=^y  ^  par  la  na- 
ture de  rhyperbole  équilatere ,  en  faifant  aa  =  i , 
Ton  z  y  X  {  h -t- x )  ==  a  *   ==s  l^  y  =3 


b-^x^     ^^ b-^x 

'L  .(b  -f-  X ,)  =X  *  ib^x  )  -+-  C  ,  en  ajou- 
tant une  confiante  ,  &  parce  que  en  faifant 
X  ==  o  ^  Taire  clierchée  doit  êtrej  =  o  ,  Ton 
a  L  •  t  -4-  C  =  o ,  C  ==  —  h  •  b  i  donc 
Taire  cherchée  eft  =^  h.  (  b  -^^x  )  — -  L .  i  • 
Si  X  ==  i ,  Ton  aura  Taire  cherchée  =L .  2  b  — 

2b  . 

L,  b=s=z  L    r-   ==  L.  2.  Sx  X  ==3   b  ,  Ton 

a  L  *  (  ^  -t-  X  )  ==  L  .  4  fc  —  log. .  i ,  & 

Taire  P  M  R  S  ==  L .  ~ ,  &  en  fuppolant  fuc- 

ceffivement  x  ^=^  fc  y  3  b  ^  jb  ^  &c* ,  ou  les  ab- 
cifïès  AP=  fc,  AR  =r-at,  Ar  ==^  4  t  ^ 
A  r  ==:-^  8  b  ;«&c.  En  progreflîon  géométrique  , 
les  aires  P  M  S  R  ,  P  M  /  r  ,  &c.  ou 
L  •  2  ,  L  •  4,  L  •  8  9  'àc.  feront  en  pro- 
greflîon arithmétique  *.  Et  fi  Ton  fait  b  =  i  » 

*  Par  la  nature  des  logarithmes,  les  quantités  en 
progreffion  géométrique,  ont  leurs  logarithmes  en  pro- 
^effion  arithmétique» 

Tome  IV.  JB^ 
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Ton  aura  la  progreffion  L .  i ,  L •  4  »  L*  8^,  Scc^ 
e=  o,L.2^  L«49  L.8, &c. ;  car  L •  I  =:=  o- 1 

c*eft-à-dire  que  le  logarithme  de  A  P  eft.=2»  o  p 
ou ,  ce  qui  revient  au  même  ,  que  les  loga^ 
rithmes  hyperboliques  commencent  au  point  P  ^ 
auquel  x  ==^  o.  , 

Selon  ce  qu'on  a  dit  dans  la  première  partie 
de  cet  ouvrage ,  le  feâeur  A  m  S  eft  ^al  i 
Taire  F  M  R  S  ;  donc  on  peut  prendre  les  feâeur^ 
M  AS,  M  A /^  &c.  pour  les  aîres  correfpohdantef 
ou  pour  les  logarithmes  des  abcifles  AR,  A  r, 
&c.  De  plus  ,  félon  ce  qu'on  a  dit  dans  .la 
première  partie  de  cet  ouvrage,  (  voyez  les  pror 
greffions  géométriques  )  (i  plu&urs  quantités  A  P  , 
A  R,  &c.  ou  1,2, 4,  85  &c.  font  en  progreffion 
géométrique  ;  leurs  diiFerences  P  R,  R  r-,  r  r.  Set. 
formeront  une  progreffion  géométrique  -f^    1  t 

2:4:^,  6cc.  &  les  différences  PMR  S  , 
R  S  /> ,  &c.  des  aires ,  ou  les  aires  tôrrefpoh- 
dantes  feront  égales  ;  car  L  2  —  o  ==  L  2  =?= 

L4  —  L2  =3 •--*==£ 2  ,  L  8  —  1^4^=3 

8 

L  — -  ==  L  2 ,  &c.  ;  donc  auffi  les  feâeurs  corref- 

4  ' 

pondans  M  A  S  ,  S  A  /,  &c.  feront  égaux  entr'çux  ; 
mais  laire  P  M  R  S  eft  finie  ;  donc  puifqu*on  peut 
prendre  une  infinité  de  lignes  P  R ,  R  r  ,  &c.  en 
progreffion  géométrique  ,  il  pourra  y  avoir  une  in- 
finité d  aires  finies  aiTymptotiques  ;  donc  Faire  en- 
tière P  M  u  m  à  Imfini  fera  infinie. 

r%  é^  .     ,        aadx 

Remarque. On  peut mtegrer  r- 


ua  .  (b-^-x)    «d j:,enréfolvant  (fc-<-x)    M 


i 


Cacul   Intéôral» 


^9 


en  une   férié  par   la   formule  de  Ne\{tton  ,   en 

r  -r  «1»  d  d  i  X 

faifant  m  ==  —  i  ,  &  Ion  aura    - 


& 


acL X à  X  a  ax^  d 


r 


i* 


r-r —  >  &c#  dont  I  intégrale  =  ■ 


&c. 


La  folutîon  du  Problème  précédent  peut  fervîr 
à  faire .  trouver  une  ,  logarithmique  dont  la  fous- 
tangente  foit  égale  à^une  ligne  donnée  b. 

p.  Problem?.  Décrire  la  logarithmiqut 
dent  la  fous-tangenu  =  i.  (  Fig.  y,  )  Je  cher- 
che Taire  ï^  M  R  S ,  en  fuppofant  x  =  b  =  i 
(  Fig*  4.  ) ,  ou  je  cherche  le  logarithme  hyperbo- 
lique de  2  ,  par  la  méthode  du  N**.  24.  de  la 
fedion  précédente.  Je  multiplie  cette  aire  qu  on 
peut  du  moins  avoir  auflî  approchée  que  Ton  veut 
par  aa,  &  je  divife  le  produit  par  b.  De  forte 

que  fi  cette  aire  eft  ==  c  ,  Ion  aura  -r-  ==  v-  > 

en  faifant  a  ==  i.  Maintenant  je  fais  A  P  (  Fig.  4.  ) 
=  b  ,  &  ayant  tiré  une  ligne  indéfinie  A  R 
( Fig.  y.  ) ,  fur  cette  ligne,  j'élève  perpendiculaî- 
rement  A  M  :?==  b.  Je  prends  les  abcifles  A  R , 
A  r  5  &c.  en  progreffipn  arithmétique ,  de  manière 
nue,  Forigine  des  abciifbs  étant  en  A ,  Ion  ait 
1  abcifle  A  R  égale  à  Taire  divifée  par  b,  oux  s=» 

B2 
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^«^ 


a  c 


Rr==AR  =  -r-,  &c.  *  bu  A  r  =s-^,&c.8c 

les  ordonnées  A  M  ==  i  ,  R  S  ==  2b  ^  r  /==* 

4  t  ,  &c.  en  jprogreffion  géométrique  ou  égales 
aux  abcifles  A  P^  A  R ,  &c.  (Fig.4.  ).  Cela  pofê  ,  il 
eft  vifiblè  que  les  abcifles  A  R ,  A  r,  (  Fig»  y.  ) 
font  les  logarithmes  des  ordonnées  correfpon- 
dàntes ,  &  que  le  logarithme  de  l'ordonnée  A  M 
c=  b  efl:  ==  G ,  parce  que  Torigine  des  x  eft 
au  point  A.  D'autre  côté  ,  les  logarithmes 
des  ordonnées  a  m  plus  petites  que  b,  qu'on 
peut  fuppofer  ==  i  ,  (car  l'unité  eft  arbitraire ) 
font  négatifs;  c'eft-à-dire  que  les  logarithmes 
X  ==  A  a  ,  (  Fig,  y.  )  pris  à  la  gauche  de 
A  M,  font  négatifs.  De  plus  /  en  fuppofant 
la  fous  -  tangente  ===  b  ,  l'on  a  ,  félon  ce  qu'on 
q ,  vu   feâion    précédente    (22),    l'intégrale 

S.  -^-  égale   au  logarithme  de  y  ^    divifé  par 

la  fous  -  tangente  de  la  logarithmique  dans  la- 
quelle on  prend  ce  logarithme.  En  faifatit  ce  lo- 

X  dy 

garithme  =  x ,  Pon  aura  -r-  ==  S,  — =^  ,   ou 

jc  =fc  S.^-^  5  mais  (Fîg.  jT- )  R  S  ==  A  R  (  dans  là 

y 


•  En  exprimant  Taire  c  par  un  nombre ,  on  con- 

c 
ccvra  facilement   comment  Ton  peut. avoir  «  ■"  j 

9c  mime  x^K 


MH 
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Fig.  4.)=*-H *  ^dLy=  -/  =  T--^f-.  î 
donc  les  x  (  Fig.  y.  )  font  égauk  aux  produits 
de  b  par  les  aires  hyperboliques  c  ==  S.  *— - 


X     \ 


(  en  fuppofant  a  ==  i  )  multipliées  par  b  ;  donc  les 

-v--  font  égales  à  ces  aires  ^^  ou  font  les  loga- 

'^  dy 

rithmes  S.  -^  des  ordonnées  correfpondantes 5  donc 

parce  qu  on  a  dit  cî-deffus  (fedion  précédente  22.  ) 
b  eft  la  fous-tangente  de  fa  logarithmique  dont  on 
vient  de.  parler. 

IQ.   Ffioisi^EM£*    Quarrer  la.  losarithmiqut 
de  la  Figure  (  J  )•   La  fausrtangepte  de  la  loga- 

rithmîque   étant  confiante >  Ion  a-=^~ -==i; 

donc jy  i  X  ==^  b  i  y  y  Sy  dx  =  bSdy  ==  b  y  ; 
donc  en  faifant  P  N  ==y  ,  Tefpacei  infiniment 
long  P  N  m  a  fera  égal  au  rectangle  de  P  N  par  la 
fous-tangente  b^  Par  la  même  raifon  ,  en  luppo- 
fant  R  S  =  î  a  Tefpace  infiniment  long  S  m  R  ^ 
fera  i=  K  ?  ;  donc  Mpace  SRPN==/?^^ —  b^ 
=■  b  .  (y  -— -  ^  )  ;  ceft-à-dire  lefpace  logarith- 
mique compris  entre  deux  ordonnées ,  eft  égal  au 
produit  de  la  fous-tangente  par  la  différence  des  or^ 
données. 

1 1 .  P§0Bi,EME.  Quarrer  la  courbe  dont  Véquadon 
ejly=  a  +  fc  jr  -4-  Cjc*-t-/ at  ^  L  on  aura  S.y  d  x 
s?=  S.  (  ai  y-+-fc X d  X-+- Cx^dx H-/*^ dx) 


ax    ^  .  -    '   >- 
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12.    Problème.  Quarrer  la  courbe  de  ZV- 

quanony=a  -+-  bx*^-^c  **-+-Dx^,m^n,/, 

'étdtit  des  nombres  fôjîtifs.  L'on  aura  S.ydx  ==3 

S.(adx-h'bx'^dx'+'cx''dx'+-l>  x^d  x  ) 

b  x"^-^^         c**-^'         Dat^-^' 
t=zaX'-\ : -f 


15.  Problème.  Qmû  rrcr  Îa  traSrice.  Si  Ton 
conçoit  que  Textrémité  T  d*un  fil  ;  fe  meut  le 
long  d  une  ligne  infinie  B  T ,  (  Fig.  6.  )  ,tandis 
que  fon  extrémité  M  traîne  un  corps  M  ,  ce 
corps  décrira  fur  un  plan  jtiorifontal  la  courbe  A  M 
qu*on  appelle  traftrice.  Pour  cette  raifon  cette 
tourbe  aura  deux  branches  ,  car  le  point  IT  peut 
fe  mouvoir  également  de  B  vers  T,  ou  de  B  vers  D. 
De  plus ,  le  fil  M  T  que  je  fuppofe  i=?=  a  ,  fera  par- 
tout une  tangente  de  la  courbe  ;  ainfi  la  tangente 
de  cette  courbe  eft  confiante  &  ==  a  ,  comme 
on  la  dit  dans  la  feâion  précédente  (  54  ).  Il 
eft  vifible  que  la  plus  grande  ordonnée  A  B 
eft  t=  M  T  =  a.  Qu'on  mené  les  lignes  infi- 
niment proches  L  P ,  N  /7  ,  perpendiculaires  à 
la  ligne  D  T  ,  &  faifons  B  P  =  F  M  =: 
j  :,  L  M  ==  A  F  ==  ^  ,  &  fuppofant  ti- 
rées  les   lignes   que   représente  la   figure  ,   Ton 

aura  R  m  =  dy^MK  =3  dx,  TM  s=b=  a  — 

«fcr^MT^PM"^Fr*====tftf  —  (a — or)* 

e==:  2ax  —  X  *• ,  ou  P  T  ===  VX  2ax  — -  x  x); 

mais  à  caufe  des  triangles  femblables  P  M  T  ^ 
KKniyXomdxidyiza — 'Xi'^(2^  --r  xx)  ; 
\)U  'dy\  (  a  —  X  )  =  d  x .  \/(  2  a  x  — jr  x  ). 
Si  du  centre  B  avec. te  rayon  a  Pon  décrit  un 
quart  de  '  cercle  A  D.^    Télémeot  F  /  n  u  é^ 
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'  ce  quart  de  cercle  ,  fera  =  /  F  .  /  u  ==5 
dx\  {2  a  X — X  a:  ) ,  *  tandis  que  rélément  P  p  R  m 
ëé  la  tradrîce  eft  égal  kdy/(a  —  x  )  ;  donc  en 

..  £aifant  0^=  a ,  lefpace  infiniment  long  B  T  m  A  , 
compris  entre  la.traébice  &  fon  aflymptote  B  T  eft 
égal  à  un  quart  de  cercle  dont  le  rayon  eft 
égal  à  la  tangente  de  la  traârice. 

CoROXLAiBE.Siron£aîtPA!===^,BP=«'* 
Ton  aura  MT  U-  ¥W=fT  \=^aa  — jr  •  , 

•  mais  à  caufe  des  triangles  femblàbles  M  m  R  , 
M  P  T ,  Ion  a  ATP  {y  l  :  PT  =1  V(^  .^  — yj ) 

gui  ^ft  réqus^tion  <te  la  courbe  telle  qu'ion  Ta  doa<< 
née  dans  la  feâion  précédente  <  54;;) . 

I4,:  P  R  o  B  L  Biirs.  Quarrer  le  cerde.  Sait  ADC 
un  quart  de  cercle,  (  Fig.  3.)  dont  le  diamètre 
=;=;a^  labciflTe  AP  ==s=  x,&  l'ordonnée  PM  «=^. 

par  la  nature  du  cercle ,  Ton  a  y  =3=9=  \/(it  jp  —  x  x), 
j$.  y  d  X  =5=  S*ix.y/(ax  —  xx)  ssss  S.d  x. 

yx  •  V^G* — ^*)..RifQjYant  ViC/î  ~f J&==  (4  — Jir)> 

*  car  1  ordonnée  de  ce  quart  de  cercle  eft--v^(xaaf— y*)- 
'  ■  **  i^  a  le  fighe--;  parce  y  diminue  lorfcjiie  x  aug- 

mente^ Si  Ton  fait  mouvoir  le  point  '^  ycp  la  gauche 
en  allant  de  B  vers  Ik:>  cgi  déërinHUie  «uWe  4>faficb6 
égale  &  fcmblablc  à  la  prcmiçre»  Si  ;  tj(a*cé  4ue  P  T  eft 
Ctiiée'  i  ki^aucRc  fl&  P^  T  OTAroùloîtrpreffdré  lé*  radical 
ayec  le'f^ne  -^  Ic^fcc&nd  mgm|>jc  de  réjufitioti  9u.xoi( 

B  4 


*"  '  "  m» 
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en  une  férié  par  le  binôme  de  Nevton  ,  &  mul- 
tipliant tous  les  termes  de  la  férié  par  x^  àx  i^ 
Ton  aura  dx  .\  (ax  —  x  x)  =  4  *  x^i  x—^ 


I  f 


x'^  ix        x'^  dx  ^  »    »  t 
7-  ■~" r  ""^  »  *€•  »=s  a  X  a  X 


i  j  ^dx 

X  *  dx         X* 


i^"i«^F?r 


&c.,dontrinté$rale 


^  T^'i'i* 


— ,  &c.  Sî  Ton  fait  x  ao»  J-  4; 
4* 6«  8  •  II  tf? 

Ton  aura  le  qu^rt  de  cercle  A  D  C ,  dont  le  qua-^ 
druple  donnera  le  cercle  entier  5  (î  le  diamètre  étoît 
a  a ,  Ton  auroit  S  y  d  x  =S.  i  at  v/(  2  ax-^xx)* 
Autre  manière.  Si  l'on  fait  le  rayon  =  a  , 
&  queTqn  cqmpte  les  abciflfes  Q  P.du  centre ,  Ton 
auraj)r^==^^/  {aa^^xx)  &  S.jy  dx=SAx\  (aa — xx) 
tt=  C  D  P  IVt  î  réfolvant  en  férié  \/(  aa-'^x  x) 

multipliant  par-  4  ^5  *  imçgrant ,  a  vient  SAx . 

^  /i»  \  *  ^  x^ 

\(aa^^xx)^'B=»4:çmm 


Il    ■■     ■■■  .—^Mi^^lPI^ 


3  #3.  4         a.4.ya* 
^•4  fO .74 ' 

Si  Tpii  fait  Q  Ps=s=  Ç  A=s=s  «,|'q9  anra  le  q«art  d« 
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Autrement.  Soit  la  tangente  A  t  -==  x  ;  ayant 
mené  les  fécantes  Ct ^  C T  infiniment  procnes , 
&  du  centre  C  décrit  Tare  r  j  ,  qu'on  pourra  regarder 
comme  une  ligne  droite  perpendiculaire  fur  CT  ^ 

Ton  aura  t  T  =  i  ^  &  les  triangles  Tt  C»  CT  A , 

ou  C  t  A  (  car  les  angles  C  T  A ,   C  r  A  peu^ 

vent  être  regardés  comme  égaux)  feront  fembla^ 
blés  ^  au/£  bien  que  les  triangles  Cti^Cri; 
donc  en  faifànt  A  C  =  a ,  Ton  aura  C  t  =a 

VCaa  -H,;r*):CA=a::Tr=s=(fx;r  J  = 

:   Ton  aura  au0î  C  r  :  C  i  :  : 


\/(a^-4-  X*) 


adx     ' 

ri;  ri,  ou  V(fl*-*- y*):  (X:  : -77 ( 

^  ^  y(aa-h'Xx) 

r  I      ■!         =  a^ dx .  (aa-^xx)   \ 

aa-i-xx 

G  r  a 

Multipliant  cette  quantité  par  - —  =  —  ,  Tort 

d  X 

aura  le  feéteur  élémentaire  C  i  r  =5 a  '  >c 

a 


(aa-^i^xx  y\  Rélplvant  en  férie(a  tf  Hf-:r  x)""» 


dx 
multipliant  tous  les  termes  par a  *,  on  trouve  le 

feé^eur  C  A  r  ==»  S>'  — =r 


a  (a  a-+-  xx)  2 

X  X  X  '  '  -     o*   tf 

•—7 1 r-  •-* r-  9  ^^*  Si  Ion 

fait  AT  =5  a  }  c*eft-a-dire  ^  fi  Tare  Arefi 


•     ♦     .V       »- 
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de  4r^.  * ,  Yt>n  aura  le  fcôeur  C  A  r  ==  —  — 

2 

aa         a  a         a  a  aa  .. 

^^^_.__H.^^   &cî&enmulti. 

pliant  tous  les  termes  par  8 ,  Ton  aura  Taire  du 
cercle  entier. 

ly.  PkobleMe.  Quarrer  la  cicldiie.  (  Fig.  7).  Soit 
P  n  =r.y  ,  Ton  aura  i  r  =  n  s  ==  d^ ,  &  faifahtle 
diamètre  D  C  du  cercle  générateur  ==a,  D  P  ==:x^ 
Ton  aura  P  M  ==  V(^*  —  x  x  ).  Mais  félon 
ce  qu'on  a  dit  ci^deflus  ,  (  feélion  précédente 
13)9  la  corde  I>  M  eft  parallèle  à  la  tangente  T  n 
de  la  cicloïde  ;  donc  les  triangles  D  M  P  ^  n  i  x  *^ 
font  femblables  &  donnent  D  P  :  P  M  :  :  nr  = 
"gp^szdx  :  ri=^j,ou  Jf  2\/(tf  x  — xx):  : 

dx  :  ns  =3     '  Si  1  on  mul*» 

tîplie  n  5  par  L  n  =s  x ,  Ton  aum  Télément  hnsf 
de  Tefpace  extérieur  A  F  D  =  dx\/(ax  — xx)  ; 
or  cet  élément  eft  celui  d*un  demi-cercle  dont  le 
diamètre  =  a  ;  donc  Telpace  extérieur  A  F  D  eft 
égal  au  demi-cercle  générateur  ;  mais  Tefpace  en- 
tier A  F  D  C  eft  égal  au  produit  de  A  C  par  DG^ 
ou  de  la  demi-circonférence  du  cercle  générateur 
par  fon  diamètre  ^  ou  eft  =;:==:  a.b,  en  faifant  la  de- 
mi-circonférence du  cercle  générateur  =  b ,  tan- 

dis  que  le  demi-cercle  génératisur  eft  :=:  >    '    ■■  s 


"*  La  tangente  de  4  j^  eft  égale  au  rayon ,  comme  on  Ta 
dit  dans  fa  Trigonomécrie. 

"*"*  Oo  peur  regarder  rarc.njqcomme  le.  piol<yigemetit 
dç  la  tangente  Tu. 


Calcul   iNTécRAL.  27 

_   ___^^ _^_  ,  »        

donc  refpace  cicloïdal  A  D  C  ==  | .  ^  .  fc  ;  c'eft- 
à-dire ,  la  demi  cicloïde  A  D  C  eft  triple  du  demi-- 
cercle  générateur ,  &  la  cicloïde  entière  eft  triple 
du  cercle  générateur  *. 

16.  Problème.  Quarrer  ta  Cijfoïie.  (Fig.  8)^ 
Par  la  nature  de  cette  courbe  en  faifant  le  diamètre 

du  cercle  générateur  ==  2a  ^  l'on  a  ^  *  == 

x^  ^     ^^^^ 

==  -r — :-  ,  en  fuppofant  a  a  =r  i  ,  ^  == 

i  t 

x^  (  t  —  X  )  ""^"*,  s.  y  dx  ^s=  s.  X  {    X 

(1 — xf  ^  dx.  Élevant  i — *  à  la  puiflànce  —  |  ; 
multipliant  enfuite  tous  les  termes  de  la  férîe  ré- 

fultante  par  x  *    à^ »  l'on  aura  S. . '- saa 

(I  — *)£ 


^^^^t^mÊ^tm^-mtmmmmmmÊmmmm^^tmm 


'^  Si  Ton  compte  les  ordonnées  itepuis  le  diamètre  du 
cercle  générateur ,  les  ordonnées  P  j«-  D  L  étant  =^, 

jcns-^ij.onmxsihn^xicij^  ^^^  <^^^-^.^>  , 

oa  d  «  «  --i..*-— -j — 12_ ,  en  changeant j^  en  *? ,  jr 

en  j  &  faifant  de  plus  le  diamètre  du  cercle  gépéra- 
teur  ^2aNoûs  ferons  uiage  dcxetie  i^joation  au  N? 
j®4.  de  la5cfti«n  «roiiîcme,  ^     -         v  • 
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AuTKEMENT.  Suppofons  A  B  =  tf  ,  A  P  =s=^X, 


x^ 


P  M  .=  y ,  Ton  aura  y  *  == ,  ou  ^  y  * 

—  ^*  .  X  ==  x^,2aydy^^2xy  d  y 
~y  *  (/«=^5  x^dx^2dy  .  (a — x  )  —  y  d  x  = 

^  X  X  d  X 

' —  ;  maïs  en  fuppofant  P  N  =  u  ,  Ton  a 

par  la-nature  de  la  courbe  PM  :  PA  :  ;  PA  :  PN  = 
M  =  — ,&  fuppofant  de  plus  P  B  =2  tf —;(?==  7, 

on  aura 2  .^dy--^yd  ;rx=3  udx ^  6c2S.^dy 

—  S.y  dx=:^  S.udx^îAais  ud  x=lV  N.Pp, 
cfl:  rélément  du  demi  -  cercle  A  N  B ,  ^dy  = 
B  P .  i^f  =  B  p  .  d^  =  m  R .  f  m^eft  lelément 
deTaire  AmBR,&;rix  =  PM.Pp,  eft  rélé- 
ment de  Taire  A  M  D  B,  &  quand  S^^dy  exprime 
Faire  entière  A  B  R  m,  comprife  entre  Taffimptote 
&  la  branche  A  m  ,  S.  y  d  x  exprime  auffi  cette 
aire,  &  alors  S.  ^  i^==rS.y  d  x  ;  donc  alors  2  S.  ^  i  jr 
• — S.y  d^==  ^S.udxy  devientS.  ç  dy  =3  S.udx. 
Mais  S.  udx  exprime  le  demi- cercle  ANB; 
donc  Tefpace  entier  A  m  B  R  eft  triple  du  demi* 
cercle  générateur  ^  &  lefpace  entier  S  A  m  R  F  eft 
triple  du  cercle  générateur, 

17.  P 1^  G  B  (.  E  M  E,  Quarrer  la  courbe  exponen- 
taelk  dont  Véquation  ejl  y  ==zx\  Selon  ce  qu*on 
a  dit  dans  la  première  partie  de  cet  ouvrage,  (  cour- 
bes algébriques  47,  )  fi  le  logarithme  hyperbolique 
tfun  nombre  eft  =  p ,  ce  nombre  fera==  I  -+-p 

a  '^2.3      a.i*4        a*3*i'5: 


MMMi 
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^ 


Le  logarithme  hyperbolique  de  * ' étant  ^:=^  xLx 
=  Lfjy  ;  je  fubftitue  xhx  au  lieu  de  p  dans  cette  fé- 

x^  1j  X  ^ 

rie ,  pour  avoir  i  -|-  xh.x    ' 


2 

X   ^  Ïjm   X  ^ 

•- — ^--^ —  H-  &c.  ;.  On  prendra  les  intégrales  do 

chaque  terme ,  en  négligeant  les  divifeurs  de  ceux 
qui  en  ont  en  cette  manière. 

s.  dx  —  X 
S,x,ïu.x.dx'=i-j-x^L„x — ~x\ 

■■  ■       2  -  — —  V  ■  " 

S.  X  »L.*  dx^-^,x^ljx  — ^  x'L^-f 

3  * 


xK 


3' 
S.  jf .  »  L.  ;tf'  i/*«^  «  /  L3r'-  i.  ;r'  £!*  + 

S.x*L,x  dx—-j-x^  L. **~— . .  X  ï  L3tf*+ 
3.4:.x^L.x      2.3.4.  jc^l,.x     2.3. ^x^ 


i^Êa^^mtÊtÊÊmâmimm 
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La  loi  de  la  pr ogf eflîon  eft  facile  à  concevoir  > 
&  Ton  peut  facilement  l'appliquer  aux  autres  ter- 
mes. Si  1  on  différencie  une  de  ces  intégrales  ,  Ton 
trouvera   la  différentielle   correfpondante   :    Par 

exemple , en  différentiant  \x^L^x  —  ^^^ ^'^^ 

aura ,  en  faifant  varier  fucceffîvement  x  &  L.  x  ^ 

d  jc         2»  xdi  X 
\xixl^.x+\x^ —l — =xL.xixH- 

t  X  dx  ^^  \  X  dx  ==  X  L,  X  d  X  ** ,  &  ainfi  des 

autres.  En  fubflituant  les  valeurs  des  intégrales ,  & 
ne  négligeant  pas  les  divifeurs  quont  les  termes 
avant  l'intégration ,  Ton  aura  : 


*Carx*  a=4& — r-T— .«— xa^  =  —  xdx» 

3*  4  * 


+ 


»i 

II 

H 

u 


I 


+ 


M 
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H* 
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I 


I" 
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M  U-, 
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kl 


Ui 
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+- 
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kl 
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•ii 
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; 
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^  Cette  formule  repréfente  Taire  cherchée.  Si  Ton 
fait  X  =1 5  alors  L.  jp=-=  o  ^  &  il  ne  refte  que  les 
termes  qui ,  dans  leà  fériés  horifontales  ,  occupent 
le  premier  rang  ;  donc  Taire  de  la  courbe  comprife 
entre  deux  ordonnées,  dont  Tune  répond  à  x  =  o  ^ 


8c  Tautre  à  x  =  i  ,  fera 

XIII 


I  I 


T  "^  TT  —  6^  ""*"  yr  »  *^^*  Cette  fé- 
rié eft  fi  convergente  que  le  dixième  terme  — — 
èft  feulement  ==:  ■— — zz • 

io>ooo  ,ooo>ooo 

1 8*  R  E^M  ARQUE.    L*on  peut  voir  par-là  que 
:  m -4- 1  '^ 


•  T      N  m«.t    .     ni .  (m— —  I) 


4  ~  "^  '  (  L.  AT)  "•  -  +  H«  &c.  La  férié  finit  au  terme 
auquel  Texpofant  de  t.x==oi  car  les  termes  fui- 
Yans  devant  être  multipliés  par  cet  expofant ,  fe- 
ront tous='o.  Pour  fe  convaincre  que  c*eft-là 
^intégrale  de  x'^L.x'^  d  x  ^  Ton  n a  qu à  la  com- 
parer avec  la  cinquième  ci-deflus ,  en  faifant  m=4. 
Si  m= I, Tintégrale  fera  =  ^. :^  *  .  ( L.  a: ) —  \x\ 

Tintégrale 


nMHMM«MMÉMMMMB**toMMbaNtaMiM«»MiM 
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iJi»  irthÉ  I  II     I      iti         *— ^.a— «M 


l'intégrale  S*  — rr-rï  e'i^  =  :; L-  *  '"^.  Car 

en  difF^rentîant  cette  dernière  quantité  &  fuppolant 
L. *=?,ron  aura X  ( i  —  m )  if  """•  "^ ' ii t 

êi  X  ^ 

s5!=  -^.  Si  m  =—  1 ,  cette  intégrale  fera  \  ÇLa)  *  ; 

X 

on  pourra  donc  employer  dans  ce  cas  cette  for- 
mule 9  au  lieu  de  la  férié  précédente  dont  tous 
les  termes  deviennent  infinis  lorfque  m  -t-  i 
e=:  o.  Enfin  fi  m  eft  négative  ou  fraâionnaire  s 
Ton  tfaura  S.x'^^l^.»)'^  à  x  que  par  une  férié  in- 
finie ,  excepté  le  cas  dans  lequel  m  ■=;=  — -  i. 

19.  Problème.  Qaarrcr  Vdlipfe*  L*équatîoti 
à  reUipfe  en  faifant  le  demi-grand  axe  =  a ,  le 

demi-petit  axe  =b=  b ,  fera  y  *  =  — (aa  -— xjt)  , 

en  comptant  les  abfciifes  C  P  (  Fig.  p.)  depuis  le 
centre,  &  faifant  P  M==^;  donc  l'élément  de 

Fefpace  CDMP  eft =^  i  x=i  — dx\^(aa — xx), 

&  S.  y  ix  = .  S.  d  X  y(aa'-^xx).    Or 

S.  ix  \/(  a  fl  —  XX  )  eft  égale  à  Taire  CFm P 
qui  appartient  au  quart  de  cercle  C  F  A ,  dont 
le  rayoïi  ==  a }  donc  Taire  de  Tellipfe  eft  à  celle 
d  un  cercle  décrit  fur  fon  grand  axe  pris  pour  dia- 
mètre ,  comme S%d  x \/( aa^^^x x):  S.d^. 

V(  aa-'^xx)  :  : — ^  ^  1  ::  b  ta;  c'eft-à-dîre  4.^ 

comme  le  petit  demî-axé  eft  au  demi-grand  axé. 
Tome  IV.  C 


•■■«MiMtMMM» 
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Si  Ton  compte  les  abfciflès  du  fi^mmet  A ,  l'aire 

AMP  fera=  ~S.  dx^(2à:it''^^xx)iorSidx. 

V^ 2ax  -^x x)  eft  égale  au  demi  fegment  tir- 
culaire  A  P  m  ;  donc  en  intégrant  dx\/(^a  x-^xx)^ 
Ton  aura  par  les  fériés  ce  demi-fegment  circulaire 
qui  deviendra  égal  au  demi- cercle  en  fuppofant  dans 
rintégrale  x  =  2  a ,  &  multipliant  cette  intégrale 

par  ~j lonaura  laire d'unf  demi-ellipfe  ;  or  on  peut 
intégrer  dx\/(2a x-^^xx) ^^=d x.x* ^(aa-^^x) , 

en  réduifant  y  (2  a  — -a;  )  =r (2  tf-— «at)»  ,  en  unô 
férié  infinie  par  la  formule  (  a  -f-  i)  **,  en  fubfti- 
tuant  2  41  au  lieu  de  ^i  9  ou-  fi  Ton  veut  en  iubfti* 
tuant  c  au  lieu  de  a^  &  >-^-  ^  au  lieu  de  ^ ,  multi- 
pliant tous  les  termes  par  d  x.x  »  &  intégrant; 

Remauque.   Si  Ton  décrit  un  cei-çlè  d*un 
rayon  s=V  (^  •  i),  ou  d'un  ravon  trioyen  prôpor- 

Slonnel  géométrique  entre  le  demirgr^nd  axé  &  le 
emi-petit  axe ,  ce  cercle  fera  au  cercle  dont  le 
rayon  ==  a  ,  comme  a  è  t  aa  {par  ce  qufe  les 
cercles  font  dans  les  rapports  dés  quarrés  des 
rayons )  ::  b  :  a. 

Mais  on  vient  de  voir  que  lellipie  étoît  au  cer- 
cle décrit  fer  fon  grand  axë  ^  comme  b  :  a;  donc 
en  faifattt.=  S,  Taire  de  lellipfe ,  B  étant  Taire 
du  cercle  dôrtt  le  rayon  =  yab^A,  Taire  du 
ce  rcle  dont  le  rayon  =  a.  Ton  aura  S:  A:  :b  :a8c 
iB  :  A  ::  b:  a;  donc  S  :  A  :  ;  B  :  A  5  ou ,  alter^ 
n^ndo ,  S  :  B  :  :  A  :  A.  ÏJonc  S  =  B  ;  c*efl:-à-dîre  , 
^e  Taire  d'une  ellipfe  eft  çgale  ^  celle  d'un  cercle 
dont  le  rayon  eft  moyen  proportionnel  entre  le  de- 
mi^pétit  àxe  &  le  demi<gcana  axe* 
iSi  Ton  Youloit  quarrei:  Tellipfe  par  le  moyen  de 


u^^-. ^. ,  ■. .  .  M^^-^  r  r"-"^  -"■•  Mil  1  iwamii  — imm«b  ■■■mii  — waiiimi  mm— -jo_n_M^L>t 


Il  iiiÉM 
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ii^in'rf.tJiu    III  rniTi 


1  clément  du  feâeut  CD i  ;  après  avoir  Meûé  It 
tangente  B  T  3 1  orûonnée  I H  ^  &  d toit  du  centre  C 
les  atcs  infiniment  petits  /R  ,  /r  ,  fon  feroît  C  H 
=  AT  5  H  i  ==  y  j  donc  C  i  =  VÇ7X"+"  *"  *  ) 
=  C/,  (car  ji  eft  fefinlment  petite  )  ;  mais  à 
taufe  des  ttiangles  femblables  C  H  i ,  C  B  T ,  f  ott 


a  a:  :  jf  :  :  tf  .*  fi  T  =  *^  5  &  x  <  a  :  :  C  i 


yfCyy'^xx)  :  CT=5=:C  r  * — .f  r...  .  rr/,7  , ,  ^; 


X 

- 1 
je 


Mais  rabfcîffe  x  troiflant  BT  ==  -^  diminue^auffi 
bien  que^  ;  donc  la  différentielle  T  t  de  B  T  fera  ^=s 

«""  ■■— '^    - "^  '*"  ■  3  mais  a  caufe  des  triafigléi 

X  X 

femblables  Tft,  TB  C  5  Ton  a  CT  î  C  B  ::  T  m 

a\{y  y  -¥-  xx\         ^^^axdy^aydx 

ft^oa*    ^  '< ^        ■■  ^<a:;    ■ — >^  '^-  ■    4 

••  ^  X  X  . 

^  r-^axdy-^ay  dx         .    .      - -. 

/  t  =  ■"■    ^ .;'  '^'"  ■  '"  ■ — r- }  mais  les  ledtcurB 
xyiyy  -^-x x) 

femblables  C  f  /,  CR/**  donnent  Ctifti:  C/i 

rr»         «  V^(  yy -4- jrx  )    ^^^àxdy^aydx 

X  X  \f.  (yy^xx) 


VC7  J-+-a:jr)  ; /R  =  "       ^    ^-         -^   ■ — 


^■■fc*» 


•  C  e  cft  ccnfée  cgalc  à  C.T ,  les  points  T  ^  t  étant 
infiniment  proches. 

**  Le  feàcurs  femblables  font  'ccuit  dont  les  ajjts  me* 
Turctït  des  angles  égatâu 

Ca 


ak(MM»i 
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Multipliant  /  R  par  ^  ^*°"  ^'^  ^®  ^®^®"'  ^^^ 

mentairc/CR  =  -  ^a"      ' ^''  P"" 

la  nature  de  rempfe;r  =  i  y/i'^a-^xx),  dy 

_  ^bxdx .  ^^^  ^^  fubftituant  ces 

"^    aV(a« — XX) 

bx^  ax 
valeurs,  ron  aura  le  feâeur  C/R=  ^^y  (aa—^xx) 

£lf.X\/(<w— «ar>=(enréduifantau  même 
dénominateur) aâ.V  («*—*.*> 

folvant  (  a  a— *  x)^  en  férié  ,  multipliant  en- 

/•/  •       '    a.  ,b      , 
fuite  tous  les  termes  de  la  lene  par  — ^  a  x  , 

ah  ix 

&  mtégrant .  Ton  aura  S.  ^.yc^a— **) 

^*a.  J^-i-  ^^^  liill-t-&c.Siron 
3        I2a«         80. a*       224.4 

fuppofe  x=iat  l'on  aura  le  quart  de  Fellipfe  C  D  B 

fc  'ï  \a_  If-  -4-  iAf.  ^  i±i,&c.dont 
'^^  "^  "^  12  80  224 

le  quadruple  donnera  l'aire  entière  de  l'ellipfe. 

20.  Problême.   .Soit  fupfojéc  la  cireonfé- 
rmct  A  H  B  (  Fig.  10.)  d'un  quart  de  cercle  étendue 
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tnune  ligne  droite  ah^  dans  laquelle  en  fuppcfant 
les  abfcijts  a  h  égales  aux  arcs  A  H,  les  ordonnéei 
eorrefpcndantts  h  m  faim  égales  aux  f  nus  M  H  de 
€es  arcs  3  on  demande'  la  furface  a  b  c,de  la  courbe 
Ame  ^  qum  appelle  courbe  dejînus.  Soîtlç  rayon 
C  A=  a,  rarcAH  =  «fe==  Jf ,  lefinusMH 
dt  cet  arc  =  h  m  ê=  y  ;  ayant  mené  les  lignes 
H  P  ^  I D  perpendiculaires  fur  C  fi  &  tiré  les  ray ong 

CH,  CI ,  ronauraHT*=  a«— y  »  ==  CÏi* 

^CpWcH~HM';  &  W^^^Caa^yy), 
&  (a  diiFérentiellc  Ho,  en  fuppofant  Tare  H I  in- 

finixnent  petit ,  fera  =  ztt — "^ — ^  *  qu*on  prend 
t  ;   r       ?•  y(aa — y  y)    ^     ■   ^    . 

•«vec^un  figne  contraire  ,  parce  que  Tare  çroif- 
*fant  aufli  bien  que  fon  nnus  , .  H  P  diminue. 
Les  triî^ngles  CID,  HIo,  ayant  leurs  côtés 
pei;pendiculaires  ,  font   femblabîes  j; .  donc^  C  D 

•^  .  ^{aa-^yy) 

.  '  u  d  y 
ix^='hr  =  -7=- — "^ — r;  donc  Télément  A  rmn 

\iaa.^yyy 

a  y  d  y 

«==  — 7=: — — ■     ^  '  5  dont  l'intégrale  ou  l'aire  ahvft 
\r(aa  —  y/")  *r  ^ 

TsmS^aydy  .  {a a — ;f 3^ )  »  === -~ tf V^Ca^-— jjj') 

— f^C  Pour  déterminer  la  confiante  C ,  je  fais^=6  5 
dans  ce  cas  Ton  doit  avoir  ahrri,  =i=  o  ;  donc  — . 
f  \/i-^  "^•C  =  o,ouC=  H^  a  V  aaà==:aa*y 
donc  Tmtégrale  complette  eft  a  a  — -'«  V  (^  ^"^yy)^ 
Si  Ton  fait j'  ==  a  =t=  fc  c,  Ton  à  Tàife  entière ab^ 
«ssstf  â  «-»  4  V^o  SVS7  a  a  «s»  A  C  B  F  quarré  4e  a* 

C3 
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ai,  PliOBLÔME.  Quarrer  Vhyperbole  A  G , 
tapjp<yrcù  à  fe$  a^es.  (Fig.  1 1  •)•  Soit  îç  demi-prcmier 
axe  ^=^  <?  f  ic  demi-fécond  axe  ^=^  C  B  =:=r  b.  Par  I3 
nature  de  la  courbe,  en  coipptant  les  x  depiijis  le 

foxnmet  A ,  Ton  aura j *  =3 -—  (a^Jf-f-^x) 

0t  (î  l'on  fait  b  r=±=  ii  ;  c*eft-à-^ire  ,  fi  Thyperbolt 
^  fuppofi^e  é^uilatere  ,  Ton  aura  S^y  àx  r=^ 

9.  (/a:  (  2a*.«4--/r^)» }  t  w4i$  que  Taire  S.  jr  i  » 


4e  fh^^perbole  non  (jfqùilatere  fefa  ^  S.  d  x^ 

(  2  fl  jcH-Ar*")  »  s  donc  fî  l'on  a  Taire  de  llijr- 

perbole  équilatere  ^  4^  qu'on  la  multiplie  par  -*—  , 

^  en  Féfultera  Taire  de  lliyperbole  non  ^quëst^ 
tere#    Pour   avoir  Taire  de  lliyperbole   équila^ 

tere  ,  on   réduira   (  2  ^  ,-+-    at  )  »  en  férié ,  eo 
ifaifant  pour  fimplifier  2  a  ==:  c  i  multipliant  enfuite 

tous  les  t/ermes  par  x*  dx\6c  intégrant,  lV)htroU'» 
veia I  toute  réduâion faite ^  S.  y  d  x  ==  S.dx. 


«» 


S'' 
„ h-  • — ^ — z r&c.),en  remettant  la 

"  t 

valeur  dç  c»  JEn  multipliant  cette  fé/ie  par-r-^ 

Ton  auroit  Taire  d'une  hyperbole  non  équilatere. 

Si  Ton  compte  les  x  depuis  le  centre  C ,  Télément 
4e  Taire  de  uotne  hyperbole  fuppofée  équUatere  fet^ 
9=dx  V^(  XX  rr-r-  aà) ,  parce  que  dans  ce  casj^  ^^^=^ 
^^xx  —  a  a).  Si  Ton  vouloit  Télément  è^ l^in 


«■ 
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A  G  H  C ,  Ton  auroit  H  G  =r  C  P=  X ,  &  H  C 
G  P==^S  mais  Téquatîon  feroit  y  *=*  jc— 


m,  a  y  ou  x^  =:y y  H-  a  ai  lî  Ton  fait  C H 
PG  =  ;v,&CP=Ha=;^^Ponaurajyjy=s 


dx  •  y  (  ;»;jp  Hh-«â^),&  l'aîre  cherchée 


S*  i  AT  V  (  X  a:  -+-  a  tf  )•  Si  l'on  fart^G  P  ==  y  ; 
réquatiw  Qîg  ==  vf^C^.^  -f-^  ^>  doflne  GR 
«=  yiyy  -+-  ^  ^  )  5  parce  que  jr  fe  chatige  en^  j 
donc''  P  p  dîjfférentielie"  de  C  P  ±3=  G- H  devient 

ron  ^  te  'dSffércnrieBè  "de    l'airQ    AtG  P  ;= 

"  >/;--V '. r*    Si  roB  vQutoît   avoir  Taîrc 

GAG  H'  exprimée  par  fonjonnéé  HO  au  fécond 
^Çj,  e!a£?ifantH  G  ==^j^ , ron aurait  C  H===:Q  P. 

l^aér^.nt  OH  G  g  =r.i^^'^l2.7?^     , 

Comparons  ce»  éléiiiens  de  Taiipe  de  l'hyperbole 
équîlatere ,  avec  ceux  de  Taire  du  cercle.  En  fai- 


feflt  le  rayôô  du  cercle  13=3  a  ^^  (Fîg.  5.)  &  A  P 
cs««:  JTij^  P^lémcQt-  de  laite  ;  cigÊUlaite  fera  ==t^  x^ 
\/^t^(ix — xx)=^i.x,  ^sfXax-'r^xx)  (en 
faiiànt  le-diatnetre  ==V).  Mais  Faire  fei^a*  ^^=  S.  ^^r . 
V<aa-^iqA?),  le  rayonî  étant i:==  tf,  8c  Torigiriri  /<• 

des.  /»:  ét§l^^  ^J^'  centre.  Tout  celji  fi^it  cet  qu^on  a  cjit; 
cî-dèflus  (14). 

5ii;oo  fait  Ç  H  =*  :ç  ==  y^<a^--;?.y)>JR  i  ==» 
^ ,  r  r  c=  iy  fil  s=ï=  H;fe  5^  +  d-  ;r  (  les  lignes 

C  ^ 
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OU  —  ont  lieu  félon  que  x  va  en  augmentant  ou 
en  diminuant),  les. triangles  C  H  i,  ril  (  fem« 
blables  parce  qu'ils  ont  leurs  côtés  perpendiculaires) 
donnent  \/(  aa —  y  y)  z  y  i:  dy  :  +d  x  cœ 

TTT^^'ZZT — ^•  ^^  parce  que  y  diminue  lorfque 
X augmente,  Tclément  y  dx  de  l'efpace  C Di  33 , 

fera=      >■■  ■■  -^7  ^ — --^  S^H  5*agit  au  contraire  de- 
V(aa — yy)        .       ^ 

Tefpace  AH i ,  fon  élément  eft= — ^ dx . y  = 
^.  *         r ,  parce  que  dans  le  premier  cas  i  jr 

a  le  figne  — »  &  le  fîgne  -f-  dans  le  fécond. 

L'on  peut  aufC  comparer  les  feâeurs  circulaires 
St  lés  ârcS  circulaires  avec  les  feéleurs  hyperbo- 
liques, qui,  félon  ce  qu'on  a  dit  ci-deflus ,  peuvent 
être  regardés  comme  les  logarithmes  des  abfciflès 
correfpondantes  ;  donc  les  feâeurs  correfpondans  i 
des  abfciffes  en  progreflîon  géométrique ,  font  eti 
progreffiqn  arithmétique.  Si J'on  divife  ces  fedeurs. 
par  la  moitié  du  demi-àxé',  ils  feront  encore  en 
progreflîon  arithmétique ,  &  nous  appellerons  Zo- 
garithme^  hyperboliques  diune  dimenjion  ,  ou  lo- 
gàrkhmes  Hyp'erboUques  Jîmpkï ,  ces  feôeurs  aîlifi 
divifés.  .  r  .. 

Selon  ce  qu'on  a  dit  ci-deflus  (14)  en  &ifant 
la  tangente  N  T  (  Fig.  3.  )  ,  !==  * ,  &  le  ravon  du 

Cercle = a ,  le  feâeur  C  i  r  eft  i=î=  -—7 r-^ — r- 

Mais  le  feâeur  réfulte  deT-arc  i  r  multiplié  parla 

moitié  —  du  rayon.  Donc  en  divifànt  ce  feôeur 

5!IIçm€întaire  par  — -  Ton  a  ■  ■  _.    ^  ■■  pour  Kïé- 
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tf  *  ix 

A  a  ^¥-  XX 


ment  de  Tare  A  r,  &  Tare  A  reft  =8. 

A  caufe  des  triangles  C  H  i ,  r  i  Z  (  Fig.  5.  ) ,  fem- 
blables,  parce  qu'ils  ont  leurs  côtés  perpendicu-» 
laîres ,  Ton  aura  r  ii  il  ==^  H  A  :  :  C  i  :  i  H  ,  ou 

enfaifant  AH=s;ir,  lih:=dx ^r  i  :  dx  ::  ai 


a  d  X 


X^Ciax—^^xx)  ,  ou  riss=s'--^r- 

^^  ^(2ax — XX) 

€L   d  X' 

&  S.  -— ^— <=  A  i  D*  Si  Ton  prend 

\  (^7.(lX  -:—  XX)  ^ 

les  abfciilês  du  centre  C ,  Ton  aura  H  ft  =  l  ï 
■=•— 4*:  doneir: — dx  ::a:y(aa'-^xx) 

ic  ri  ==  -7-7 -^  De  même  Ton  air: 

V  (  aa — XX) 

r  I  :  :  C  i  :  C  H.  Ceft  pourquoi  en  faifant  i  H =yi 

tonz  rl  =  dy ,  CH==  y(aat — yy)i  donc 

iridy::aiV(aa—yy),0}xir=^^^^J^^yy 

Les  triai^Ies  jfemblables  T  t/,  CT  A  &  les  fec- 

teurs  femblables  Çir  y  C  /t ,  donnent  ir:  t  fi: 

C  i  ==^  C  A  :  C  r .  &  /r  :  /  T  ;  :  C  A  :  (  A ,  ou  /t 
CA  •  fT 

■5=  — rx — *   Subftîtuant  cette  valeur  au,  lieu 
de/r,  Ton  a  ir: — jr —  ::C  A  :  Cr,ouir: 

r 

CA::^y^:Cr  ::/T  :   ^^'^^  y  donc 
ir:VT:;CA:    ^1  >  ^  ;;  ÇA^;  Çy.rA; 


CA 


^     ^    » 
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OU  i  r  :  /  T  :  :  C  A  :  G  t  »  ^  A  >  4paç  ea  faUânt 
1g  fécante,  Ct=f,  Ton  a  ir-.  df==fT  t  : 
«  «  if.  yfiff — aa)  :  car  ^lors  t  A  =  V  (//—  ««)  > 

OU  i  r==  ^  '      .u/     r»  Si  TôA  multiplie  la 

valeur  de  i  r  par  —  ,  Ton  aura  je  feÔeur  éîémçn- 

taire  C  i  r  ==:  ?t — 7: — ^,  ^,  ■ — ^-^-r.  Si  Ton  fait 
la  co-tengente  =  a?,  rélément  i  r  de . l'arc  A  D  fera 

,  &:lp  feâeucÇ  i  r  çon/î4âr<  cûxmne 


•  ,1  '  '  -i»»i.W» 


r  élément  du  fedeur  C  A  i  fera  ==  .—^7 ; — — .  î 

parce  cjue  Tare  A  i  augmentant ,  la  co-tangente  di- 
minue ,  &  fi  Ton  fait  la  co-fécante  =fy  l'on  aura 
,  les  mêmes  formules  que  Ton  .vi§nt  de  trouver  en 
«impleyant  la  fécante ,  mais  elles  feront  affeâées  du 
fignie  —  ^  parce  qu.e  la  ço-fé^gnte  diminue  16?fqu,Q 
IV-ç  augmente. 

Soit  rhyperbole  équilatere  À  M  (  Fig.  i^.  )  d9n|K 
le  centre  Toit  C ,  îe  demi  -  axe  A  C  ==?  a ,  que 
PQîJs  appellerons  fe  fînus  total  ou  le  rajron  par  ana* 
logie  au  cercle,  rabfcifle  CP=  leco-nnus,  Tordon- 
n^e  PM^=r  le  fipu?  &rabfçU!fe-ÀP  f=^je  finus  verfe. 
Si  1  on  fait  A  P  =^x ,  Toiraura  C  P=  a  -H  *, 
f  M  =  v^  (2ax-+-3çx)f  Potelé  triangle  Ç  M  P 

.^(a-^x.V(2ax^xx)j^  Teôeur  C  A  M 

^  ;   •  _,  ■  .    .;  '?  ;:  ^-   :  ,\  V    ..  "  '      '  ■ 

tlî  ég^  à  ce  uxangle  »  moins  le  demi  -»  fegment 


mgmmmmmimmmmmmmmÊmmmmmmmmmmmfmÊmÊmmmm 
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« 


AMP;  donc  Félément  du  fefteur  eft  égal  à  Télé- 
lîient  du  triangle  ,  moins  rélément  du  feâeun 
L'élément  du  demi  *  fegment  A  M  P  eft  = 
àxy  X%  tfaf-+-  X  x)^  celui  du  triangle  eft 


r-T^ r — ^»  ^^^  retr^chant  à  x\^(2ax-^xx), 

;  donc  le  feâeur  CMA  eft 


2^(2  ax  -h-x  x} 

~  ^  T\7(fT7iP77y  '  *  î«  logarithme 
hyperboliques  fimple  exprimé  par  le  Sinus  verfe 

fera^c=rS>     y        "^    ^ — .  Si  Ton  fait  le 

V(  2  a  x  '-^  X  x) 


co-finus  CP= AT,  Ton  auraPM  =\/(  *  jp — ^4i(i),& 

le  triangle  CMP  fera  =y^^  f  ^  ^^  ^  ^  \  Si  Fon 

dtlférencie  cette  quantité  ^  qu'on  e^  ii^tranche 
ix^{xx  —r^aa)^  qui  dans  ce  cas  exprime  la 
différentielle  du  demi-fegment  A  P  M  ,  fon  aura 

léléHientduf^fteuyÇAim^    ^,,^^^'' ..^  ,  .- 

rt  iÊ   A 

ce  ffiâeur  fera==&.^  ^  j  .      .    ^ — ; — ^  Iç  Wa* 

Xnhmè  hyperbofiauë  iimole  eznrim^  tiaf  1a  r;fu£mi< 
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fera«=.S.       y^:,xJlaa)     *    Suppofon$  te 

£nus  P  M=y  :  en  comptant  les  abfcUres  x  =3 
C  P  du  centre.  Ton  aura  y  *  ==  ;ip*  —  djî^^ou  x  • 
tf  tf -Hy  y  ^  ou  *=3  CF.=: V ( tf  a  -+-yy )  ; 


V   ti   V 

donc  la  diflFérentîelle  P  p  fera  ==  ttz — "^ .• 


Multipliant  cette  dififérentielle  par  y ,  Ton  a  rélé« 

y  T  ^  y 
ment  du  demi-fegment  =  — r—: — '^  /    * — r—  > 


&  le  triangle  CMP  eft  alors  =  y^VC^^^yr) . 

Si  Ton  en  prend  la  dififérentielle ,  &  qu'on  en  re^^ 
tranche  celle  du  demi-fegment ,  Ton  aura  le  fec* 

leur  ==  S.    ^  ^/  r  ^  ^    f T  5    &  le   loga-' 

2y  (aa  -4-yy)  ^ 


rithme  hyperbolique  fîmple  exprimé  par  le  fînus  fera 

\  (aa  -+-  yyy 

Si  du  point  A  Ton  tire  A  F  paratelle  au  fécond 
demi-axe  CB,  on  appellera  cette  ligne  tangente 
hyperbolique.  Il  s'agit  d'exprimer  le  fedeur  hyper- 
bolique par  la  tangente  A  F  que  nous  ferons  =  u 
En  faifant  le  co-finus  C  P  ^=  x ,  Iç  finus  P  M  =>  y,, 
les  triangles  femblables  C  A  F ,  C  P  M  donneront 

X  :  y  :  :  a  :  t  y  X  ^  :  y^  :  i  a  a  :  t  ty  Sc(dmdendo)  x^  — 

y  *  =  a  a  *  :  y^  ::  a  a  —  t  *  :  t  *  i   donc  y  * 

^ ■   .V  ■' — ^- 

*•  De  réçuatîon  à  Thyperholç  4qtti)atsrc  jr*«»#*-<rflr;» 

Ton  tire  aiftmcnt  *  *  -  j' j  =  «  « • 


CaXCUL   iNTiGRAL, 


Tzrn*  v^(^^--*-J^J^) 


De  plus  féquation  y  *  «=  —  ■■    -^  donoe y  sssa  fl 

.  li  II-     •  donc  M  y  =  •  f 

at^dt     ^  a^dt  ^  ,^, 

— ' -T  •    lubftituant 


-7 


les  valeurs  de  dy  &  de  y/^{  a  a  '^^y  y  )  dans 
S.  .—îlil—^.  &  dans  S.—±^ 


s. ■  ,  f  fon  aura  le  fedeur 


(aa-^yy) 

S.  ■   ■    '■■ "■  ,■ .  ■>  &  le  logarithme  hyper-^ 

a   •  (  a  a  —  r  *  ^  **  ^^ 

bolique  fimplc  =sS.— — r 

Si  de  rextrémité  B  du  fécond  demi-axe ,  Ton  tire 
B  D  parallèlement  au  premier  axe ,  jufques  à  la 
rencontre  de  C  M  prolongée ,  sHl  le  faut ,  nous  ap- 

Î>ellerons  BD  co-tangente  hyperbolique.  Si  Ton 
ait  cette  co-tangente  =  7, les  triangles  reâangles 
CAF,  C  BD  ayant  les  angles  aigus  BDC^  ACF 


mil       lÉ  m 


"*  On  prend  la  dififérentielle  en  fai(ant  varier  fucccflU 
vemcnt  t  &   -7 — ^  .»;  «■fl(a^-t^)  *"  \    ' 
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alternes  intemeB  ^  font  femblables }  donc  ttatiat 
t 


^2,  —    ^  ;  donc  le  (eâeuif  C  AM 

logarithme  hyperbolique  fimple  fera=  S»       ''"i* 

2  t 

Siron  réduît^^^^_^^^=  a(tftf  — j^r  »  eo 

ttoe  férié  infinie»  en  élevant  (aë  — y  y)  à  la  puiiîance 
»-^  {  parle  bbome  de  Newton,  qu'on  multiplie  tous 
les  termes  de  la  (érie  réfultante  de  cette  opération 
par  a  &  par  (2  ^  ,  &  qu'on  intègre  ^  Ton  aura  (Fig.  j  ^ 

IW  circulaire  A  r  =  S.  -^~--£-^==y ^ 

a.j.a*  ^^  :2*ei*2*5'.a*  2^  i.a.5e7ea* 
•4-  &c.  Cette  férié  eft  utile  pour  trouver  les  arcs 
qui  ne  font  pas  plus  grands  qu'un  quart  de  cercle. 
Si  Ton  fait  y  =  a  ,  l'on  a  l'arc  de  50 *• 


a  (1  -^ 

2'^  .1  •2.3  .4.9  2^1. 2. 3. 4. y. II         '^ 

(A).  L'on  a  le  logarithme  hyperbolique  fimple 
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«M^— — i— I^B^i^l  I  1'  ■  I  I  II    •'■  !■  I      — — —  I  I      ■     I  I   II— — ^1— i,,^  ,     ,  ^ 

Ceft  la  même  (crie  que  la  précédente ,  excepté  que 
les  termes  de  celle-ci  ont  les  fîgnes-+-& —  alterûatî- 
vement.Si  Ton  fait  y==tf,&  que  Ton  change  les  fignes 
des  ternies  dQ  rang  pair  de  la  férié  A ,  Ton  aura  le 
logarithme  hyperbolique  (impie ,  correfpondant  à 
y  ===  a.  Nous  ferons  ce  logarithme  =  D.  Si  Fôa 

fuppo/è  y^  â  ^  la  férié  B  fera  divergente  ;  dans  ce 
cas  on  élèvera  a  a  -+^  y  y  à  la  puiflance  —  |  en 
prenant  y  y  pour  le  premier  terme ,  ou  l'on  élè- 
vera y  y  -+-  a  a^  à  la  puiflance  - —  ^ ,  &  Toa 

aura  S,  j/>  ■  ^ — r-z=tf.L.yH--— - — -, 

V(yy  -ir-àa)  -^  .    r2.2.y* 

I  .  }  a*  .  1.5 . f.tf^ 


a*. 1.2. 4. y*         i^I.2•3.6.y^ 


^♦•r.  :2  .^5*  4.  8.  y 

Quoiqu'en  faifent  y  ===  O ,  le  fedeur  C  A  M 
doive  être  égal  à  o  >  auffi  bien  que  là  férié  qui 
exprime  le  logarithme  hyperbolique  iînrpie ,  néan- 
moins cette  (uppofîtion  feroit  inutile  pour  déter* 
];niner  la  confiante  C  y  parce  que  dans  ce .  caf 
tous .  les  termes  de  la  lérîe  deviennent  infinie» 
Mais  on  a  dit  ci  •  defTus  que  le  logarithme  hy- 
perbolique iùnple  correfpondant  â  y  ==  a  étoit 
=  D  ;  on  fera  dohé  y  ===  a  &  Ton  égalera  ta 
férié  que  nous  venons  de  trouver,  avec  la  férîc  B  , 
dans  laquelle  on  mettra  a  au  lieti  de  y  9  &  Ton 

aura  tf  .  L.  a  ^  Ch-  — ^  jrj^ 


/ 


MM» 
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'-^  ^^  ^    &c>  =  D  =  ii(i 


i2^  1.2.3.6         *  ^  2.3 


4L.a-a    •^^-*-5>-« 


a. a. 3 
"  a*,  1 .2.4.5*  a*. 1.2. 3. 6.7 

û  d  y 
en  réduifant  les  termes  ;  donc  S.  -77 7 — r  = 

ji.L.y — ptf.  L.  tf  — a  -♦- ^* ^    &c.  -+- 

2.2.3 

tf'  1.3.^'  .       *»       t»  u* 

,_ 2_ — -  .^-.  &c.  En  mmti- 

a.2  .y*        2*. 1 .2.4.^^ 

pliant  la  férié  par  — ,  Ton  aura  le  fe&cur  hypeiy 

bolique  correfpondant  à  y. 

Nous  avons  dit  ci  -  deiTus  qu'en  faifânt  le  cor 
^us  =  X  9  le  logarithme  hyperbolique  fimplc 

étoit  =p  S.  -77 — '■ r-.  Si  Ton  change  xeny  ^ 

ce  logarithme  fera  =  S.77; ' r.  Si  Ton  fait 

^  V(yy — tf^) 

APr=S.-77-î^^^ :,AB=  a  &  que  Ton 

décrive  la  courbe  B  m  (Fig.i30en  prenant  toujours 
l'ordonnée  égale  au co-finus  hyperbolique  y ,  labf- 

ciâe 
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>■  Ti       •.  a 

cifle  AP=  X  étant  égale  au  logarithme  hyperboli- 
que nnipleiloft aura ar====S*-y7 — '--' — r,  d  *=ïïs 

- — ^       ^,    C*eft  1  équation  de  la  ligue  d6« 


co-Jînus  hyperboliques  *.  Si,  l'on  fait  A  P  ==  Ji^ 
Sfc  -T-; "*^— — ^,en  prenant  PM  égale  au  /inushy»^ 

perbolique((upipo{é=y),  l^on  aura  ixi=^  -77— r  - — *r-T  i 

&  la  courbe  À  M  dont  les  abfcifTes  font  égales  aux 
logarithmes  hyperboliques  fimpleS ,  &  les  ôrdon^ 
nées  FM  aux  finus  correfpondans  eft  appellée  ligne 
àts  Jinus  kypeiholixjucsk  • 

Au  refte  par  logarithme  hyperbolique  (impie  5 
on  entend  ceux  qu'on  trouve  en  divifant  les  fec- 
teurs    hyperboliques   d'une    hyperbole ,  équilatera 

dont  le  deïni-aXe  ==  a  par  — * 

*        2 

^2.  Remarque  I.  SI  Ton  fait  A  F* 


ï'n  =-  X  ,  l'on  aura  F  B.(  fig.  i.  )  t-r=  rf  jy  ^ 
l'élément  B  F  M  n  =>  iy  8c  S  x  dy  fera  FeC- 
pace  A  B  M.  Soit^y  *  =i=  a  x  1  équation  de  la  pa-- 

irabbîe ,  Ton  aufa  x  =  -^  ,y  ==  a^  x  %  rf^=±2 
Ja  ^  :r''âixDoncS»:rd[jyferà=:=S.îa»x''*     '<fJk'=j 


■  <  -    1 1  ■  1  ■      I  it  •  ,^1 


-*  ... 

Si  l'on  change  ^  ^n p,  &^  en  ^ ,  l'on  à  rfp  sss 


«  </^ 


qui  eft  Véqùatioh  qut  noirs  avons  trouvée  feâion  pré- 
cédente (îo8)  pour  la  dévelpppée  de  la  traâriccj 

2ome  IK  .  D 
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î ; ==  j  a"^  X  ^  X  ==  jy  X  ;  c*eft' 

à^dire ,  que  î'efpac^  extérieur  A  B  M  de  laparabole 
eft égal  au  tiers  du  r«âangle  de  Tordonnée.  in  ,  ic 
de  l'abcifTe  F  n  =  A  /. 

Remarque.  IL  SI  Tangle  des  ordonnées  &  des 
abcififes  n  étoit  pas  droit ,  fi  cet  angle  M  P  N 
étoit  =  u  (Fig.  I4«)  dans  ce  cas  le  parallélogranœ 
P  p  M  n  qu'on  peut  regarder  comme  rélémenc 
de  Taire  AMP  feroît  égal  au  produit  de  P  p  =  d  x 
par  la  hauteur  M  N  de  ce  parallélograme.  Pour 
trouver  M  N ,  je  remarque  que  dans  le  triangle 
reûangle  MN  P,  en  faifant  MP  =jy^  &  le  fi- 
nus  total  ==  r ,  Ion  zr:  y  :  :  finus  «  :  M  N  s= 

• ^  ;  donc  en  fubflituant  cette  valeur  au  lieu 

r 

de jy  ,  Télément  de  Paire  fera  == ^^  •  dx^ 

«C  Faire  A  M  p  «  s.  ^îiîiiii^'^Liiî  _  fiîîHLiî  ^ 

r  r 

S.y  d  X.  Il  fuffira  donc  de  chercher  l'aire  comme  fi 
les  ordonnées  étoient  perpendiculaires  aux  abcif- 

fes ,  &  •  de  la  multiplier  enfuite  par  — z —   ,    le 

produit  donnera  l'âîre  cherchée. 

On  a  trouvé  ci-deflùs  (4)  l'aire  parabolique 
AMP  (Fig.  I.)  ==  T^y9  ^^  fuppofant  l'angle 
des  ordonnées  &  des  abeilles ,  droi-t.  Si  l'angle  mPp 

#    .       i         0        A   finus  u         .  •     /■     . 

étout  tel  que  1  on  eut        ■■■  ==  {  ,  cette  aire feroit 
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ajé  Si  les  orc'Qnnées  partent  d*un  point  C 
C  Fig%  I  y*  )  on  décrira  du  centre  C  avec  le  rayon 
C  B  =^y  9  laïc  B  n  ==  d  x  entre  les  rayons  in- 
finiment proches  B  C*  t  C ,  &  l'on  pourra  regar- 
der le  feâeur  C  B  n  comme  égal  au  triangle  C  B  ^; 

or  le  feékeut  C  B  n  c=^  4    dorx  S.  ^  «» 

^  S*  ^  J  ;ir  fera  la  formule  de  qua  dratur^dans  ce  casv 

U.  Pour  intégrer  î  y  rf  x ,  Ton  (ubftituera  dans  cette 

formule  la  valeur  àtàx  donnée  eny  icdy  ;  8i  fou 
doit  remarquer  que  d  x  étant  un  arc  décrit  d'un 
rayon  variable  jr,  on  ne  faurôit  ayoif  fon  în- 
t^rale. 

Soit  le  rayon  C  A  ==  « ,  je  décris  un  cercle  avec 

le  rayon  ^  »  &  je  fais  l'arc  variable  de  ce  cerle  A  M 

cs=r  If ,  M  m  =r- d  ^,Iqs  arcs  B  n»  M  m  étant  dé* 

crits  du  même  centre  entre  les  côtés  d'un  même 

angle  C  ^  les  feâeurs  BCn,  MCm,  font  fem-^ 

blables  s  donc  CB:CM::Br:M739  ou  j  x  ait 

y  d  T 
ix  i  dxy  donc  i  x        "^  ^    ;  donc  \  S.  y  d  » 

t=L  \  S,  ^ — K  On  pourra  fubflituer  dans  cette  for- 
mule la  valeur  de  i{  en^  &  <(y ,  &  l'intégrer  enfoite. 

24.  PR0  8L£ia£.  Trùuwr  la  quadrature  delà 
fpirale  d*Archirrede  ,  dans  laquelle  en  fuppofant  It 
rayon  du  cerde  générateur  :=as=z  r,  la  circùnjérence  =^r. 
Ton  a  V équation  ty  ==  rx  =  ax^  enfaifant  r  ==  a. 
Pour  employer  la  formule  que  Ton  vient  de  trou- 
ver ,  nous  fubftituerons  ^  à  Jf ,  ce  qu'on  peut  faire, 
parce  que  x  d^figne  dans  l'équation  de  la  courbe, 
un  arc  de  cercle  décrit  d'un  rayon  confiant ,  &  nous 


«• 
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aurons  c^=:aî,^iî  ==  c^dy,  à\^=^~ày. 
Subftituant  cette  valeur  de  i  î  dans  la  formule 
i.^di.  Ton  a  -^*  y^  dy  ,  pour  la  valeur  du  fec* 

teur  CBn  (Fig.i<5.);  donc -^  S. y  ^  d y  cik 
égale  à  l'efpace  C/B  compris  entre  rarcC/B&  I» 
rayon  C  B.  Or  S.  ^  »  i>  =»  ^î  donc  cet  efpaceeft 
f  2l.&fironfaitlerayonCB  =  d=CA., 

6    a* 

refpace  entier  de  lafpirale  d'Archimede  CBA  fera 

'       £;£._,  -5l^  ;  c'eft-à-dire ,  que  la  furface 

de  la  Vraie  d*  Archimede  eft  e'gale  au  fixieme  du 
feèlangle  de  la  circonférence  &  du  rayon.  Or  la 

furface  du  cercle  générateur  eft  =  y  '  ^°"^  ^'^"^ 
de  lafpirale  eft  à, la  forface  du  cercle  générateur 

comme  — -:.  —  ;:  -  .  ^  .  .3  .o  . .  i  .  :S' 

2S'  Problème.  Quamr  les  fpirales  repréi 
fentées  par  l'équation  c'  y"  =^r'' x' =  a^i' ,ett 
faifant  r=  a  &•  «  =  ?,  comme  dans  le  PrqbUme 

précédent.  L'on  aura  a  "  î'=  c  V"*  t"  =  7;;r  • 

y  m  ___    J-  .y~  f  en  prenant  la  racine  n  de 
a~ 

SL  .c.y  »"     à  y    - 

part  6c  d'autre  1    à  î  ==    ~ 


tn 

a  » 
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—  •  si i-    ==  —  •  — - —   .y  »         dy^  dont 

CL    n 

Fintegralc  eft  =zrz:z77  ^n  — ::r-  •  r  '^ 


Si  Ton  fuppofe  y  =  a ,  cette  intégrale  devient 

n  m  ^^z  —  i2 1 

X  — '  c  CL  ^  ».  (en 


C  rn-i^  2n)       2n 

retranchant  Texpofant  —  -4-  1  de  i'expofant  — ^ 

2  )  == •  Si  m  ==  n  ==  I  ,  1  on 


a  ^  ^  •  c.  Si  m==  3  ,  &  n  ==  c.  Ton  a  -^-^,  a'eft 

à-dire  -r?  du  redangle  de  la  circonférence  &  du 
rayon  du  cercle  générateur  ;  en  général  on  aura 


la  furfice  = -— 2 .  IL 


n 


2  m -4-4»       ^^i 


a   " 


Remarque.  Si  Ton  fuppofe  que  le  rayon  C  a 
foît  ===  2  a  =.  2  C  A  dans  la  fpirale  d*Archimede , 
ceftrà-dife,  fi  Ton  fuppofe  que  le  point  décrivant 


*  L'expofant ^  i  étant  augmenté  d  une  unité  dc-î 

Vient  =a  —  "H  2  B« ^  5^  divifcr  par  cette  j&ac» 


tion ,  c  eft  multiplier  par  — •. 


»! 
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B  Te  meuve  uniformément  fur  le  rayon  C  ^ ,  de. 
manière  qu'après  la  première  révolution  du  rayon 
autour  de  C  ,  ce  point  fe  trouve  en  A  ^  &  qu  après 
la  ieconde  révolution  il  fe  trouve   en  a ,  Tin* 


c  V   * 
n  m       ^ 


z.  -4- a 


t^erale •  — ^ — —  »  devient 


n 


^  ae,  lorfquc  y  ==  2  a.  Si  Ton  veut  avoir  lefpace 

Ifenfermé  entre  la  feconde  fpire  &  le  cercle  générar 
teur ,  voici  comme  il  faut  s*y  prendre. 

Je  fais  la  variable  M  g  =î=  y  ;  donc  C  g  ^^^=?  à 
•4-  y#  Failant  M  m  ==  d^ ,  8c  du  point  C  dé- 
crivant Kàrc  ghf  les  feâeurs  femblubles  C  M  m  » 

CgL donneront  a:  rfç:a-+-y:  gL^=~    ^    d^. 

Le  trapèze  M  m  Lg  eft==  ^ — - — â 

(ay-^y)d^     ^^     yir 

—r _,-^     •»{«  ■"  ■  :  mais  par  la 

2a  2  ^ 

nature  de  la  courbe ,  ^t  ==  cy^dx  =  —  dy  ;  donc 


^ 


Télément  de   Tefpace  cherché    cft   = x 

.gydy-^yUy    ^ZfbL)  .    dont  Tinté- 

X  a 


gral«  eft  ==  -f--  /^ H  ^  -f-  ^)- «ij? 
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=  o  ,  rintégrale  eft  =  o ,  comme  cela  doit  être  ; 
ainfi  il  n  y  a  point  de  confiante  à  ajoûten  Si  l'on 

Qdt  y  =  a  ,    l'intégrale    devient   c=  x 

s=s  -llf —  ;  mais  lefpace  renfermé  dans  la  pre« 

miere  fpire  eft  i™=  7  tf  c  ;  c'eft*à-dire  eft  égal  au 
tiers  du  cercle  générateur  &  par  conféquent  Tet» 
pace  renfermé  entre  la  circonférence  du  cercle  gé- 
nérateur &  la  première  fpire  ,  eft  les  deux  tiers 

du  cercle  générateur ,  ou  eft  == j    donc 

6 

fefpace  renfermé  entr«  les  deux  fpires  eft 
c=  I  a  c  ==  A  c ,  ou  double  du  cercle  géné- 
rateur ,  &  la  furface  comprife  entre  le  centre  C  & 
la  féconde  fpire  eft  =  7  ^  c  ;  donc  la  furface  \  ac 
renferme  d'abord  la  furface  ^  d  c  de  la  piimiere 

fpire  9  plus  la  furface  de  la  féconde ,  d'où  l'on  peut 
conclure  que  lorfque  Tintégraje  répond  à  une  fpire 
qui  en  renferme  plufieurs  autres  y  les  furfaces  des 
fpires  intérieures  font  comprifes  dans  l'intégrale  de 
manière  que  s'il  s'agit  de  la  troifîeme  fpire  toute 

entière  ^  la  furface  exprimée  par  l'intégrale  7. • 

i-  ,  qui  dans  ce»  cas  devient  =  ^  a  c  (  parce 
que  alors,  y  ss:b  3  a  )  »  renferme  la  furfacfi  coto^ 

1^4 
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prife  entre  le  centre  C  &  la  troifîeme  (pire  ;  plus 
la  furface  comprife  entre  la  féconde  (pire  &  le 
centre ,  plus  la  furface  cQmprife  entre  la  première 
fpire  ^  le  centre.  En  effet  fi  Ton  cherche  la  fur- 
face  comprifç  entre  la  troifieme  fpire  &  un  -cercle 
4pnt  le  rayon  feroit  ===  2  a ,  on  trouvera  par  une 
.méthodç  fembfable  à  celle  que  l'on  vient  de  mettre 
en  ufage  pour  la  féconde  fpire ,  que  cette  furface 
çft  ==  ^  a  c ,  8c  comme  le  cercle  dont  le  rayoa 
èft  2  ^ ,  eft  =  5t  ^  c ,  (ou  quadruple  du  cercle 

générateur  \  ac)  ==  s-,., — r, Tefpace compris en-^ 

tre  la  troifieme  fpire  &  le  centre  fera  =  ^.a  ci 
donc  l'intégrale  -r  a  «  contient  encore  \  a  t 


,.  *  j    ,  ou  Tefpace  compris  entre  la  féconde  fpire  & 

le  centre ,  c'eft-à-dire  la  furface  de  la  féconde  fpire, 
pltis  ]^  furface  de  la  première  fpire  &  aînfi  de  fuite  ; 
de  forte  que  Tintcgrale  qui  répondra  à  une  fpire  du 
rang  n  ,  contiendra ,  outre  la  furface  de  cette  fpire 
comprife  entre  le  centre  &  cette  fpire ,  contiendra 
^ig-je,  1$  fonime  des  fijrfaces  de  touteç  les  fpîres  ren- 
ferm^§  dans  la  plus  grande  qui  eft  celle  du  rang  n. 
Si  Ton  fait  attention  qu  après  la  première  révolu- 
tion ce  rayon  variable  CB  a  parcouru  la  furface 
4e  la  première  fpire  ,  que  dans  la  féconde  révolu- 
tion ce  rayon  parcourt  la  furface  de  la  féconde 
fpire ,  jScc,  On  pourra  concevoir  pourquoi  l'inté- 
grale qui  répond  à  la  cinquième  fpire  ^  par  exemple, 
renferme  non-feulement  la  furface  de  la  cinquième 
fpirç  ^  mais  encore  la  fomme  des  ûirfaces  de  la 
4' »  3^  »  ^^  >  ^'^*  fpir^s.  II.  eft  bon  de  bien 
rçîP^rquer  cçla  pour  ne  pas  tomber  dans  Terreur, 
tu  $*imagin$nt  que  là  i\irf;^ce  ïenferjmee  entre  la 
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courbe  ^  g  A  B  C  &  la  ligne  A  a  ,  par  exemple,  eft 

,  tandis  qu elle  eft  feulement  =  -^ac"^. 


%ac 


6 

Mais ,  dira- 1- on ,  comment  donc  trouver  la  fur- 
face  comprife  entre  le  centre  &  une  fpire  quel- 
conque ,  par  exemple ,  la  quatrième  ?  L'on  n  a  qu'à 
prendre  1  intégrale  en  fuppofant  y  ^=  4  a  ,  &  1  on 

;5ura  — ^ ;  on  prendra  auflî  l'intégrale  en  fup- 

pofant  y  ==  5  ^  ,  c'eft-à-dire ,  l'intégrale  qui  ré- 
pond à  une  fpire  d'un  rang  immédiatement  infé-* 

f#ure ,  l'on  aura  — -~ ;  on  retranchera  cette 

o 

intégrale  de  la  première ,  le  refte   ^  '* don-. 

liera  la  furface  de  la  4*  fpire ,  ce  qui  eft  évident. 
26.  Problème.  Soitfuppofee  A  B  (Fig.  ly.) 
un^  courbe  rapportée  au  foyer  C  telle  que  fon  équa^, 

tien  foit  B  n  =  d  x  =  — ^ — ^  dont   on  ie- 

mande  rairc.  En  fubftituant  la  valeur  àc  d  x  dans 
la  formule  \  .  S.  y  d  x  ^  l'on  aura  ^ .  S.y  d  x 

:=!.  S.  y/y  =-^ HC.  Sil'aîrc 

doit  s'évanouir  en  faifant  y  =  C  A  ==  a  ,  l'on 

^ura r^-+-C=Q,  ouC  = ^jtelleeft 

S.a^  S 

*  S'il  s'agit  de  la  furface  de  la  troifièmc(pire,on  doit  en- 
tendre, i^.  La  furface  de  la  première ,  plus  Taire  comprilc 
entre  la  i^  &  la  i*;  plus  Taire  comprit  entre  la  a«  &  la 3% 
Ceft  la  fomine  4e  ççs  aires  qui  forme  la  furface  de  la  3*  (pire. 
On  compren^i  ^ar-Iàcc  que  c'cftqae  la  furface  de  la4«  , 
|« ,  &c.  fpire- 


I 
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la  valeur  de  la  confiante  C  dans  ce  cas  »  &  Tinté- 

5 

grale  complette  fera  -=^— ; ,  pourvu  que/ 

ne  réponde  qu*à  une  feule  fpîre  tout  au  plus  en  comp- 
tant depuis  le  point  auquel  répond  y  ^=a ,  autrement 
îl  faut  avoir  égard  à  la  reiiiarque  du  N*.  précédent. 

2J.  Problème.  Quarrer  la  fpirale  de  Véjua- 

h  a 

m  faifant  h  ===  a.  Suppofons  que  la  courbe  À  B 
(  Fig.  ij*.  )  foit  celle  de  1  équation  ;  ce  ff^ 
donc  y  comme  il  fuit  de  ce  qu'on  a  dit  dans  Ta 
fèâion  précédente  (106)9  I^  développante  d'un 
cercle  dont  le  rayon  =  a.  Subftituant  la  valeur 

é^dx  àsim\y  dx j  &  intégrant 9  Ton  aura  faire 

A  c  B  ==  ^  f .  izzrifiL' ==  JL.(;r^-..)f, 

cette  aire  devient  ==  o ,  lorfque  y  =  a ,  comme 
cela  doit  être  ;  ainfî  je  n'ajoute  point  de  confiante. 

Pour  trouver  Tefpace  compris  entre  la  courbe 
&  la  circonférence  du  cercle ,  il  fuffit  de  retrancher 
de  rintégrale  ci-deflus  le  feâeiu:  circulaire  cor- 
refpondant  C  A  M. 

On  peut  auffi  s  y  prendre  de  la  manière  fuivante  : 
ayant  tiré  les  rayons  ofculateurs  infiniment  pro- 
cnes ,  B  j ,  h  fy  qui  étant  des  tangentes  du  cer- 
cle ,  font  perpendiculaires  aux  rayons  C  j  ,  Qp  ; 
fi  Ton  conçoit  que  le  point  p  s'écarte  du  point  s  y 
de  manière  que  C  p  faflè  un  angle,  infiniment 
petit  avec  C  j  ,  la  lignif  h  p  fera  un  angle  égal 
avec  B  5  prolongée  s'il  le  faut.  Maintenant  faifant 
Ai==Bis=ai  {yipsssjf,  te  regardant  lare 


,    Qhtcvh    Intégral.  J9 

B  b  comme  un  pttit  arc  circulaire  ,  les  feôcurs 
B  p  b  y  s  C  p  y  feront  fcmblables  ,  &  Ton  aura  C  s 
s=  a  :  s  p  =-=  il  :  :  B  i  ==  b  p  =,  i  i  B  k 

^    ^,  Multipliant  cette  valeur  par -i-  ,  Ton 


*  • 

a  le  feôeur  élémentaire  t  p  B  ==  — --•  î  *  ^  ?  *  & 

en  intégrant  fefpâce  A  j  B  fera  =  rr--  ?  '.  On 

n'ajoute  point  de  confiante  ,  parce  que  lorfque  \ 

:=rrz  o ,  rintégrale  eft  ==  o*  Si  Ton  fait  ?  ==  e  , 

Fefpace  entier  compris  entre  la  circonférence  c  du 

c  ^ 
eercle  &  la  branche  entière  A  B  fera  ==  7  •  — -  • 

•      a 

Mais  lafurface  du  cercle  eft  = — ' —  ;  donc  cette 

furface  eft  à  celle  qu'on  vient  de  trouver  comme 

-^-1—:  ->--  :  :  a  : :  :  7aa:  c^;  c*eft-à-dîre,  comme 

le  triple  du  quarré  du  rayon  au  quarré  de  la  cir- 
conférence. 

Remarque.  Si  Ton  développoît  le  cercle  en 
allant  de  A  en  R ,  on  auroit  une  autre  courbe  A  L 
qui  ne  différeroit  de  la  première  que  par  fa  pofîtion. 

.28.  Problème.  Quarrer  la  fpirale  hyperbo^ 
lique  repréfcntée  par  V équation  y  1^=:=  a  c.  (Fig.  17.) 

On  aura  ç== — l^=ac  y^^d^  =  — tf  «X 

<?  ^  •"  * .  —  rf  y.  (  car  ?  augmentant  y  diminue  )  ==5 
a^cy'"  *rf  y.  Maintenant  fi  l'on  fait  jr  :  dx  ziaz  d^y 

l'on  aura  i  *=«  «^LX^  8cUùjrmvier.yà»dé^ 
Vîendra^ssa^:.^.  d  f  tes^i-^xacyf^^dy 
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(  en  fubftituant  la  valeur  dt  d  ^  qu'on  vient  de 

trouver)  =  — — ^  ;  or  S. ^  eft  =  {  c  yi 

donc  fî  c  eft  foppofée  repréfenter  la  circonférence 
d'un  cercle  dont  le  rayon  eft  ==:  ^  ,  la  furface  de 
la  fpirale  hyperbolique  fera  la  moitié  du  produit 
de  cette  circonférence  par  le  rayon  de  la  fpirale  ;  & 
fi  y  ==  ^  5  la  furface  correfpondante  fera  égale  au 
cercle  générateur.  On  comprend  ici  non-feulement 
la  furface  comprife  entre  le  centre  &  la  fpire  qui 
eft  terminée  au  point  auquel  répond  le  rayon  a^ 
mais  encore  la  fommc  des  furfàces  des  fpires  in- 
férieures. Si  Ton  fuppofe  y  ^=  ^  /z ,  en  retran» 
chant  \ac  àQ\aCy  oKi  aura  ^  a  c ,  qui  (  félon 

la  remarque  du  N^  ay.  )  fera  la  furface  comprife 
-entre  le  centre  &  la  fpire  ,  à  l'extrémité  de  laquelle 
aboutit  le  rayon  y  =  a. 

2^.  Problème.  Quarrer  la  fpirale  loga-- 
rithmique  ,  que  je  Juppoferai  repréfentée  par  la 
(Fîg.  17.).  li'angle  C  M  T  que  fait  le  rayon 
avec  la  courbe  ou  fa  tangente  étant  conftant ,  nous 
ferons  la  tangente  de  cet  angle  ==  a  ;  donc  en 
fuppofant  le  Cnus  total  ==:  i ,  le  triangle  redan- 
gle  M  71  m  donnera  i:  mn::a:Mn,  oui:  dy: 
a  :  dx  =  ad  y.  Subftituant  cette  valeur  de  a  a: 

dans  la  formule  \  y  d  x  y  Ton  aura  \  S.  y  d  x 
=^  \S.ay  dy=>  \  .ay^.  Maintenant  fi  l'on  fup- 
pofe tirée  la  tangente  T  M  &  la  fous  -  tangente 
C  T  ,   le    triangle  redangle  MC.T,  donne  i: 

CM::^:CT,ou  \\y  w  ax  Q'Z^sssb—  =s=5 
# j^  î  &  fi  l'on  multiplie  CT=54j  i  par  -^  ^ 
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Ton  aura  Taire  du  triangle  M  C  T  =       ^ 

donc  ce  triangle  eft  double  de  Taire  comprife  entre 
la  courbe  &  le  rayon  C  M. 

Mais  félon  la  remarque  du  N*".  2y  ,  il  faudra  en 
retrancher  Tintégrale  qui  répond  à  Tordonnée  de  la 
fpire  précédente. 

De  la  Rectification  des  Courbes. 

30.   ReSifier  une  courbe  c^ejl  trower  une  ligne 
droite  égale  a  cette  courbe. 

Soit  A  M  (Fig.  i".  )  une  courbe  quelconque  • 
dans  laquelle  les  ordonnées  foîent  perpendiculaires 
aux  abfcifles  PlV  =  x.Sï  Ton  fait  Tare  A  M  —  ^  , 
Tare  infiniment  petit  M  m  fera  =  ^f  i  ;  or  le  triatt- 
gle  reâangle  M  m  R  donne  M  m  =  d  s  == 
^  (  d  X  ^  -4-  d  ^  ^  )  ;  il  ne  s'agît  donc  plus  que 

d'intégrer  \/(ijr*-+-rfjy^);  pour  cela ,  on  cher- 
chera la  valeur  de  î  ^  ou  ceHe  de  d  y  y  qu'on 
fubftituera  à  la  place  de  i  a:  ou  de  d  y^  &  enfuîte 
Ton  intégrera. 

31.  Problème.  ReSifier  le  cercle. En  comptant 
les  abfcifles  du  fommet.  (  Fig.  3.  ) ,  Ton  aurajy  === 


\<(2ax^xx),  dy=^  ^^^^ :rz7^  , 


a  d  X  '. —  X  d  X 

I  •        '  ...    -  y     y^j^fix- — xx^  I 

^  V  *  =  d  x'^ .  — ' .  Subftîtuant  cette 

valeur'de  dy  *  à^mVidx  ^  Hh-  ^7  '  )  ,  Ton  aura 

.     ,  .dx'-.ia — ;c)\  Vadx"- 

y  v***    -T-    2,ax-^xx    '       V(aa:r — xx) 

I 
i 


wmntÊm 
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-• 


adx  j  .  ^l 

=adx.(2a  x-^xx)  -. 


y  (2ax^^x  x) 

Réfolvant  (  2  ax  -^-^  x  x  )  * ,  en  une  férié  infi- 
nie par  la  méthode  ordinaire  *  ,  multipliant  en- 
fuite  tous  let  termes  par  a  d  x  &c  intégrant  l'oa 

i  1  •  X* 

aura  Tare  53=  A  M  =(2  a  x)  * 


2.3.(2^1)» 

— ■ — j  -4— j  -+- «C» 

5i  Ton  fait  ^  -—  A  C  ^==  a  ,  Ton  aura  la  valeur 
4  un  arc  de  po°.  dont  le  quadruple  donnera  la  lon- 
gueur entière  de  la  circonférence. 

Si  l'on  veut  compter  les  abfciflfes  du  centre  C  , 
en  faifant  C  P  ===  y ,  C  A  ^=  a  ,  Ton  aura  P  M 


j  =  V^(a^— 4r^),ij* 


aa  —  X  X 


» 


y^(dx--¥'dy-)=^         ^^_^  =4ijf> 


y  (rf  a  —  X  x) 

(  ^  ^  ; —  X  ar  )  "* »•  Réduif^nt  (4  tf — x  x)    »  en  feriez 
multipliant  tous  les  termes  de  cette  férié  par  adx, 

&  intégrant ,  Ton  aura  Tare  D  M  =^  a:  4-  ^  *  ^  r 


a.4.y,«*         2. 4.6 .7  .a^ 


*  On  peut ,  p«ur  plus  defacîHté,  faôc  d'abord  2  a=r^ 
&  fubftituer  enfuite  dans  la  férié  x  a  au  lieu  de  c. 


Calcul  Intégral*  6} 


Ton  faît;r==  tf ,    Ton  aura  le  quart  de  cercle 

Si  Ton  fait  x  =  —  ,  comme  x  eft  le  co-fînus  de 

Tare  D  M  ,  &  par  conféquent  le  finus  de  M  D , 
&  que  le  finus  de  Tare  de  30**  eft  égal  à  la  moitié  du 
rayon ,  ainfi  qu'on  Ta  dît  dans  la  trigonométrie, 

2  2     •2.3        2^,2  .-J.y 


7  ,        &c.  férié  aflez  convergente.  Mul- 

tipliant cet^e  férié  par  12  ^  Ion  aura  la  longueur 
du  cercle  entier. 

Pour  reâifier  le  cSrcle  par  le  moyen  d  une  tan- 
gente ,  A  T  ===  Jc,  l*on  n'a  qu'à  fe  rappeller  quon 
a  trouvé  ci-defliis  (14)  l'arc  élémentaire  ri==z 

a  adx       ^  (t  ^ 

-.Or  -^ — '• ,  =  a  ^  (M-f-jrr)  •*•  ' 


a  a  -H—  ;c  x  a  a  -+-  x  x 
«levant  donc  a  a  --f-  x  x  klz  puîflànce  —  1 ,  pa* 
le  binôme  de  Nevton ,  multipliant  «nfuîte  tous 
les  termes  de  la  férié  par  a  ad  x  y  &  intégrant , 

on  aura  1  arc  A  r  ==  x 


X  7  X  *  x^ 

&c«==*'.(i -H &c.  ) 


X  ^  X  ^        X  '^ 

==  X  *—  —  -+- &c»  en  faifanft  a  =  1^ 

3  S        7 

Si  Tare  A  r  eft  fuppofé  de  4^  *  ,  fa  tangente 
fera  égale  au  rayon  du  cercle  ;  donc  cet  arc  fera 

tenant  nous  avons  vu  dans  la  preiniere  partie  de 


rti     ii'ii  1111   r       ■■       r    1  1— ai.^ÉbM— — toidwiw 


64      Cours  de  Mathématiques* 

cet  ou:crage ,  (  Voyez  la  Géométrie  )  que  (î  Ton 
a  deux  arcs  a  U  h  ^  Ton  aura  tang-  (a  -4- 1)  ===!: 


tartg*   a   -f-  tatxg.  t         ^  .^       , 

— 2 — — ■- .2 — -,    en  tailant  le  rayon  ==3  ï  $ 

il  —  tang.  a  .  tang.  b  ^ 

donc  fi  Ton  /uppofe    que  deux  arcs  p  ic  q  pris 
enlëmble  valent  47  **  *  comme  la  tangente  de  4^  ^ 

«  ^    «       .  t>  tanff.  p   -+-   tan?.  <t 

eft  éiçale  au  rayon ,  1  on  aura  ~ — ^-^ — ^ 2— 4. 

^  ''  ï  —  tang. p.  tang.  ^ 


nc=  I ,  ou  tang*  p  -+-  tang*  5'  =  i  —  tang.  p  x 
tang*  ç ,  ou  tang.  q  -4-  tang.  p .  tang.  q  =x.  i  — 

1 —  tang./>   ^    ,      ^ 

tang.  p  j  ou  tang.  j  = ^-^.  Si  1  on  lup-» 

^   '^  ^         i-h-tang./?  '^. 

pofe  que  la  tangente  de  l'arc  p  foit  ==  ~ ,  Ton  aura 

î  1 

tangente  q  = \  =»  i.  Maintenant  fi  dang 


la  férié  x  (1  —  -7 — j — \ — -=-;jr  &c.  )  On  (uppo{« 

a  =  1  &  a:  =  7  ,  &  enfuîte  x  =i=  ^  ;  Von  aura 
dans  le  premier  cas  ^  (  1  — 


7  -4- 7  &c.  ) ,  &  dans  le  fécond  cas  7  x 

7.2*         9.2  • 

Si  Ton  prend  là  valeur  des  quinze  premiert 
termes  de  la  première  férié  (  en  s*en  tenant  à 
dix  décimales  >  ,  pfour  Tajoufer  à  la  valeur  deâ 
dix  premiers  termes  de  la  féconde  5  Yon  aura 
1.(0.7853581634)  =.  a*  (0.78C3981534  > 
En  exprimant  le  rayon  par  a ,  àulieu  cle  l'exprimer 
par  I  î  donc  l'arc  de  45'%pris^dans^uh  cercle  dont 


Calcul   lNtéGRâL«  6f 


U  ray<>1à  içft  =1=  /i ,  fetà  à  peu  près  égalàcett« 
quantité ,  &  fi  Ton  multiplie  'par  4. ,  Ton  aura  la 
demi-  cîrconféfenee  ==  «  ♦  (  3  .  '4*195^^36); 
donc  le  Taj^on  fera  à  k  4^mi  «^  circonférence  »  ou 
le  diamètre  fera  à  la  circonférence  »  comme  a  i 
ff .  (  3  .  l^îj-ftsdptS  )  f  :  I  •  3  •  Hi'S9^Si6  à  peu 
près,  Uoti  àvirblt  Un /apport  plus  iexaô^  en  cal* 
culant  un:oplus  gratid.  nombre;  de  termes  ^tlans  les 
fériés  ci^défliiSé  ^^         -  ^       > 

^2^P  ivoBiL  è  M  Ê|i  Beâijîerwt  4tn  j)n  An  çicîoïde; 

Lg.  7*  )  En.fuppofant  le  diamèti^  du  cercle  gé^ 
hérateiif Vii=  a  ^  lordonnee  P  h-s^y  ^ir  ^=ss:n  $ 
fera  =^  if/J  or  op  a  vu  ci-deflus  (  ly  )  qye  nt 

c=$  . « i  '  r    Ml    I    •    doncajf=  a^x 

»— -; — ' —  J  ==5  — ^j     '  '  =7=  ^*^      *  \  «  jr  dont 

...  iT    :  •  ér  -.  .,   '  yx  :  ■.:..-.--- 

•  .  \     M  , 

rintégraÏMft=* .— y^^n^ttiè  tt  V»>  J  ot'lô  mtàeîH/t 

cft  moyenne  prpportionpelle  efttre  le  diamètre  D  C 
ic  la  partie  D  Pl'(  Voyeî  la  géoljlétrîe.  )  Donc  dette' 
corde  â£=:  ^  a  i  X  y  donc  Tare  cidoïdai  D  n  eâ 
double  de  k  corde  correfpondahtè  du  cercle  gé«» 
nérateur  i  ainfi  Tare  D  A  eft  double  du  diamètre 
&  laxrdoWe^entiere  ëft~  i^aadruple  du  diamètre  du 
cercle  générateun 


,  33.  P  p'o  B  L  ê  M  £•  R^âijier  Phypçrhoîi  MS  ,/ip- 
^oyec  équilàtere  6*  rapportée  a  fis  aj^mptatts  (ï^ig.^  > 


r(?m«  IKé 


mfm 
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■MMHMta 


a  ;«r  y'.  ('i.H-  (»•*+"  *  )  ~  *  )•  Réduif^t:.éft  férié  la 
gWtité  ,-foBS  le  jfigne  .'px  ià  fiwmute  <  af>;4-i  è  )  " , 
en    failant  a=^t,b  =  (i^'r  )^*  ,   rt 

î«=i-.,  4Vja  aufa  «•."^-' H '-+- ^^*;^',■^"i^• 
&  intégrant  en  ajôûfaiït'  Une  èonftantë  Ç  ,  Ton  "a 


X  -  .  _  i 


l'arc  indéfini  S  «  =  x  .-r-  '   -  ^  *  Çif-H*  ) 


2^ 


i-l 


— î— . ,  (  I  j.  -^)-  7  &c.  -f-  C.  Pqùr  dêtermU 

ôèr  là tionftapte.'C ,  ji  rettiair^ûe  qiiè^  Kâfc^  uAoïi 
être  =0,  brfguç  Ar==  pi  ^ap  alors  1^  fçriê  d^^ 

vient- 'J  H- yTJ  &c;rd6|ic  C  ===Î^H--|- 


•7'*''8^ 


-5?.—    "Z — o~  vXCt    ... 


5        '  •  <  t  ■ 


_i  1  I  II   I  ■  1 1       II        ■  ■'  '   '     '  "  '  r  I 


1        *• 


*  ÇdiX  y.équafion  dç  Thyperbolc  éc^ilatcrc  rjifportée 
aux  alfiiiiptôtes  éftjr  .  x:=au  *  5  toais  al6r^  Ar  s;.v  ,  & 
îcii-ô'n  fait  Araei-H^v.  .   -.^  •>  ^ 


iidriUtaiMÉM««MMM«riMtaMMia«U. 


GAÈÙÛt    lN'i'JÉ?C?RÀtr  6f 


■MkakJBAflMWSfa 


Si  l^on  coitfptff  1«^  abfcitfés  depuii  Te  cttftne  ^A  ,  & 
qu*on  faflc  ces  abfcifles  =  ?>  Its  ordonnées  R  S=£:  u* 
1  on  aura  u  f  s^a-ar  w"=5:  o^/z  ••  ?  *^'  >  /f  ij  =»  tf  ^ .  j--  d  ^  ^ 
(  car  l'ordonnée  u  diminuant  Tabicifle  j  augmente  ) , 
&  alors  1  clément  ds  de  l'arc  fera  é=zp^(^du  ^  -+-  rf  j  *  ) 

t=rf'î  J^CrH-tf^f=+Y==^-^XÏ^Ct*'^g^%êhfalfanr 

tf  *  n^  1^ ,  ôc  multipliant  la  quantité  (bus  ]fi  %nc  par f  ♦  ,•  8c\ 

divjfant  la  quantité  hors  du  figne  par  (  i&)  *  =  ?  *. 

Soit  la  tangente  MT=a,  lordonnée  PM=j,  Tél*- 
îxientMm  fera  =:s}/fÇ4x^  «h-rf  j'*).Maib  (  13  )  rf  :r  == 

*?*i^-5  dbïitriK'tégrârc-'durarc  A  M'^cft='aL' .jk.  Si  ^ 

fur'  % D- prHtpbut affin^ptoté' Fondétrif ufielogafith'mî- 

3UO-  A  ^  dontIafotiS'^taiigc?Dttrfait  égale  à'  la  tah^nte  a 
e  la-  traâricc>  q\xt  Voù  f^\ongc  les.  lignes' AT  F,  m/,, 
jufqu'à'là  rencontre^ (Je lia  logarithmique  aux  peints  s  ^  t, 
defquels  on  abaifTeta;  \e%. pe;rpendic«i1aiFe9i  (.à  l^aflimp»- 
tattr)  sliy  t^  qui  lêrpnT^alès  aux  ordonnées  P  M>.p  m  ; 
on  aura  P  M  =:^  '=2  j  H  i  z  t  =  M  ]|  &=  —  rf j  (  parce 

3tf^^  ye  w  en-^mmii^nt  -*  rtaSdis  que  raWcifle-aogmente;) 
c  dis  qu'en*  faifant  B  tfss:  je,  1  on  a  B  IFéi^ale  à  l'arc  AM  i 
car  puifque  la  fbus^tangeate  de  la  logafirhme  eil  =a>^ 

Ion  a  par  la  feâion  précéifcnte  (13)^ S: -7^  =  — ,  <5tt* 

(parce  qu'on  prend  ici  les  x  négatives  à  caufe  que  l'or- 
doftftée^  M-x   eft  pJlw  petStc'  qoe    B^A  =2'^  ,    ou:  Ce 
qui  reviem  au  même  >.  parce  que  tes  ordonnées  fituées" 
à  Ta  gàucKe  de  ÀJÉ^  dWl'on  commence  à  compter  les 

ù 


logaTitMmes*,  répbtfdéhrà-der^'négâtiv^es),  S.  -^  ^ 

-^'— ,  (Toïï  1  on  ttr^— a: »  — '--^  =  « .  L . j  =  AM s 

iônc6'H'=aAM.  ^ 

E;i 
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3J.PKOBLâM£.  RtSifier  la  parabole  de  Fé^ 
5iifliion^»«atf«%  Ton  a  Ar*=s:^,  4f  =» 

.1  a^  4-    ^      ^ 

&  rélément  i  s  ^=:^  \\i  x^  -+^  d  y  ^  )  = 


^jV^(ï  •+•")•  En  intégrant  par  la  régis  fon- 

4 


i^r-^^y 


4fl 


damentale  ,  1  on  aura  — ■    >  '    ^y' 


%     4a 


—  .  C I  '-*-  .  )*  -+-  C.  Pour  déterminer  la  conC- 


27     '        -  ^fl'  . 

tante  C  ,  je  remarque  qu'en  fuppofant  que  A  M 

(  Fig.  1'^.)  déCgne  la  branche  qu'on  veut  redifier, 
l'arc  A  M  doit  être  =«=  o,  lorfque^  ==  o  ;or  alor$ 

on  a  -—  X  Ci')-"*-  Cj  donc -—  -+•  C  ^=:  o , 
ou  c  =s  —  -*tr.  ^  &  Kntégrale  complette  eft 


27  4^  /  27 


Il  y  a  une  infinité  de  paraboles  exaâetnent  reâifiables. 
Pour  le  faire  voir ,  (bit  Téquation   générale  des  pata- 


m 


boles^**"*''*=û"'»  ^"^  ou  j^=3a  » -*- »  ,«  ».-►-»=: 
C  x"*  ,  en  faifant  «»-►-•  =  c  ,  &  — —--  =  m  ;  donc 


Calcul  Intégral.  6p 

t=:dx  l/^i  H-ii^c»*»**-»).  Cette  quantité  fera  inté- 
grable  fi  x  u  — *  i  =5  1  i  parce  que  la  quantité  hors  du 
Sgne  fera  la  difliirentielle  de  la  quantité  (bus  le  figne  >  en 
divifant  par  une  confiante  >  ou  fi  ion  veut  parce  que  Tex* 
pofant  odeA?(car(fx  =  x^x  dx) hors  du  figne ,  étant 
augmentée  ^une  unité  fera  divifible  par  Texpofant  de  la 
quantité  fous  le  figne  &  donnera  pour  quotient  un  nombre 
entier  pofitif=i.7Mais  en  changeant  le  figne  del'expofant 

de  X  fous  le  figne, Ton  aura  Jif  »-'■.  rfjc  V^Cx^^'^^^-fjt^c*  ) 
difFércnticIle  qui  eft  intégrable  fi  (  u  —  i  )  augmenté 
d'une  unité  s  c'cft-à-dire  >  fi  u  eft  exactement  cBvifiblc 
p^r  — 2  I/-+-  a,  &  donne  pour  quotient  un  nombre  en- 
tier pofitif  >  ou  fi  Ton  a ■ — •  =sir,  nombre  entier  por 

fiti£  De  cette  équation  l'on  tire  u= if  — *  ^u  «p^  ii-4-  211 .  p=s 


^  *P  ap  ap       ' 

(gp+'  )'« 
&  inéquation  jj'*'^»  ==  û»  a?*  devient  jr         ip         = 

^  ^^  A?"  9  &  en  tirant  la  racine  a, jr     ^f      s=;a^jfX',Sc 

toutes  les  paraboles  qui  ibnt  comprifes  dans  cette  équa- 
tion ,  font  exactement  reâifiables ,  en  fuppofant  que  p 
défigne  uni  nombre  enties  pofitif*  Si  psz  ^  ,  l'on  aura 

P^<=tfïjf,  &Ia  paiabole  de  cette  équation  fera  exac- 
temet^  reâifiable» 

36.  F K o B 1. E MX.  ReBifer  la  fûrcAcle  ordinaire  dont  ïé^ 

/a 

réduifànt'tn  férielaquantitc  fous  le  figne,  multipliant  en- 
(uiçe  les  termes  de  la  ferîcpar—^^ ,  &  intégrant, Ion aursi 


A 


u 


E3 
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l'arc  AM  (  Fig.  i.  )  ^y-^^^  —  fL2L-f.t2L  &c.  Si 

^a^        jra^      7a* 

^  étoît  plus  petit  qujc  jr ,  J'on  clév^Qiç  é^y^-jrçi^  à  lai 

puUTance  7  en  ptenant  4  jr  ^  pour  le  premier  terme  >  ^ 
1  on  intégrcroit  après  avoir  multiplié  la  férié  qui  en  ré- 

fuUçroit  pai  -2^. 

Soit  fupppféç  décrite  Fhyperbole  équilatcrç  3N  (Fxg. 
»t8.A)  dont  le  dcmî-^^  ?  A  foit  égal  au  demî-paramètrç 
i  deia  parabole  À  M.  Far  la  nature  4c  l'hyperbole  éguila« 

donc  en  fuppofant  que  A  eft  le  centre  de  Thyperbole  , 
tA  H  le  fécond  axe.  Ton  jura  A/==:  * = A  n  =^^( j^  -♦-  ^)  i 

cai  9Mz=syz=infi  donc  iN=  hVl=pdy  ,  8c  lëlé- 
ment  hVLN  n  ^  fa  furface  hyperbolique  comprife  entre 
la  courbe  à'ie  feVoncl  isie  jf  fiojongé  Vil  Iç  faut)  eft 

?J  K(^  -t-Jj)  =  \^jVi?^-^1tyji)>  donc  Pçfpace hy- 
perbolique AHfiN  divifé  par  le  demi-paramètre  ^  de  la  pa- 
rabole >  dûJD.flC  Tare  paraboliaue  correfpondant  A  M  5  donc 
la  reâifiiration  de  la  parabole  dépend  de  la  quadrature  de 
l'hyperbole ,  réciproquement  fi  l'on  avoir  l'arc  parabolique 

A  M  en  le  multipliant  par  t  7  Fon  auroic- la  quadrature 
jde  J'efp,^Çif  Hyj^ÇrhpUquç.  (cprrcfpQndaAt-  -  '  .  . 

37.  R^9pxjst4,f .  Reâi^  un  qje  '^'ellijfe  DM,  (Fig..  P.)  Soî| 
le  demi^^rand  ssças:^,  led/smi«petit  axe  ssri,  l'on  aura 

y  *  ^"~:.iii^rrT9,n)  (SA  cp;x^P»iit  Içs  ^bfciffes  CB 

xdx,  d%.=  ^—j^ — ,rf^2  — __a.  (en 
ijiibxjtijtuiinj;  pour  ^/    w.  valeur   prife   de  réquatlon  de 

la  courbe  )   "-rrr- "^  >'  dpnp  K  (  (I  «r  *  4r  rf>*i  «9 

a^  {aa — o;x)  * 


I 

i 


Iblvant  en  féfie  la  quantité  fous  le  iigne  ta  faifant  dans 
la  formule  (a-*-i>»  ■l^a"•  -Hma»-*  ^  &c.ff=pi,  h 

■=     ^ ^   ^ ,  multipliant  cnûiite  tous  les  termes  de  la 

férié  par  ^4^ ,  intégrant»  &  réduifant.  Ton  ^uraKai-cPM 

H-  &c.  Si  Ton  fait  «  ss  a  Fon  aur^  le  quart  d'ellipfè  D  M 

3^.  'Px.oBLBir&  ReSijixf  un  afc  hyperdoUau^.'Sâtt 
fuppofée  A  M  (  Fig.  i.)  une  hyperbole  dot^t  le  demi- 
premier  aice  fsc  &  j  U  (}en»îrf<K:!>n4-axe  =:£  »  Uon  autaji^  s 

— r~ — ^,  en  fubftituawt lé vaïeur  de  y*  prîfe  de  Vé- 
quation  de  la  courbe  j  donc  V^( dy?  -Hiî^»)  =  (îafX 

P'  (  H-    a   a,^U  )  '  différentielle  qtf  il  ne  fera  pas  Jif- 

fcilc  d'iâlégfer  eh  ï»  tèéaXmt,  <s  luie  férié.. 
B  E  M  A  &  au  s.  Si  Von  .fait.?==::c,.  cette  différentielle 

*"  -    -     *  If'"'  ^'  '"^  '  ^  t        *  ■     l  1*'     *'■* 

faa«f  î  K'C^  4-  ^?<^l^^,.).En  fuppofaçt  —  =s  ^, 
multipliant  &divi&nt  pat  ^  ^. — a^,  la  quantité  fous  le  fîgne 

deviendra  il=f  ^"^pl^  <^g^'^^^r''»<fo"c 

la   ' différentielle     fera   ==    -^ — .y.  '         i^\'  ' — ' 
^ppofent  niaintenant  (f  ^^i)  .  ?*•  —  a*=a:v*,'OU 

"^  X  n'exprime  pas  ici  Tablcifle  de  la  courbe* 

E4 
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ax 


dx  y^  a  99 dxV^^  -. 

zl/  ix^a).y(x^ga)-^.y'  {xx^.(i^y-gaa) 

àxy^ax  , 

9  eo  remettant.  U 


z.V(xx^xi'^^^)~b^ 


valeur  de  g.  Si  Thyperbolc  eft  équilaterc,  ators  *=fl  & 

la  diflfërentielle  devient  :=«  ■   "[^-^^^V.   Si  Ion  fait 

tf  â  «■*  b  h 

*=  db  p  #  la  diffiràntielle  deviendra  =» 


^'  "^  Il 


Çrànd  que  5 ,  &  le  figne  —fi  4  >  tf. 

S*jl  ^'agit  de  l'hyperbolç  rapponée  au  ftcond  axe  ^. 
l'abrci/ife  fur  ce  fécond  àxç  étaqt  j ,  l'ordonnée  étant  u  y 

rpn  aura  r^u  =?  j-t-,(  ^ï+ii)(  par  lanaturedc  U 

courbe)s=2g^:(îî*f-iJ),cnfaifantr|=5f.  L'on  aur* 
donc  uiu  t=g  *iiit$ç  alors  l'élément  de  Tare  byperbo* 
îi<juçfeiïisB=:V^((fç*r+-(îtt*)5  donc  àcaufede  iùzsiîl^ 

mm 

icdeèi'irXXJll  -r:lll£|I,  cet  élément  fera  =; 

g-*"'  g-i-i 

ewfe  de  7  s=^  1^     — — ■ — ,lon  a<fr=ss  — *    -  q 

-     »rf» ^;V^((g-<-i).t*-t"*») 


«i 


CaLCVL   iNTéORAL.  7J 


ixV^hx 


^  •  1^(m  X  -f-i  JC.  (if  —  I  )  —  £  S  ^) 
^,_^^  -=K  (^^l   -H^"**) 

On  a  trouvé  cUdeflas (5).)  que  la  difiërenrielle  de  lare 
hyperbolique  en  rapportant  la  courbe  aux  aflymptotes  Se 

feirant^=;afl,étoit?=— ï^(f*-f^*).Si  I  on  fait  ç==V^x==wS 

^  t    -.^ 

cette  différentielle  deviendra  sss  -«""»rf*V^(**-f-|^-)î 


I 


car  alors  d?  2=3  i  «""^d». 
Lon  a  trouvé  (  57)  que  Télément  de  farc  elliptique 


étoît 


i*.JC»rf«» 


«* 


'^V^C^**'^  ;»(•,' j;i)).  Si  l-on  fait  i  «=. 

&  —  s=3|r,  cet  élément  devient  =:  rf?  l/'f  n-  ^*  ^      ^ 
4  *  «  *  — f  *  / 

En  fuppofan^  (ir~i  )#tJ-*-tf«=sax,  ouîj=: 

^*  "^gfl    i,                  ,       €ix    .     '        aix 
r; — ;; — *lon  aura  »7rf?s=2 ,d7s=;7 — — v —  =ai 

»^(^— 0.*l^(a*— aa)  '  *^  ^"  feifantrordonnéc 

m^u, Ion  aura v^(rfu»-*-4'»)« — yrr • — -r 

^  dxl^ax dxl/'ax 

^  étant  une  quantité  pofitive  =  ^f'^*^.  Il  faut  bien 

fc  fpuvenir  que  dans  ces  formules  x  n'eft  pas  l'abfciflc 
de  la  courbe. 

«  î^\5V'**ng'«  d««  ordonnées  8c  des  abfciffcs  n  etok  pas 
drpi^  la  formule  de  l'élément  is  feroit  différente.  Soit  (fig. 
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14.)  Tanglc  M  P  N= 7 ,  ^n  fuppofent  M  n  parallèle  ^ux  x 
= A  P , Panglc  M  n  p  fera  égal  à  fori  alterne  interne  /z  p  N 
s=  ç.  Je  tire  M  R  perpendiculaire  3i  l'ordonnée  m  p  , 
le  triangle  rcâangle  lAnR,  donne  (en  faifant  le  finus 

tocaI=r)  r:  coC  ?  ;  iUlnss  dx:  iiR=^-^^  ■'  .•■■■, 
Le  oîéme  triangle  donne  (  M  R)^  =  rf  jf»  — ^ — '-^^ 

Or  Rtoœ  Kn-hninsx ^  ^^ '  ^  ■  ^  Jjr  *,  &  le 

triangle  rcd^angle  M  «  R  donne  (Mm)*  =  (Jj)*  =: 

â  cof  ? 

(Rm)^-4-(MR)Soarfj=î/'(djg".-+-0*±     '   /     ^ 

ixiy).  Le  figne  -+-  a  lieu  lorfque  Tangue  çeftaigufc 
le  ligne  —  fi  cet  axiglc  eft  obtus» 

Si  une  courbe  A  B  ctoit  rapportée  au  foyer  C 
(Fîg.  I J  )  ,  en  décrivaot  du  point  C  avec  k  rayon 
C  B  =  JK  J  arc  infiniment  petit  B-  n ,  Ton  auroit 
Bi  5==  i  j  =  V^(  à  x^  -f-  ày"")^  formule  dans 
laquelle  il  faut  éliminer  <f  x  qui  eft  un  arc  dé- 
crit d'un  rayon  vari^ible  ;  par  cooféquent  on  ne 
peut  trouver  Tintégrale  qu  en  chaffant  à  x.  •  ^ , 
''  40.  P  K  G  BL  E  M  E.  Rectifier  la  fiiraie  d^archîmsdes 
(Fig.  16).  En  faifaut  C  À  =  a^  la  circonférence 
de  ce  rayon  =  c ,  Tare  A  M  =»  ç ,  le  rayeo  CB 
.de  la  fpirale  =  y  >  Ion  aura -a  I  ^==^  ^^  i».^;  ^  l 
;==  c  a  y.  Ayant  ^rit  du  point  C  ,  Tare  infi- 
niment petit  B  n  ,    Ton   aura  M  m  ==  d  ^  : 

'Bn==^dx  xt  aiy  y  oxxdx  =-  "^^ »  ^^^=t= 

•^^ — -L-;maisi3;==  — -^séoncrf^^*»*^ — 7T^  > 


/ 


*  Si  l'angle  «  ^^^  Ujk  ft  «((>^  ^hi;»»>,-lê)P9l«t'  ï^i  tpmb^roit 
ehtre  ji  &  m  &  l'on  auroit  R  m  =-  tf  7 ;        *~* 


i«HW«iWMM«iM«Ma«BHnMMMH 
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■Wl^'*»!»"  i"^?.  L    :.-'-      ^'.'.-l'-g    -■■i  i.1"Sg«g—i^w^*< 


dsJ^y/idy^^dx'^^dyVCi-*-^—) 


tf* 


a 


♦ 


•  ^^  •  V^C>**  -I r  )   *    4ifiérencieUc 

qu'on  peut  faciiement  intégrer  p^r  les  fériés. 

Nous  avons  trouvé  ci-dcffus  (  l6.)  que  rçlémcnt  dc 
Tare  de  la  par^bolç  prdinajrç  4ç  T^qUfitioo  j^  =*  ax 

cft  =s  ~Z  j/'(  fla^H-  4j^  *  ) ,  cfttt«  quantité  cft  m  Î-^  X 

r(  2  ^^'^y  *  )»  ^  étant  le  paramètre  ;  c*cft-àrdirc ,  que 

1  élément  de l'çurc  4c. 'si parabole  ordinaire  A.M  (Fig.  i.) 
eu  égal  à  la  difFérçntiellé  dy,  (Uvifée  par  la  moitié  du  pa« 
rametre  &  multipliée  par  la  racine  de  la  tomtfit  des  quar* 
'  rés  de  l'ordonnée  &  du  demi-paramètre  5  donc  (  Fig.  id.  ). 
$  i ur  CP  (p^erpendiculaireàCi  prife  pour  axe )> Ion 

décrit  avec  le  paramètre  — ^  Uparabçle  CN,don.t  CP 

t=aî,P N=a=j, CN fera=-^S. iy.Viy^^  ~) \ 

donc  l'arc  C  /3  =:  C  N  s  ainfi  la  reâification  de  la  fpirals 
d'Arçhimedes  dépend  de  celle  de  la  parabple  ordjo^irç, 

41.  Problème.  RcBiJier  la  fpirale  hyperholiqu$ 

C  M  (Fig.  17.)  foit  ==  tf ,  le  eo-fimis  de  Pangle 
du  rayoo  avec  la  courbe.  Dans  le  triangle  reâan-» 
gle  M  mn  f  Ton  a  (en  faifant  I0  fimis  total  :=«  i) 

^  :  I  :  :  m  n  ==  dyiMta  3==y  d  s  ===  —4--  ;  donc 


rarcCMeftas-  — ;  maïs  le  triangle  re<5bngle  CMT 

donne  a:i:  :y: M T==  -^  =  -^;dooc Tare 

"^  a  a 

Ç M  eâ  4g^  «  k^  tiapgentf  MT.  3i  Ywgbà»^^ 
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triangle  reâangle  M  C  T  fera  ifocelle  ,  &  Ton 
aura  M  T^=\/  2y  *  «=  jr  V^  2.  On  peut  voir 
par-là  ,  que  quoique  la  courbe  M  C  faflè  une  in- 
finité de  révolutions  autour  de  C  avant  de  pou- 
voir parvenir  à  ce  point  ^  cependant  fa  longueur 
eft  égale  i  une  ligne  finie  M  T.  Nous  fuppofons 
le  rayon  CM  fini. 

Ayant  décrit  un  cercle  d*un  rayon  C  s  ==  a  s 
par  !e'  point  A  ou  la  fpirale  coupe  le  cercle ,  je 
tire  la  ligne  indéfinie  C  D  &  par  le  centre  C  la 
ligne  C  B  perpendiculaire  à  C  D.  Entre  les  lignes 
CB ,  CD  comme  affimptotes ,  je  décris  l'hyperbole 
FH  t  dont  la  puiflance  foit  ==  ^^ ,  &  du  Centre  C  > 
je  décris  lare  n  M  D. 

Maintenant  fi  on  fuppofe  qu^enfaifant  A  5=s  ^, 
A  g  =  c  * ,  Ton  ait  toujours  \  s=  c  l^y  ** ,  Ton 
aura  l'équation  de  la  fpirale  logarithmique  à  7  == 

c .  -^.  Mais  les  feâeurs  femblables  C  i  /,  C  M  /t 

^  A 

donnent  a  :  s /=i  j  :  :  ^  :  M  n  ==  i x=  "^  ■ 
ç=r=  • —  J  ^  ,  en  fubftituant  la  valeur  de  i  j  5 

les  mêmes  feâeurs  donnent^  :  à  x  ^=ssz ^^  :  :  C  i 

s=r  a  :  s  f == =^;  donc  Tare  A  j  =  S. ^.Si 

y  y     . 

i  on  faifoit  A  D  =  x  &  A  C  ==  h ,  Ion  auroît 

„  *  L*on  pourroit  fuppofer  Tare  Kg  égal  à  la  circonfé- 
rence du  cercle. 

^*  Si  Ion  fait  t  =nL-^,  on  aura  encore  une  autre 

^uatîon  qui  appartiendra  à  une  fpirale  logaikhmiquc. 


>l  ■     III      if 


Calcul   iKxiQ&AU  jy 


1  cfpace  F  A  H  D  =ar  S.  t »  comme  cela  cft 

évident  par  ce  qu  on  a  dit  ci-deiTus  (  8  )  ;  donc  fi 
on  fait  C  M  =rr  C  D  ==y ,  b  -4-  x  fera  ==  j, 
d  X  =  dy  8c  refpace  dont  on  vient  de  parler  fera 

=  S. ^.  Si  l'on  multiplie  A  j  par  a,  U  vient 

S.  iLf^Jl^  &roi?a  faire.AFHD  :  «  •  Ai  :  : 

y 

S.fLlll:S/^^L^::a:c;  doncAFHD=» 

y  y 

— -  •  A  s.  Suppofons  mmntenant  que  Tare  A  L 

foit  tel  que  Ton  ait  a  :  c  :  :  A  L  :  A  i ,  1  on  aura 

—  =  .j—  ;  donc  Tefpace  hyperbolique  A  F  H  D 

rerà===rit.  A  L.  Si  a^s=zc,  le  point  L  tombera  (iir  le 
points.  Si  le  point  M  efidansla  première  fpire^hors 
du  cercle  (à  compter  depuis  le  point  A),  1  arc  Pis  fera 

Î)1us  petit  que  la  circonférence;  s'il  eft  dans  la  féconde 
jpire.  Tare  As  fera  égal  à  une  circonférence  entière 
plus  un  arc  moindre  que  la  circonférence  ;  s'il  eftdans 
/  la  troifieme ,  Tare  fera  compofé  de  deux  circonfé- 
rences, plus  un  arc  moindre  que  la  circonférence;&c« 
Il  faut  dire  la  même  chofe  de  la  branche  qui  eft 
renfermée  dans  le  cercle.  On  peut  voir  par -là 
que  fi  Ton  connoiflbit  la  longueur  exaâe  ae  l'arc 
A  s  9  Ton  auroit  la  quadrature  de  Tefpace  hyper- 
Il       •  ■  ■  ■ 

•  Lorfque  j  cft  devenue  égale  à  la  circonférence ,  elle  de- 
vient enfuite  égale  à  une  circonférence  plus  un  arc  compté 
depuis  l'origine  que  je  fuppofe  en  A  >  &  fi  le  point  M  eft  à 
Textrémitéde  la  première  (pire  hors  du  cercle  ^  l'arc  Ar 
fer»  égal  à  la  ciiçonféfçacç ,  &c. 
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bolique  dont  on  vienc  da  parler  ,  6&  qpi'il  y  a 
une  très  «grande  connexion  entre  jia  quadrature 
de  rhyperbole  Se  celle  du  cercle. 

41.  Pr  OB'LEMB.  ReSifier  h  dépeïoppante  du  cercle.  Soit 
A  Br  (  Frg.  rf .  )  cette  dévcloppaiatc.  Puifque  le  rayon  s  K 
de  la  développée  eft  toujours  perpendiculaire  à  la  ligne  de 
dévcioppemenc,  &  que ,  félon  ce  qu  on  a  dit  ci-dcffus(27.), 
en  faifant  lare  A  j  =  ^  &  le  rayon  CA=:  a.  Tare  élémen- 
taire B  J  ferar=i?^^,  Tiatégrale-^l  feYa=5  AB.  Si  ?  etf 

égale  à  la  circonférence  cdu  cdrele,  ta  branehe  entière 

c  c 
AB  fera=3  — .  Donc  on  aura  2  tz'  :  c  :  :  c  :  A  6  j  en 

xa 

fuppofant  oue  A  fi  défigne  toute  la  branche  r  c'-eft-^a^ 
dire  ,  que  le  diamètre  du  cercle  eft  à  fa  circonférence 
comme:  cette  oiretoaférdmce  efb  à-  la*  longueur  de  (a  dé^ 
veloppantej  ou >  ce  qui  revient  au  même,  la  circonfi^ 
rence  du  cercle  en  moyemte  pK>penionneile  entre  le^ 
diamètre  &  la  développante. 

C  0  ROfc  E  Al  R  B^L  Donc  fi  on  dccHf oit  un'  fécond  cer- 
cle donc  le  diamrétre Bt  égal' à  la  citcoYirférence'  A  p  A, 
la  circonférence  d-un  tel  cercle  Ctrok  égale  à^  la*  dé- 
veloppante du  cercle  Ap  A.  Si  Ton  décrivoit  an  troi- 
fieme  cercle  dont  te  dianietrê  fût  égal  à  la  circo'nfé- 
renée  du  fécond ,  la  circoitférencr  it  tt  ttôifiettYc  cet-* 
cle  y  feroit  égale  à  la  déve1o^n;ie^  du*  ftfcottdf  y  St  ainfi  de 
fiiire.  Si  ton  décrit  donc  tant  de  cercles  c](ue  Ton  votrdta 
dont  les  diamètres  foieat  darïs  une  prpg^effion  géomé^ 
trique  -Î7  a  :h  :c:  D:  ei  f:  g  Sec  Ùc  manière  que  h 
fort  la  circonféren"ce  du  cercle  dont'  a  erf  le"  diatfietrc, 
c  la:  circonférence  du  cercle  dont  b  eft  le'diairtètre  ,  8c 
ainit  de  fuite  >  la  circon^rence  de'  ehaeutr  dtf  ces'  cor- 
des lera  égale  ï  la  déveleppante  de  celui  qm  le  pré'cédei    . 

Corollaire  IL  Si  on  fe  (èrt  du  rapport  d'Archi- 
medcs  pour  avoir  la  circonférence  d'un  cercle  dont  le 
diamètre  feroit  :±:t  ta,  l'on  aUra'/  :  a:x  ::  ^a*:  (f  ±z 

donc  — ,  ou  la  développante  fera» 


7  %a 

s..  22  .  ei.  2<.  1^.  d        al  .'^».2)2'.  <^  ^..  .   J7v 

7. 7.%. a  7..^  4^ 
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Dà    LA.  CtJBATURE   DÈS  SoLrDfiS  ET  1>Ê  LA 

QuÂdkatu&e  db  leur  surface^ 
-  ■  »  '  - 

I  ' 

.  *•  ■     •  >       •  ,  , 

1^3*  Nous.coriffdçrons  ici  les  folîdes  ^  comme, 
produits  pan  la  révolution   rfuû  .plan  a» -tour 
cfu^e  ligne  que  l'on   peut  appelîer  ùxc  de  rota-- 
tiùfi.   Si  Ton'  ci^tujok  que  le'  pfaûf  dei  h  courber^ 
^M  C  Fîg. ,|t3^ >  &  naeut  au-toui?  de  laxe  A  P , , 
Vam   de    çQurtJérA   M    engendrera  une  fuffacé' 
convex^  ^  5^'  le  plan  A  M  P.  un  folide.  Soif  le 
r^ppprt  du  r^ôn/à  la  circonférence  égal  à  celui  de ^ 
r  •  cinô^âujcala  circonférence  décrite  par  lêtayon' 
PM  ==  y  petkdant  la  révolution  de  la  cottrbc  au- 

teterëeAP.oa  faifaiiL^:e:;PAl:    ■■*/  ^  i^-^' 

r 

-^.  Si'foB  niultipUe^  cette  circonférence  par  .  la^ 

g  '"  ,  ^  '  '  ■■••--.«.1* 

inôitîé  du  raj^n  jf  ^  Ton  auja-Faire  db  cerde  qjiie  dé^ 
crjt  P  M  =r  -^.  Multipliant  cette  (ïirfaçe  parP^ 

rfjFrf^Ayl  on  lura  ufi  cylindre  îtjônimenî  petit  Ceiigtar 
4«e  par  leplan  PMR^^^cylindre  (ju  on.  peut  regard» 

c^îiimérél4ientdùfoïîdecherché)=^^^^^    S? 

"  > .-  '  .  .         a  r . 

otf 'fabflàtue -dans  cette  fofftmtg  b-valew  A^w^fc: 


tirée,  de  l^quj^ÛQn  dç  la?  courJ:)e  pu^du  plan  gé- 
nérateur,  ôc  qu*on  intègre,  Tdn  aura  Te  folide** 
c;herché»  ':    -  .._   :  -     • 

Pendant  que  Ife  plan  de  la  courbe   fe    meut 
^WoUr   d^- ra«j;^^ A  P- ^  lare- mânirhent .  périt. 
Mm  décrit  la  furtace  latérale ' d\in  ctee  tronauc^ 
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dont  la  hauteur  èft  infiniment  petite  ;  pour  avoir 
cette  furface,  il  faut,  felon  ce  qu'on  a  dit  dans  la 
géométrie  (  104.),  multiplier  lé  coté  M  m  du 
cône  tronqué  par  la  circonférence  qui  paflè  par 
le  milieu  n  du  côté  de  ce  cône ,  ou  par  la  cir^ 
conférence  du  rayon  b  n^  qu'on  peut  (uppofet 
-=PM=:y5or  Mm  =  V(^^  ^-+-ày*)î 


donc^  \r(  d  X  »  -H  <f  y  »  )  fera   Télément  de 

la  furface  cherchée.  Si  on  fubftitue  la  valeur  d« 
y  6c  de  dy  9  ou  bien  celle  de  d  x  dans  la  for- 
inule  que  Ton  vient  de  trouver  ,  &  que  Ton  in- 
tègre 9  Ton  aura  la  furface  décrite  par  la  ligne  A  M. 

44,  Problème.  Trouver  la  folidité  &  U 
fuftificit  dt  la  fphere  (  Fig.  18  )•  Soit  le  diamètre 
A  B  SB  2  r ,  Tabfciàe  A  F  =3  x  «  l'ordonnée 

p  M  ==  y  y  Ton  aura  par  la  nature  du  cercle  gi« 

nérateur  A  M  B  N ,  y  *  =  2  r  r  -—  x  *•  Donc  la 

_        .     ey  * dx  ,    .  j  ixxd x  : 

formule  -~r^  devient  =  cjfix~      ^^ 

^    cy^dx  c    -       .  rx*         cx^ 

.  2r  2  r      -^"^  2  J.ar 

Donc  la  portion  de  la  fphere  engendrée  par  le 
demi-fegment  AFM  en  tournant  autour  de  Taxe  AB 

ex*  cx^  ^crx^ — ^*    t?-i>     r 

eft== —         ■    ''    sgra^ — — — ^«Silonfup* 
2  6  r  or  ^ 

pofe  X  =  2  r  ,   la   fphere   entière   fera   =====  . 

12.  cr^  —  %.c.r'^  ^e.r^         >    .^  .,  '  .  , 

6  r  6t  * 

«  cr .  7  rj  or-^éG^^e  pn^^dceccle  de  cette  fpher*- 


Calcul  Intégral*  8ï 


1 

&  2  c  r  le  quadruple  de  Ce  grand  cercle  ;  donc  1$ 
(blidité  d^  la  fphere  eft  égale  au  quadruple  d'un 
grand  cercle  .de  la  fphere  multiplié  par.  le  tiers  du 
rayon  y  ce  qui  s'accorde  tksC  ce  qu'on  a  dit  dans  la 
géométrie.  T 

Pour  avoir  la  furfacc ,  je  remarque  que  Téqua- 

tiony  *==  2rx — x^donney=c(2rjr-— jtx)*  > 

.  dx.(r  —  x\      j  dx^(r — xy 

•^  \  (j.rx  —  XX)     ^  7.rx*—xx 

Subftituant  cette  valeur  de  dy  ^  dans  la  formule 

générale    -^  V  (^^  *  •+"  4^  *  )  ^  réduifant ,  il  vien  t 

t2L.  v^( lilAfl-^  =  ..yy^-       sî 

r  2.TX — XX  r.y  (arjc— *ar:r) 

Ton  divife  le  numérateur  par  y  &  le  dénomina- 

•  j 

*  c  T  ci  X 

tcùr  par  ^(2rx  - — xx)=y  ^  l'on  a    ■  ■  '  ■  , 


crx 

r 

2r.cr 


dont  ïïntégrale  ed .  Si  Ton  fait  x==z  2  r  Ton 


aura  la  furface  entière  de  la  fphere  ^ 

#    . 

2  *r  C'y  c*eft-à-dîre ,  la  furface  entière  de  la  fphere 

eft  quadruple  de  celle  d*un  de  fes  grands  cercles. 

Si  Ton  avoit  fuppofé  le  diamètre  de  la  fphere 

c  y 
zs=n  2  a  9  l'on  auroit  trouvé  S.  — ^.  y  (dx^  h-  dy^^) 

a  ^  c)xr  ^,  ,      ^  .  ac  „ 

7. —  — •  01 1  on  tait  r  :  citatz  ==t=  — .  \  onaura 

r  ^         r 

la  circonférence  d'un  cercle  dont  le  rayon  e([â; 

donc  la  furface  d*une  calotte  fphérique  N  A  M  eft 

égale  au  produit  de  fa  hatypur  par  la  cîrconférencs 

,  d'un  gr^nd  cercle  de  la  fpnère. 

mme  11^.  F 


8a      Cours  db  Mathématiques. 


imm^0iimi0mm 


liqu,e  £m  genre  .quelconque.  Suppolbns  \p  paramè* 
tre  de  la  parabole  génératrice  ^=  i  ,  To»  pourra 
repréfenter  toutes  les  dfc-5d>oles  par  Téquatioa  * 

t — y  "»  j  donc  y  ==3  *  "^  >  y  *  ==  *  "•  •     Subui- 

tuant  cette  valeur  de  y  *  dans  b  formule  — — -.  • 


c  X  ^  j       j     ^i'»^'     1    fn  .  t  X    "» 


îl  vient      .     d.  x ,  dont  l'intégrale 

2r  ;  2r.(2-+-m) 

,^'  ^'^-- —  eft  la  valeur  du  folide  formé  par  la 
4,r-l-2rm 

révolution  de  la  courbe  autour  -de  fon  axQ»  Si 
on  fait X ^=sssz a,  8c  que  cette  courbe  foit  la  para- 
bole ordinaire  (Fig*  I"^  ) ,  l*on  aura  m  ==2  ;  & 

le  paraboloïde   fera  ^^    ■  ^ '^    ^.  Si  Tba  fup- 

pofe  y  =  P  M  =5  r ,  le  conoïde  fera  =  1  ^  r .  i. 

Or  7  c  r  repréfente  le  cercle  dont  le  rayon  eft  =3 

r  =  P  M  ;  donc  le  conoïde  parabolique  du  pre- 
mier genre  eft  égal  à  la  moitié  d*un  cylindre  de 
tnême  bafe  &  de  même  hauteur.  Si  m  =  3  ,  Ton 

aura  \  rc  .  — — .  Ceft-à-dire  ,  que  le  conoïde  de 

la  parabole  de  l'équation  v  '  =  x  eft  égal  à  un 
cylindre  de  même  bafe ,  mais  dont  lajiauteur  eft 

feulement  les  \  de  la  hauteur  a  du  conoïde ,  & 
ainfi  des  autres. 

46.  Problême.  Trouver  la  furface  êiun  conoïde 
formé  far  la  révolution  de  la  demi-parabole  ordinaire    . 
0utour  defon^Cé  Soit  fuppofçe  AMCFi^i"V) 

cl 


CaLCVL    iKTiGEALé  S) 

la  cOiu;be  génératrice  ^  dont  l'équatipn  foit  y  ^  a^^ 

4x,  Toï»  wra  «rf^  9^=^  s^ydy ,  ix  =  '^  '  ^  d  ;if > 
5- — i-^    Dotic;  çn  |y:>ftitiidnt  cette  va-^ 


a  a 
îenr  de  d  w  ^ ,  Ten  aura  Féléraent  de  la  forface 

Mainteiiant  fi  r^n  intègre  cette  difiërentielle  par  la 
):egle  fondamentale  *  ,  la  furface  cherchée  (era  ==» 

(4^*  -+-  4û)»  -+*  C  Pour  détermînct 


la  confiante  C  Ton  remarquera  qu'en  faifant^  ==  o^ 

fa  furface  doit  ètre=c=:  o  ;  dpnc  aix  -— — {ml)  *  -4?. 

1  '2  «  â  r 

Cssx^diOu — fltf-+-C*=o^ouC^î;^*— { 

12 r  12  r 

ÔQi?ç  fintégrale   compljette    eft  -=2———  x 

12  ar 

47.  Problême.  Trouver  la  foliàk^ £ttn  e^^^ 
noïdt  engendré  par  la  révolution. dt  la  demi-^para'^ 

iok  A  M  autour  de  la  tangerte  AB  (Fig.  i^.  % 
$oit  le  paramètre  ==•  a^  Ai  ^-  Fn  ===^  ^,  in  -  AF 
=?=??  jf ,  F  B  =  4  y.  J^p  cipccle  décrit  ave^c  le  rayon 

mfmmm^f»-mm  Hli     II  Hilii    ii<     .Ul  I    i       M"  iii.i      III    «li    ■!■■    Il   II     ij^     ■  Il  igà 

-  •    ■  .        .  l 

•  C'çft-à-difc,  en  augmentant  l'expofijjpt.j  d'jiîXe  unité, 
diviftnt  par  ^  -H  I  :i=  ^ ,  &  pnr  la  4iCércnticlle  Sj  rfjj 
âe  ta  «aantfté  fi)us  le  :pgfte.  « 

F2 


1 


y 
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FN  fera==''-^^ — .  Multipliant  ce  cercle  par  djr^ 
Ton  aura  rélément  engendre  par  lé  plan  B  M  F  « 

^  iiil£L=12l^(àcaufede*wA 
2T  2a*r  a  a 

par  la  nature  de  la  courbe  )  ,  dont,  l'intégrale 

'  c  y  ^  c  a^  x^  y  c  x^  y 

eft *^-r-  =» f  ==^  " "  y  ^n  met- 

10  .a^  r  10, a''  r  10  .  r 

tant  a^  x^  au  lieu  de  y^  Si  Ton  fuppofe  ;ir  =3 
A  P  ==  b  ,  P  M = y  =  g ,  le  conoïde  engen- 
dré par  le  plan  AMB  fera= ^.. 

10.  r 

Mais  le  cercle  dont  b  eft  le  rayon  eft  =3 

cb"- 

.  Si  Ton  multiplie  cette  quantité  par  g ,  Ton 

c  b  ^  s        •/> 

aura  un  cylindre  ,  qui  fera  ^u  folidcqU'oa 

2  r 

j  ci V     c  b^ jr  I        I 

Vient  de  trouver  comme  — ^  ; ^  :  :  — -;      -  :; 

2r     10  .  r       2  r    lOr 

'10  r  :  2  r  :  :   10  :  2  :  :  y  :  !•  Il  neft  pas  difficile 

de  voir  que  le  conoïde  engendre  parle  plaii  APM 

cft== '• 

48.  Problème.  Trouver  la  foUdité (Tun  co* 
noïde  hyperbolique  formé  par  la  révolution  d^une  hy- 
perbole autour  de  fort  axe*  Soit  fuppofée  A  M 
(  Fig.  12  )  une  hyperbole  ordinaire ,  dont  l'équa- 

.  .  b"- 

tion  foit  y  *  =  — 7    (2ax  —H  x^  ).  Si  Ton  fait 

a  a  i  2b  II  2b  ip  y  Ton  aura  le  paramètre^  = 

- — &t*s=:~.  ~--=s-?-,  Ainû  réquation 
A  2        a''        2a  ^ 


iiirii 
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fera  y  *  ==  -^  V  (  2  ^  x  -4-  jr  jr  ).    Si  Ion  fait 

2  a 

le  premier  axe  =  a  ,  cette  équation  ferajy*=3 


a  2  r     '^  2ra 

p  e     /ff^jr-  x^ 


SAcLxix-^-x^Oix^^ .  ( f ).Si 

2ra   ^2  3  -^ 

on  fuppole  ;r  =  a ,  le  conoïde  hyperbolique  de- 
Vient  =  — .  —  (  ~  )  = C T  tf   ). Si  Ion 

fait  r  :  c  2  :  a  :  —  ,  Ton  aura  la  circonférence  du 

y* 

rayon  a ,  &  multipliant  cette  cifcdnférence  par 

et  c  o.^ 

—  Ton  aura  la  furface  du  cercle  du  rayon  ^«5=2  -^ —  ; 

Multipliant  cette  furface  par  -—^ ,  Ton  aura  un  cy- 
lindre dont  la  hauteur  ferôit  ^ ,  &  ce  cylindre 
fera  à  un  cylindre  de  même  bafe ,  mais  dont  la 
hauteur  feroit  ==  a  ,  comme  -~-  :  a  ::  ^p  :6  a. 

Ainfi  un  conoïde  hyperbolique  dont  la  hauteur 
eft  égale  au  premier  »xe ,  eft  au  cylindre  de  même 
baze  &  de  même  hauteur ,  comme  1%  quintuple  du 
paramètre  du  premier .  axe  eft  au  fextuple  de  cet 
axe.  Si  ITiyperbole  eft  équilatere  ,  alors  p  ==  a 
&  le  coTioïde  hyperbolique  dont  la  hauteur  eft 
égale  à  Faxe ,  eft  au  cylindre  de  mêitne  bafe  &  dfe 
mêip0  hauteur  copime/j'  :  6^ 

4P,  Problème.  Trouver  la  furface  (Vun  cor 
noide  hyperbolique  forrné  par  la  révolution  de  Vhj'^ 
ftrbde,.  équilatere  autour  de  fort  axe^  En  faifant  te 

F  3 


•^ 


MMi 
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demi-axe  GA  ^^r-  a, Ton  a  j  *  =:^;r*— *  aa^en  comp^ 
tant  les  abfcirfès  CP(Fig,ia)  du  centre*  Donc^  =» 

VCJK'af— ia),dy==777 —      ■    ^  ;   donc 

^   cç;d  »  /    ^        a^   xi  .      -  .- 

S*  ry^''~ — r  ]*(enfaifantâa^==g* 

&  divifant  fou$  le  ligne  par  g^  &  multipliant  hors. 

du  fîgne  par  g  )  ==  S»  -^ —  .  Çx  *— fc  *)  »,  en  fai^ 


a^         a^ 


a.f 


font -2i  ==*  ^  =====  i*  ;  on  pourra  intégrer  pat 

fi  "* 

leS  fériés. 

jo.  Problème,  Trouver  U  foliiité  ffm 
têtioiâe  kypér^oltqut  produit  par  h  pian  D  g  A  C  ^ 
lorfque  VhypefboU  A  g  /^if  /k  révolution  autour  du 
fécond  /taré  C  D  (  Fig.  Il),  En  faifant  le  demî- 
P^emiet  axe ^=i a,  h demi-fecond  axe  =  b^, Foâ 

aurajf*=:;=^  — <jry^#ïi),o«âf*==j|-x 
tyy  -^  i  J).  i^a  circonféremre  du  cercle  décrit  avéfe 
le  rayon  Gl^  =3*5  tt  G  eft== — &  fa  furface  eft 

a==a    -~7,   Si  iNaa  multiplie  cette  furface  p^ 

H  D  =  m g===  (/^ ,  Toa  aura  — - dy^Ûêmeot 

du  folide  produit  par  le  plan  D  ^  K  G»  SI  dan$ 
cet  élément  on  fubffitue  b  Valeur  ée  xx ,  Pon 
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caa 


K'I-^^*^)  ==  f;  Cvâ-y'-^-'j') 


Si  l'on  fbppofi:  p  g=^y  =*=  i>  >  le  cooo'ide  de* 


Cfl*      •  4.    .    \         ••    .        €Ct^ 


~*('^*^*   Mais- — déltgnelafurfaced'un 

cercle  dont  le  rayon  eft  =3  a  ;  donc  le  conoïde 
hyperbolique  formé  par  la  révolution  de  Thyper- 
boie  autour  du  fécond  axe  &  dont  la  hauteur  ef): 

égale  au  demi  -  fécond  axe  b  eft  les  7  d'un  cy-^ 

lindre  de  même  baze  &  de  même  hauteur. 

Si  dii  iblidedont  on  vient  de  parler ,  on  retranche 
le  cylindre  Chbti  ,  on  aura  le  foUde  engendré 
par  le  plan  h  Kg. 

yi^pROBLÊMB.  Trouver  la  folïiitéJfun  canoiddy" 

ftrbolique  engendré  par  le  pl&n  SRnivpendantque  Vhy* 

perbole  PMo^  que  nous  fupp^fons  équilatere^  tourne  au* 

tour  de  Vafiymptete  AR  (Fig.  4).  Soit  l'équation  de 

fhyperboîe  équilatere y  x  =  a^  Se  foit  auflî fuppo- 

44  ^ 

fee  AR  icsRS  fi=== /r.  Ton  aura  y*  ==t=t —"  ;  donc  ~  X 

•^         XX  2r 


ar       AT*  2r 

a=t=— — "  a^  x*'^  -+-  C.ï^>ur déterminer  Jaconf- 
a  r 

taBté  C ,  }e  remarque  que  le  folide  cherché  doit 
être  =  o ,  lorfqu^  x  eft  «=  A  R  «=«  fl  ;  donc  — ^ 

2r  *  ^  2r  ^ 

grade  complette  eft  «e*  - —  —  — .  Sionfuppofe 

,wf(iBde4evi«»=*«^*0r^  m 

F4 
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I 

cercle  dont  Iç   rayon  eft  ==  a^  8c  — ==": — 

défigne  un  cylindre  dont  le  rayon  de  la  bafe  fe- 
roit  =s  /i  &  la  hauteur  c=^  a  y  ou  un  cylindre  dé- 
crit par  la  révolution  du  plan  A  R  ST  aurour  de 
A  R  î  donc  ce  cylindre  eft  égal  au  conoïde  infini- 
ment long  y  décrit  par  le  plan  R  S  m  u* 

ya.    Problème.   Trouver  le  folide  engendré' 
par  le  plan  N  P  a  m  ,  pendant  que  la  logarithmique 
fait  une   rér^olution  autour  de  Jfbn  ajfymptote   P  a 
(  Fig.  J  )•  La  fous- tangente  de  cette  courbe  étant 

y  d  X 
fuppofée  c=  a  ,  Ion  aura -^ —  =  a  ,  dx  s=s 

^;  donc —  S.  y  '^  d  x  ==  -^—  S»'tf  y  i  y  =• 

y  zr     -^  2r         J     ^ 

— .-^ —  =  — =^. — .  Si  Ion  luppole  quejr 
2s=  PN  eft  =  fc,  le  folide  produit  par  Tefpace  in- 
finiment long  N  m  a  P  ,   fera  = 


•  — • 

a  r       a 


cfc» 


f>t' ^  défienê  la  furface  d*un  cercle   dont  le 

'2  r  ^ 

rayon  ;=  h  ;  donc  ce  folide  eft  la  moitié  d*ua 
cylindre  dont  le  rayon  de  la  bafe  eft  l'ordonnée 
delà  logarithmique 9  &  la  hauteur ,  la  fous- tangente 
de  la  logarithmique. 

J5. PROBLEME.  Trouver j,.!^^  la  folidité y  %^ .  la 
furjace  convexe  £un  folide  formé  par  un  plan  B  M  .& 
qui  coupe  obliquement  un  cylindre,  droit .,  de  manière 
que  la  feBion  pajfe  par  le  centre  de  la  bafe  du  cy^ 
Undre  CFig.  i^  )•  Si  l'on  conçoit  une  infinité  de 


Calcul    Intéqual.  8p 

plans MmP,  CD^z,  perpendiculaires  à  la  bafe 

de   longlet,   ces  plans  formeront   des  triangles' 

reâangles  femblables  y  puifque  leurs  angles  fitués 

fur  le  diamètre  b  B  perpendiculaire  à  A  a ,  feront 

égaux.  Par  la  nature  du  cercle ,  en  faifant  P  m  =*y, 

b  B  «îs=  2  a  9  Ton  a  y  *  -=^-  2  ax  —  x  or.  Si  Ton 

fait  la  hauteur  du  folide  D  a  ==  b  ,  les  triangles 

femblables  CaT>  ^  M  m  P  donneront  C  a  =  a  : 

b  y 
«  D  =  b:iV  m  =y  :  M  m  ==  -^*  Multipliant 

M  m  par—  ,   l'on   a   le   triangle  M  m  P   ==s 

b  y  y  ,    ,     ' 

— ^^-^î  fi  Ton  multiplie  ce  triangle' par  dx=^'Ppi 

iy  * 
Ton  aura  Télém^nt  de  Tonglet  ==  —^ —  •  d  x  =a 

2  a 

(  2CLxix  —  X  xix  )  y    dont  Tîntéerale 

2.a  ,  ^ 

eft  =. (ajf*  —  )=   X 

2a  3     ■  ^^ 

(^ax\^x^)^  j^^^^^^  jp  ,^^^ft  =  2a,  Ton 

3 
:a  la  folidité  de  l'onglet  ==  7  aab  =  aa  .\b  ^  c*eft- 

à-dire ,  que  la  folidité  d'un  tel  onglet  eft  égale  à  un 
prifme  dont  la  bafe  feroit  égale  au  quarré  du  ravon 
de  la  bafe  du  cylindre  &  dont  la  hauteur  feroit  les  \ 
de  celle  de  l'onglet. 

Pour  avoiï.  la  furface ,  je  remarqua  qu'en  mul- 
tipliant Farc  élémentaire  n  m  par  m  M^  l'on  aura 
l'élément  de  la  furface  cherchée.  £n  comptant 
les  abfciflès  du  centre  l'élément  de  l'arc  circulaire 

eft  (310  =-7/^^  =  — .Mais  mM  eft 

^  /       y^aa^^xx)  y        : 


mtÊÊmmÊimmÉimmm 
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—^  comme  on  vient  de  le  voir.  Donc  Télémenc 

a 

de  la  furfece  eft  =^  b  dx  &  la  furfece  chercha 
s=^  h  X.  Si  X  ==  a  ,  la  demi  -  furface  convexe 
de  Conglet  fera  ==  b  a  ^  8c  par  conféquent  la  fur- 
face  entière  fera  =  2  î  i ,  ou  égale  au  redangle 
du  diamètre  de  la  bafe  du  cylindre  &  de  !a  hau- 
teur de  Tonglet. 

jr4.  Problème»  Soit  AT)  (Tig.ç)un  quart 

étellipfe  on  demande  le  rapport  des  folides  produits 
fër  la  révolntioH  de  Vairt  A  D  G  autour  du  demi- 
grand  axe  A  C  =  a  Çfdu demi-petit  ^eD  C  ==è» 

»iîtGP=^M/>c=sttir,PM«stC;y===j,  Ion 


*•  t  f         bb 

aurajr*==-— .  (aa^xx)à^bi^--.x\x^ 


au,  ^  ^  aa 

aa--^  T-T  ^  ^  *  ;  donc  le  folide  produit  car  là 
révolution  de  Taire? elliptique  CPMD  autour  de 

AGfem=-^xS.y*î;r==-:^&f  bbdx 

2r         ^  ar      N 

• •  x''  dx  ")== — •  Chhx-—^ ^)*  Si  Ton  fait 

a  a  J       2r  ^  i  aa^ 

y  =E=  a  ^  h  foKde  décrit  par  le  quart  d*ellipfe 

A'C  0  fera  î=s=^»i  ir*  4.  Lé  folide  produit  par 
la  révolution  du  fegment  CpM  A  ^  autoulr  de  DC  » 

rerâ==  'ZT^*^^  dy  (parce  q^e  ici  rardotHnée 
p  M  ±£et  jr,  te  cctctè  décHt  par  ce^  ordonna  e(^ 
li^  •—  :^  *  &  la  différentielle  de  Cp  =  1?  M  =  y 
f  {(  ==:  4  jr  ;  De  forte  qu'il  faut  ididnger  y  en  ^  ;,  U 


HMiiM^OTaiMili 


CiltbUL     iNTéGRAU  pr 


I       T      I         > 


aa 


réciproquement  )  ==  ^S.(aaiy — TI*^*'^^)=s 
X^C^^y^^     y^i    \  Sx  Ton  fait  jf  =fc,  le  folidc 

engeadré  par  le  quart d'eUipfe  fera  =  ^   \a^K 

Donc  le  premier  fotide  eft  au  fécond  comme  b  i 
a.  Si  a  ^=^h^l^  quart  d*ellipfe  deviendra  un  quart 
de  cercle ,  &  le  folide  wgeiidré  fera  im  hémi(« 

phcre  = — •  -— -• 

55*.  Problemb.  Trouver  la  Jurface  Hcrke  p4r  U  quton 
fellipfe  A  D  autour  du  SemUaxe  A  C.  Selon  ce  gu'cn  a 
"dit  ci-deSus  (38 )>  ta  difliirentielle  4*un  aie  ellip.ciqae 

\         aa.{aa^^xx)^         KCaa— *:r) 


jt  a  a         ) 


4»ae 


BB  -j  (f * . J«^(a «—,»*. 5î±:^i*2 ) ,  en fubftttuant te 
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prends  Ch  :=:hy  je  décris  ctifuite  avec  les  dfemi-axcs 
C  G,  Ci  ,  rellipfc  Gi.  Maintenant  faifant   CP=:c  , 

h  b 
lordonnée  Ptt=^,  Ton  aura  j*  =  rn\^  (  G  C  *  —  **)  ; 

or(CG)*  = rr>doncr*=M— jc»-^ r^^ ; 

^  .    ûa — bb  ^  a* 

=  — .  {aa^-^xx- — — — ^)>doncmultipliantPu=? 
aa    \      ,  aa       y,      .        .      '^ 

par  dx ,  Ton  aura  l'élément  de  Tcipace  C  J  P  m  ,  &  cet  et- 
pace(ëra  =  —  •S.^^V^r^a  — or*. :-J  sdohc 

en  menant  l'ordonnée  An ,  -~.j'f^(^«*-H5^*)=î  — Sjdsr 

fera  =  A  ;z  B  C  5  c'eft-à-dtre,  que  la  fikface  engendrée  par 
la  révolution  de  A  D  autour  de  C  A  eft  égale  au  pro« 

duit  de—  par  la  furface  An  bC. 

S 6'  P  K  o.B  L  E I*  E,  Trouver  Isjqlide  engenâti  fOr.  la  riyO" 
lutiande  l'aire  A  B  MP  j^endant  la  révolution  de  la  traâlrice 
'mtour  de  foa  ajjymptote  (  Fige  6  )•  Soit  Pabfciffe  A  P  =s 

x,PM=j^ronaura(i})  dx  =  ^^^'^^''''~^^'^  5 

:  cy^dx  '  cydyj/'Xaa'r-yy)       ,     ^  p.     ^ 

idonc    ^    ■■     = ^'  ^      ^      ■  ' ^-^  ■ ,  dont'  1  mte- 

zr         ^  z^ 

grale  eft  = —  — .  (aà'^yyiK  Comme  lé  figne  — 

ne  change  point  la  valeur  du  folide  que  nous  cherchons  « 

c         '  i 

ce  (blide  fëra.  .==  t->  (  tf  û  — yy)  *.  Si  Ton  fuppofej=:o,le 

iblidè  produit  paritaire  infiniment  longuede  la  traârice  (èra 

cd^^  — '    •  ' 

SS5    -T — .  Mais  rhémilphèrc  produit  par  la  résolution 

du  quart  de  cercle  ^A  D  B  autolir  du  rayon  DB  =  iz ,  eft, 
'    .comme  JLftiit  .de  ce  qu  otj  a  dit  ci  -  dspffus  (  54  ) ,  == 

— \  -.  fl»  ss^^-T-  5   donc  cet  hémifphîèfc  eft  au  folide 

qu on  vîéfnt'^le  trouver ,  comme  j  ;  ^  :  /^  :  3  : .  2  :  i.  ' 

•  yjfc  P  R  o  à  t  E  M  E.  Trouver  la  furface  décrite  jfor  V/trc  A  M 
.    "ie  là' tra^ke-lçrfiuelle  fét  fa  révolution' autour  de  fon  àf* 


Calcul   Intégral*  pi 

*— •— . 

fymptote  B  P.  Les  triangles  femblàbles  PMT  ,    MR;.} 

àonnent  PM:MT  r:  MR=—  dj:  M  /7i  =  (fj,  où 

•  r 

^  :  an'^djids ,  oxi'^ady'sr^yds  &  — y  •  ds  =: 

—j .  l/'((îx*  -f-  dy  ^)  =— •  — .  Adyj  dont  rintégralc  eft  =5 

.— —  ajx  -H  CPour déterminer  la  confiante,  je  remarqua 
que  la  furface  cherchée  doit  être  =  o  >  lorfque  j' ===  a  > 
donc  C—  —  fla  =  o,ouC  =  H a-à  &  l'intégrale 

complettc  eft  =  — •  (  a— j').  Si  l'on  fait  j  =  o ,  cette 

r 

intégrale  eft  = =  '  a  ;  c*cft-à-dire,  que  la 

.         r  T  . 

furface  infiniment  longue  engendrée  par  la  révolution 

delà  traârice  autour  de  fon  aflymptote»  eft  égale  au 

produit  delà  ciirconférence  d'un  cercle  dont  le  rayon  (è- 

irôit  =s  a ,  multipliée  par  le  même  rayon  ,2  ou  à  la  fur-» 

face  convexe  d  un  cylindre  dont  le  rayon  de  la  baie 

&  fa  hauteur   fèroiennt  égaux  à  la  tangente  de   la 

traârice. 

jS.  #P  K  o  B  L  E  M  E.  On  demande  la  furface  engendrée  par 

' l'arc  cictoïdaî    D  n  pendant  la  révolution  de  lu  cicloVe  au^ 

tour  de  la  tangente  DF  (Fig.'7),  Le  diafncrne  du  cercle 

générateur  étant  fuppofé  =  2  a  ,  rabfciffe  D  P  =  * ,  la 

corde  DM>  moyenne  proportionnelle  entre  le  diamètre 

& l'abfcifle  ,  fera  =  V^(2 a  .x);  donc  Tare  D  n  qui  eft 
idouble  de  cette  corde (j^z)  fera =2  y^{i  a.  x)  i  donc  Té- 

iénVènt7iieft= — r-7 =  rfj.  Si  l'on  fait  tourner 

V  X 

cet  élément   autour  de  DF,    il  eft  évident  que  Ton 

aura  l'élément  de  la  furface=—. //z- — r?"-^ —  r=^ 

r  y  X 

^—.l/'x.  dx  X  y^ia  (  à  caufe  de  Z  «  =  D  P  =  x\ 
r 

Donc    en    intégrant  ,    la    furface    cherchée    fera  =s 
-"V^2a.-.x>s= •  ex.  K  (aa.;»),-Si;f  dcvient=2a. 


mmàiÊmémtmmmm^mmmmmm,^^ 
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la  furface  décrice  par  la  moitié  D  A  de  la  cicloid«  &ra=s 

Bc 

— -.  a(u 

jr  • 

yp.  P&oBtËMfi.  Qatf  Itf  cattrhe  AMB  (Fiff*io.), 

rfo/if  ^«  a  parlé  dans  U  Premm  Partie  de  cet  (Juvraie  , 
t[  Courbes  algébriques  iip.  )  ft^e  une  révolution  auteur  de 
îa  ligne  A  B  ,  on  demande  la  vd:ur  du  folide  de  révolution* 

L*équatiott  de  la  Courbe  cft  jr  *  =s  '  "■  =?3 

%  a^ 
>-  je*  — fltf-l* — ^^( en divifatu^ autant qu'oa le pçuty 

par  «—je  -H  %n)  9  dans  laquelle  AB=:({,AF=s:eî 

donc  y  ^dx^ss^^x^  dx'^aadx'^  ■■  >  dont  Tia- 

tégralc  en  ajoutant  une  conltante  eftssC— — — ««ji? 
^-xfl'  L.(»a— «).  SuppQfons  d'abord  que  cettt  inté». 


kgendré  jiar 

£-S. Jf *  rf«=^  •  («  «'  L.1  tf—  y  —  fl^J«f—  M'  L.  («if  — 4f)} 

&  fai&nt  x^^a  9   le  folide  engendré  p^r  l'aire *A  MB 

ftraas  -^^«'  (L.ia— L*a)— *—  a'.^SiPonprmd 

les  logarithmes  dans  une«  logapthmiquc  donc  !a  iôasi» 
tangente  Toit  =s  4 ,  félon  ce  qu'on  a  dit  dans  b  première 
Se^on  ,  il  faudra  divifçr  par  a  les  logarithmes  X  a  <»^ 

L.aidonc  alors  le  folide  fcra=-^tf  H  L.»a—L,tf)—*,a>)  . 

Et  ainfi  ce  produit  ne  fera  que  de  trois  4imen(ions.  Suppo* 
fons  enfuitc  que  S.y^dxc&=:o,  lorfque  x=ia,  dans  ce 

cas  on  aura  C=  |  ^^  "hza^L.a,  en  prenant  les  lo- 
garithmes ,  comme  on  vient  de  le  dire»  donc 5.^^  4x:m 

ji  x^ 

'^ui  étant  multipliée  par  rt*  doi^»cra  le  ToÇde  cngendfé 


C  AI.  eut    iNTÉGKAtt  pf 


par  Taire  Bjh p.  Si  Ton  fait  x=: 2  a»  on  aura  le  folide 
engendré    par    l'aire   infiniment    longue   BRFD  =3 

C  K 

*-.  (a*L.a— a*L,o— --•a^)>  ce  (blide  fera  infini, 
r     ^  3 

parce  que  le  k^rithme  d'une  ordonnée  ma  (Fig-j)» 
infiniment  petite  «  eft  infini. 

^o»  P  it  Q  B  L  E  M  E«  Trouver  Y  élément  de  lafurface  d*un  cône 
oblique  A  /B  (  Fig-  ti  ).  Suppolbns  que  ce  cône  foit  ceupé 

1>ar  le  plan  AfB,  qui  pafle  par  un  des  diamctresde 
a  bafè  fur  laquelle  >  prolongée  s'il  le  faut»  tombe  ïa 
perpendiculaire /F,  Prenons  un  arc  infiniment  petit  ma 
(élément  de  l'are  D  m),  dont  h  tangente  foit  TMs 
&fuppo{ant  CP  =  x>CA=CD=a&que  Ton  a  tiré 
les  autres  lignes  que  repréfente  la  figure  >  de  manieic 
que  FM  foit  perpendiculaire  à  TM>  ileft  vifibleque 

'^ —  repréftnte  TéJément//iJii  delà,  furfàce clier* 

chéej  car  le  plan  M/ F  paffant  par  la  ligne /F  perpen^ 
diculaire  au  plan  de  la  bafè  tera  perpendiculaire  au 
même  plan  de  la  ba(è;  mais  la  tangente  T  M  eft  per- 
pendiculaire 9  par  conftmâion  ^  a  M  F  ,  commune 
feôion4^u  plan  de  la  bafe  Ç^  du  plan  /MF  & 
de  plus  TM  fe  trouve  dans  le  jplan  de  la  bafe  5  donc 
cette^  ligne  eft  perpendicûîaire  au  plan  /MF  &  oat 
conféqucnt  à  la  ligne /M  hauteur  du  triangle  n/tiu 
Soit  maintenant  CF  =  J  ,  Tanglc  CnT  étant  droit  » 
&  /ï  P  étant  une  perpendicu!ai»-e  abaifTée  du  (bmmet 
.  de  tet  angle ,  fur  Thypothénufe  C  T ,  Ton  a  C  P  :  C  /ii  : 

Cn:  CT  ,  oux  :  a::a:  CT  =  — .  MaisCT:  Cii:^ 

•  X 

F:MF,ou — ;(i  ::  — -f-A:MF?x: .  Soit 

XX  a  ' 

/F=g,ronaura/M=?K(gg-4-^''''"^/'^^')â& 

parce  que  Télément  de  l'arc  circulaire  D  m  eft  »  (elon  ce 

qu'on  a  dit  ci-dcflu$  (  j  k  )  *  »  ,/■.    ^ — r  »  Télément 


\ 


Il   iil 1  h 
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Jhmfcrass  . ttt = 

2*y{aa  —  XX) 

X.      ^^  3^  ^ ^ -^*V    ^ 

Oflx -  >■■     ' v  ■  *  Toutes 

les  formules  qui  pourront  être  ramenées  à  celle  que 
Ton  vient  de  trouver ,  dépendront  de  la  furface  du  cône 
oblique. 

<îi.  Problème.  Trouver  le  folide produit  par 
la  révolution  de  la  courbe  A  D  (  Fig.  j  )  autour 
de  la  ligne  S  V  »  dijlante  de  Vaxe  D  C  aela  quan-- 
tiîé  p.  Il  eft,  vifible  qu*en  faifant  M  N  =  y  ', 
1  on  aura  b  M  =  p  H^  ^ ,  &   qu'en  fubflituant 

p  -4- y ,  au  lieu  de  y  dans  la  formule  —  y^dx. 

Ton  aura  le  folide  {engendré  par  Taire  S  D  A  V  == 

c 
— .  S»  (y  -t- p)^.  dx.  Mais  le  folide  œgendré 

2  •  ■  • 

par  le re<îlangle  D  C  V S  eft  =  — .  S.p^d x  , 
qui  étafit  retranché  da  folide  qu  on  vient  de  trou- 

c  c 

▼er,  donnera  —  S.  (y-+-p)  ^  dx  —  — ;  x 

S./?*(fAr±=-jj..  S.^y"-  dx  -¥-2pydx)  (A) 

pour  le  folide  engendre  par  la  furface  C  D  A  au- 
tour de  SV. 

•  

Soit  rhypcrbole  équilatcre  A  G  (  Fig.  ri),  on  de- 
mande le  folide  engendré  par  le  triligne  h  kg  autour  de 
l'axe  CB.  En  faifent  J^=  Ap  =  x,  ?gz=zy,  lonau- 

roit  j*  =^%px^xxen  fuppofant  le  demi-axe  C  A  =p. 
Si  Ton  change j  en  x,  en  faifant  pg  =^5  CD  :=x  &cbg  =jk  * 

Ton 


ttiÊ^m^tm 


Ca^cui.  Intégra Lfc  py 
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l'on  aura  x*=tj'j-*-j>  &  —  S.  (j^^rf*  -H  zpydxA 

2=:  —  .  S.  x^  dx  =^  — . — .  Ainfi  ce  folide  cft  égal 

àlili  cfone  dont  la  hauteur  eft  x  &  dont  le  rafon  de  la  ba(è 

ex*" 
eftauffis=5f,car alotslabafccfts^- — *  Lon  peut  re^ 

2»  r 

marquer  qu  ici  gfnt&^=dxf  ^  duc  le  produit  de  la  fur- 
face  que  décrit  n  G  pendant  la  révolution  par  dx., 
cft  rétémcnt  du  folide  cherché. 

62.  ReMAKQITe  I.  Si  Ton  voùloît  avoir  le 
folide  engendré  p4r  Taire  ABmM,  (Fig.  13.) > 
cortiprife  entre  deux  courbés  ou  les  deux  branches 
id*une  même  courbe ,  oli  chercheroit  féparément 
-le  folide  engendré  ^r  Taire  A  B  m  P  &  le  folide 
engendre  par  Taire  AMP,  Ton  retrancheroit  le 
fécond  du  premier  &  le  problême  (eroit  réfolu.  Si 
Ton  demandoit  le  folide  engendré  par  la  courba 
B  HT  D  autour  d'une  Tigne  /  L ,  parallèle  à  Taxe 
A  F ,  Ton  chercheroit  la  valeur  générale  d*une  or- 
donnée D  L ,  on  chercheroit  enfuite  la  valeur  du 
;  folîde  engendré  par  Taire  D  m  L ,  en  ajoutant  une 
confiante  qu*6n  détermmeroit  par  cette  condition 
que  Tintégrale  s*évanouîroit  lorfqu  on  auroit  A  F 
ts==zftn  ==  g  ,  par  exerriplè.  On  chércheroît  en- 
fmte  la  valeur  duiblide  produit  par  Taire /m  B ,  la 
/oitune  des  deUx  foUdes  donneroit  le  folide  cherchés 
ôtant  Tunde  Tautre  Ton  aura  leur  différence. 

Rï  M  ARQU  E  II.  Si  Ton  vouloit  la  furface  dé^ 
crîte.  par  Tare  A  g  (Fig.  il),  autour  de  la  ligne  T  hp 
"dîftante  de  CD,  que  nous  pouvons  regarder  comme 
Taxe  de  la  courbé ,  de  la  quantité.  TC  :^p=^  f  ;  en 
faifant  D  ?  ^=^^  9  Ton  auroit  h  g  ^-^=^p  -^y  9  ic 
Ton  fubftitueroit  p^^y  au  lieu  4e  y  dans  la  for- 
mule.^ y  V  (^JP^-^H^y^Jîdefbïtè  que  la  fur- 
Tomt  IK%  G 
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hce  cherchfée  feroit  «=:  —•    S.   (  p  -+-  y  )   • 

R  K  MARQUE  1 1 L  Si  les  co-ôrdonnées  D  M  9 
A  D  (Fig.  22  )  étoient  obliques,  il  y  auroit  quel- 
que changement  dans  les  formules.  Soit langle  des 
coordonnées  ==  ^ ,  A  D  ==  x ,.  DM  =  j  , 
P  F  ^=  p  &  fuppofons  que  la  courbe  tourne  aur 
tour  de  l'axe  B  F  parallèle  à  Taxe  A  D ,  on  de- 
mande la  furface  qu'engendrera  la  courbe  &lefo!* 
lîde  que  produira  Taire  AD  M.  Ayant  tîçé  M  L 
perpendiculairement  à  A  D ,  le  triangle  iredangle 

M  P  D  9  en  faifant  le  finus  total  3==?  r ,  donne  r  : 
lînuspr^rp-M^s^îL^S^^L^onaaùffi/D 

I^P=3-.j: — ^;donc  LM==^^ — '^ — -  ;  on 
r  r  ' 

a  encore  PDsaEïs- — ^2— &  Ar^x-—  — ^-^*  Si 


dans  la  formule  ^^S.Çy-^pydx (61)011  met  ^^^'   — 

col*  2*   V 

au  lieu  dey -f-p  &  la  diflFérentielle  de  x —  — -^-^  au 

lieu  de  iâ; ,  la  formule  A  (  de  l'endroit  cité  )  donnena 
le  fdide  engendré  par  refpace' A  M  P  autour  de 

«.^        c    (fin.?)*  «■      ,  ^  .j        CoCrdy' 

BF  =-;  —^*S.(y^'+'2py).(dx r4-i).  au- 
quel il  faut  ajouter  le  folrde  engendré  par  le  triangle 

PMD  j  c'eft-à-dire  ^  -%^  S.  ^^^^  • 
(y  *  -+•  ^Py}$  ainfî  que  nous  le  verrons  bien*tôt 

f  fin  y* 

^lefoUdechsstèhéfer&t»  -^7f-!S.O*rf-a/î>0  <fir 
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'Si  Ton  fuppofe.p  =  o ,  on  aura  le  folide  engendré 
autour  dé  J!axe  A  P, 

Si  ïoa  veut  avoir  la  furface  décrite  pa^r  |a 

.courbe  AM.,  on  fubftituera  ^"'  -  •  (y  '-+-  p  y 
«u  lieu<îc.y  dans  la  formule  —  y  \/(  dx  *  r-h-dy  *  j 
-y  y  4  s^ic  rpn  auj^a  la  furface  ch^-cbée 
Il     '  s.  (y-i-p)  if.  Maïs  ici  ds  £e& 


pas  ==  i/(  dx^-rh-  dy^Xi  mais  i*  =, 

étoît obtus, fon  co-fînus  feroît  négatif, &  Ion  chan- 

J^eroit  k  Cgne  du  fécond  terme  de  la  quantité  fous  le 
ïgne;&ilcftfacilede  voirquelchax^ment  il  faudroit 
faire  dans  Ja  formule  du  folide  engendré  par  Taire 
AMP.Dans  le  même  cas  le  folide  décritpar  Je  trian- 
gle DM  Pvfemit  négatif  5  c'eM^dire,  quon  le  re- 
uancherait  au  lieu  de  l'ajouter. 
Si  éam  la  formule  A  (  aSi  ) ,  au  lieu  de  y  Ton 

fin  9  •'      .  • 

fubftituela.vaIeurdeFM===^-— -^  y;  ^u  ^^^ 

de  p,  la  yaleur<IeP  L  «==: -^p  ;  au  lieu  de  i^,  la 
4iie(KwûçU&âo-^—^y  <  parce  que  PP  ==3 

"■'"■> — ; ,  Se  4}uePp  ^=oT  m  peut  être i^rdé 

^wnmeJaëilKfrentielle  de?P  i>) ,  &  qu'on  regarde  t 
comme  confiant ,  l?on  aura  le  iblide  engendré  par 

;lettiapglelVlPD=-î:x^^^    & -^ 


•>  ^  ■> 
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Si  la  courbe  eft  rapportée  à  un  foyer  F  (  Fig.  2  3), 
pour  trouver  le  folide  produit  par  la  révolution  de 
Taire  A.  R  F  autour  de  la  ligne  G  T  ,  parallèle 
à  AF,  je  cherche  le  folide  élémentaire  produ?t 

})arle  triangle  infiniment  petit  DRF.  Que  la  rêva- 
ution  fe  fafle  par  un  arc  infiniment  petit ,  le  point 
P  décrira  l'arc  infiniment  petit  D  P  &  lé  point  F 
farc  F  b.  Dans  ce  mouvement  le  triangle  élémen- 
taire D  F  R  décrira  un  folide  ,  qui  aura  pour  faces 
'deux  triangles  &  trois  quadrilatères. Ce  folide  peut 
être  repréfenté  par  la  Figure  24.        '   ' 

Si  par  le  point  b  on  mené  un  plan  qui  paffe 
par  D  R  ,  ce  lolide  fera  divifé  en  deux  pyramides, 
rùne  triangulaire  fcDRF,  l'autre  quadrilatère 
i  D  R  p  ?•  La  folidité  de  la  première  èft  égale  au 

,  produit  du  triangle  F  D  R ,  par  le  }  de  i  F.  La  fe- 

:  conde  eft  égale  au  double  d'une  pyramide  qui 
auroit  FDR  pour  bafe  &  DP  pour  hauteur  ;  ce  que 
Ton  comprendra  aifément  ,  en  concevant  le  plan  | 
i^  PR  qui  la  divife  en  deux  pyramides  qui  ont  même 
fommet  b  ,  &  dont  les  baTes  font  chacune  la  moitié 
du  redangle  PpDR;  mais  d'ailleurs  la  pyramide 
bPpKz  auflfî  p  R  ==  P  D  pour  hauteur  &  le  trian- 
gle i  P  ;?  rr=  FDR  pour  bafe.  Donc  la  féconde  py- 
ramide eft  les  7  du  produit  de  FDR  par  DP  j^  donc  le 

foUde  élémentaire  eft  ===  F  DR.—ZtLlLEf.  ;         I 

■ .    3  ' 

donc  lorfque  la  révolution  fera  entière  ,  le  folide         | 

FDR  I 

•  élémentaire  fera  égal  au  produit  de par  la        I 

circonférence  décrite  par  F  ,  plus  le  double  de  la 
circonférence  décrite  par  le  point  D, 

Soit  FD  =j  ,  Tare  g, h  (décrit  avec  le  rayon 

'  Fg  =  a  ) ^=^  ^  5  donc  h  L=»d  ç.  Si  l'ba  fait 

l'arc  .Jim  (  décrit  du  centre  F  avec  le  rayon  y  ) 
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s=  dx\  Ton  aura  a  i  dz  t:  y  :  tf  x  ==  *^^ — •  Mul-s 
tiplîant  cet  arc  par  {  y  %  ^'^^^  F  D  m  ^  ou  F  D  R, 

fera  ==:  {  *^ — ^'  De  plus  le  triangle  redangle  FBD 

fin.  7  •  y 
dofîne  il  :  {îtt.\  :  :j  :  BD  =  — --^*  Si  l'on  faitBG=:: 


a 


p  jla  çîrconfcrejoce  décrite  parTF  fera=  — ,  & 
)a  circonférence  décrite  par  le  point  D  autour  de  GT 
iera  =  —  .(p-+-  — 'y)  ,  &  parce  que  laire 


F  DR  eft  ==  {  yd  x  ,  Télément  produit  par  cette 
iaîre  dans  une  révolution  entière  fera  =  ^  y  d  x  x 

»\r  r  ra      y  ^  j        ^ 

(^  -+-  lll^).  Si  on  fqbftkue-2^^- , ,  au  lieu 
lie  ix  ^  le  folide  de  révolution  fera,  en  fuppofant  à 

Si  Taire  A  F  D  tourne  autour  de  la  ligne  A  F  ^ 
l'on  aura  p  ==  o  ,  &  le  folide  de  révolution  fera 

=  —  •  S.  y' ^t — ^ 

\  Soit  A  i  (  Fig.  3  )  ^==  î'  un  arc  de  cercle  dont 
k  rayon  foit  ==  r  ,  les  triangles  C/H  ,  iri 
ayant  leurs  côtés  perpendiculaires  font  femblables  ; 
donc  Ç  i  :  <  H  ;  :  ir  =  d\\  il  =  HA.  Or  ^ 
H  b  eft  la  différentielle  du  ço-fînus  de  l'arc  ç  & 
i  H  eft  le  lînus  de  ^  i  donc.r.  :.  fyius  \  :  :  ^  ^  :  — • 

d  .  eo-finus  ==î  - — ■  '  '  ■    *  On  met  le^  figne 

r  ^ 

est  ce  que  le  Caus  augmentant  «  le  co*finus  diaur* 


é0 
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nlic,  Subftituant  la  valeur  de  —  ■'■  *■    dans    fai 

r 

dernière  formule ,  elle    deviendra  =^  — ^'  x 

S.— ;^'- — 

.  63 .  Problème.  Suppofant  qitt  AI>(Fîg.  a  5)  e/î  e/ir 
il rc  rfe  cercle  dont  le  rayon  FAfoit  =r-=r  r,  p/i  demande 
k  folide  engcndfé  par  le  ft^eur  A  D  F  autour  du 
rayon  A  F.   Dans  ce  cas  on  a  FD;=j^  =  r  Se 

la  formule  —  *  S. — y^ — • — '^ eô    ==a 

^.S;-r»  '-f  ^  ==4' S'  -  rf.  cof.  t 
3r  r  3  * 

•  co-finus  j  r-i-  C.  ?our  déterminer  la 


conftante  C  ,  je  remarque  qu'en  fuppoiant  le  co- 
Cnus  de  ç  =^  au  rayon ,  Tare  A  D  fera  ~=:  o , 
auffi  bien  que  le  folide  de  révolution  ;  donc  — - 

-— •  -4-  C  ==  o ,  ou  C  ==  H — —  t  donc  le 
S  3 

foKdfe  cherché  eft  ==  — •xC*— ^*<io-feitBisî3t 

Du  Cjentrk  de  Grandeur  ,  ou  du  Centri 
DE  Gravité  des  Figures. 

^4.  Si  les  cetltfes  de  deux  corps  fphériques  atcb 
(Fig.aj)  font  attachés  aux  extrémités  d'une  ligne  ^h 
(qu'on  peut  confidérer  fart^  pefanteur  &  comme  infle- 
xible ) ,  ces  corps  feront  en  équilibre ,  pourvu  que  la 
figne  ou  le  levier  ab  fôit  foûtei^u  par  un  point  /  te! 
que  Ton  ait  tf  :  i  :  :  hf  :  n/,  ou  pourvu  que  les 
diftances  àû  ces  corps  au  point  d'appui  foient  en 
raifon  inverfe  de  ces  corps  ;  nous  confîdérons  ici 
its  tcÀ^s  »  t6ttiat%  £  toute  kur  inâtiere  étoh  réu* 


'^  1 1  IJI 
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flju»  au  centr&de  ces  corps.  La  démonftration  d«  ce 
principe ,  rej^ar4é  che2  les  Méchaniciens  comme 
une  vérité  luconteftable  5  fe  trouve  dans  les, 
Xivres  les.  plus  élémentaires  de  Méchapique.  Si  lo. 
corps,  a  péfe  une  livre  ,  &  le  corps  b  deux 
livres ,  la  diftance  af  fçra.  double  de  la  aiftance/^. 
.  6$.  pROB.L&j».£.  Divifer  une  li^ne  ab  =xc 
en  raifon  de  deux  quantités  a.  ù*  b.  J'appelle  x  la 

Î partie  de  la  ligne  quirqpqnd  à  la  quantité,  j,  c  — x 
érala  diftance./^  qui  répjond  à  b^  Par  la  nature 
du  Problème  109  a  a:  i  ;:  c  —  x:  :v;donc  ax 
«=Ac  — fcx,  ou  aXr^i;^  bx:=s=ibc  f  ou  X  =ca 

'    ,*  Donc  on  trouyera  x  en  faifant  a  -+-  b  : 

h  ::  c  :  x  ;  c  çft-diire  ^  q^/e,  la  diftance  ou  la  partie 
de  la  ligne,  qui  répon4' au  poids  a,  k  trouve  eti 

Erdhant  Iç  qu^t];len{e  teifme  d'une  proportion  dont; 
i  preimie;^  terme  eft  ^a  Comme  des  poids  ,  le  fe-^ 
cond  eA  le  poids  b ,  U^  le  troifieme  la  ligne  don:* 

née  c.  L*on  aura  ç  —  x  =5=  c  •—  '   r 

ca-f-c5  —  bc  ac  , 


ar  ;  c'eft- à-dire ,  que  Ton  trouvera  la  dif- 
tance  de  chaque  poids  au  point  d'appui  y  en  difant , 
fa  fomme  des  poids  e|l  à  un  de  ces  poids ,  comme 
fa  longueur  du  levier  eft  à  la  diftance  de  Tautre 

1)oids  au  point  d'appui.  Si  on  fuppofe  a  de  trois 
ivres ,  i  de  douze  livres ,  &  la  ligne  ab  de  fùfi 
pieds  ,  la  première  proportion  dcMinera  12  — K  5 

'ir-l  àt  pied  \^     ,         \    ' 

La  ma^e  d'un  corps  eâ  la  q\iaxttlté  de  matière 

dlH'^-«iBttÇP^  XJcy^î^BpelIç  c^njrc  it  m^e ,  ctnm 

G4 
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de  grandeur ,  centre  de  gratuité ,  un  point  par  l0- 
quel  ce  corps  étant  fufpendu,  il  demeuré  en  re- 
pos ,  de  quelle  manière  que  fes  autres  parties  foient 
îîtùées;  Toute  ligne  horifontale  qui  paflè  par  le  cen- 
tre de  gravité  du  corps  fera  appellée  axe  d^ équilibre^ 

Un  corps  m  (  Fig,  26  )  fufpendu  à  Textrc- 
mité  a  d'un  levier  ,  aeit  avec  d'autant  plus  de 
force  que  la  diftance  de  la  direâion  ^  m  (  de  ce 
corps  vers  le  centre  de  la  terre  )  ,  au  point  d'ap- 
pui /  eft  plus  grande ,  &  Ton  appelle  moment  du 
corps  le  produit  de  la  mafTe  de  ce  corps  par  la 
diftance  tf  f  de  fa  direâion  am  ( vers  la  terre. ) 

Les  diftances  auxquelles  les  corps  terreftres 
peuvent  agir  les  uns  fur  les  autres  par  le  moyen 
des  machines  font  aflêz  petites  pour  que  Ion  con* 
fidere  les  direâions  de  ces  corps  vers  la  terre 
comme  parallèles  ;  &  la  pefanteur  des  corps  fur 
les  pHis  hautes  montagnes  &  les  vallons  les  plus 
profonds  ^  étant  fcnfîblement  1^  même ,  on  peut 
«ans  la  méchanique  confidérer  la  pefanteur  comme 
uniforme ,  lorfqu'il  s'agit  des  corps  (itués  fur  la  fur- 
facQ  ou  auprès  de  la  furface  de  la  terre. 

66.  T  Ht  Q  R  â  M  Et  Si  pluJUuTs  eorps  m,  p ,  R,  « 
font  attachés  à  une  ligne  ab  ^  fuppofée  inflexible 
Êr  fans  pefanteur ,  &•  que  cette  ligne  fait  fautenut 
eu  /ufpendue  par  un  point  f  ,  rfe  manière  que  la 
fomme  des  produits  des  maffes ,  chacune  multipliée 
par  la  diftance  de  fon  point  de  fufpenjîon  au  point  f 
d^un  c$té  9  foit  égale  à  la  fomme  de  pareils  produits 
de  r autre  câté^  ces  corps  feront  en  équilibre.  Sçavoir^ 
fim^  af  -4-  p  ,  cf=n\  bf-^  K\gf. 

La  force  du  corps  m  ^  pour  faire  tourner  la  ligne 
"w  h  autour  du  point  /  eft  d'autant  plus  grande  que 
*îa  dUfençe  af  th  plus  grande,  de  manière*  qu6 
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fi  cette  diftànce  devenoît  double  ou  triple ,  cette 

lEbrce  deviendroit  aufli  double  ou  triple  ^  ainfî  qu  il' 

eft  aîfé  de  s*en  convaincre  par  Texpérience.  Cette 

force  éft  auflî  d^autant  plus  grande  que  la  maQè 

du  corps  m  ,  qui  eft  toujours  comme  le  poids  de 

ce  corps,  eft  plus  grande.  Donc  la  force  de  ce 

corps  par  rapport  au  point /,  eft  toujours  comme 

le  produit  m  .a  f;  de  même  la  force  du  corps  p 

eft  toujours  comme  le  produit  c/par  la  mafle  p 

&  ainfi  des  autres  y  donc  m  •  a  f-4-  p  •  c  f  exprime 

la  force  qui  tend  à  faire  tourner  la  ligne  a  h  d'un 

côté,  &  R  .  gf-r^n.  bf,  celle  qui  tend  à  faire 

tourner  la  même  ligne  du  côté  oppofé;  donc  il 

ces  forces  font  égales  ^  il  y  aura  équilibre. 

'    Le  point/  eft  le  centre  commun  de  gravité  det 
toxps  in,p,R,  71. 

.  <S7.  Soît  maintenant  deux  mafles  quelconques  aich 
(FÎÇ»^  J)  ramaflees  en  ^  &  i  ;  &  fuppofons  qu  on  ait 
divifé  (6$) ah  en/en  raifon  inverfe  aes  mafles  aicK 
Soit  imaginé  un  plan  repréfenté  par  la  ligne  MN  , 
fur  lequel  on  ait  tiré  des  perpendiculaires  des  points 
fl ,/  &  K  Je  dis  que  Ton  aura  l'équation  a.  a  m  -f- 
l .  N  fc==  (  ii-4~  i)  ./P.  Ayant  tiré  la  ligne  fc/L 
parallèle  au  plan  M  N  &  qui  rencontre  les  lignes 
m  /i ,  N  fc ,  prolongées  ^îl le  faut,  les  triangles  lem- 
blables i/L, «/ fc , donneront hfi  afi  iblti  ah. 
Mais  par  la  fuppoCtîon  bf  :  af  ::  a:  b;  donc? 
a  :  b  z:  bh  i  a  A  ;  donc  a  .  h  (t=«=  b  .  hb.  tUfâi 
a.ka  e&la  différence  du  produit  a  ./P,  au  pro-^ 
duit  a  •  A  M,  &  6  .  B  L  eft  la  diffiîrente  du  pro-* 
duît  b.bîi  sa  produit  ft  •/  P;  donc  on  à  la  pro- 
portion arithmétique  «  X  Ma  ,a  x/P  :  b  )<:/P. 

frx*^N;doneiixM4-t-ixtN=(a4-*) 
X/P. 


^LmÊlm 
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.  CoROi44ii(E%  Donc  la  ;  km9^  4es  produjiu  4es 
qpantités^^  ft  ^  par^  lejiMrs.di^^a^^  a^  plan  MN  j» 
Ipm  é^li^  ^  P^<>aMH  de  \à  fpmiçe  4es  qu^nt^tési 
&ar  la  diftw^e  4h  point/  ajKi  ni^a  plan  ;  ç*eft 
4qnc  la  mêm^-  (^&  qi^ç^  $  c^  ;  q|i^Uté$'  4(QÎeat 
tamaflees  au  poipt/* 

6S.  Ajoutons,  maintenant  une  ttaH^KXB^Ski  m* 
Qu'on  îokgRA  les  pcûnts  m  te  f  par  une.  Hgne 
91'on  dtviftffi^  ea  F  de  maniera  que:  à  -4^  b  : 
3B  :  :  m  F  :  F/;-  e'q^à-dire ,  qu'on  divifem  (65  ) 
h  ligne  fmen  caâ&n  înver&de  a -4«- 6  &  de^m^  & 
foppofasit  tirées  les  lignes,  mn,  F^R. perpeqdicu» 
hires  au  plan  M  N,  je  dis  que  Toaaura^x  nNL-^é^ 
k  •  bH  Hr-  m  .  nm  ==  (  a  -f-  b-^^m  )  •  F'R. 
$i'  FoD  conçoit  les  malles  a&^b  con^me  ramallbées 
en  f,  ou  comme  une  feule  mafle  fituée  &iïfyiS^ 
lônce  quojï  vient  dédire  C6'7),,Yom(aTt^b)  x 
/P-+-m  .  «m==r  (a-Jh-b^+'m)  .  FR#(Icî 
à  Hh  b  eft  regardé  conime>  uqe.  feule  malfe  )  ;  mais 
foo  a  (67}  («-+-*)  ./P  =  4  •  fl  M-H  i.  iN  ; 
^onca  •<!  Mh- ^  riN -4-in  «n  m====  (a -^è^-H?») 
X  F R»  C eft  pourquoi  q\ie  Içs  trois  corps  a,b,m 
{ment  placés  en  a^  b  ^  m  ^  on  qu'ils  foient  afièm- 
t>I^  en  F  ^  I^  foqime  des  produits  de  ce^. corps  par 
leurs  diftarices  au  plan  MN  ,  f^ra  toujours  la  même.^ 

En  fuiyant  .la  méxos^  jaç^éfhqde»  qn  prouvera 
qfie  il  l'oi}.  ajoute  un  q^atriea(ie>  corps.  D ,  4ç 
fj^'op  tirf  .la  ligne  DS  ,  6c  qu'on  ta  diyife  de 
QM&iîei;»  que  Von  ait  a  -+-  î-+-  fn^;  Q  :  :  PG  :  F  G, 
la  fbnuçé  ^,çç<^ngles  9  01^  ^^.^  <1P  f^yi^nt  au 
»ie<^^,  la  (ppune^^esproduitis  ^^^qs^tre  corps  pajr 
|e|if~  d^fii^e;  au  plan ,  eft  ^pg^le'  à  un  feul  proffvit 
^t  deJJa  iomme  de  cçs  cqij);  ,  p^  ï^  <Hftapicf  G  ^ 
du  pomt  G  au  plan  ;  &  parce  qu  on  peut  prc^er 


«tffMMaWm-MMMHMNIHMMMHMMHMiMalHiMi 


Cacul  Imtégrau  207 

la-  même  ihoft  pour  un  nombre  quelconque  de 
odrp$  ^îidk  évident  que  quelque  nombre  de  corps 
que  Ton  ait ,  Ton  peut  toujours  trouver  un  point 
tel  que  le  pit)(k>it  de  la  iomme  de  tous  les  corps 
par  là  diftance  de  ce  point  à  un  plan  quelconque  ^ 
ibit  égal  à  la  fomm^  des-  produits  particuliers  de 
chacun  de  ces  corps  par  là  difiance  de  chacun  au. 
fiiême   v\m*    Cd  point  eft  appelle  le  centre  de 
waffe  9  le  centre  de  grandeur  ,  le  centre  de  gravité. 
Si  quelques-uns  de  ces  corps  étoient  (îtués  de 
Pautre  côté  du  plan  ,  leurs  diftances  devroient  être 
«egardées^  comme  négatives  ,  &  les  produits  de 
ces  corps  par  leurs  diftances  feroient  pris  avec  le 
figiie  — «•  oi  te  plan  pafTe  par  le  centre  de  gran- 
deur ^  la  diftance  de  ce  point  au  plan  étant  ssa  0> 
iflP  Quantité  qui  repréfente  la  fomme  du  produit 
dé  ces  corps  (îtués  d'un  côté  j  doit  être  égale  à 
ièUe  qui  repréfeilte  la  fomme  négative  des  pro- 
dvit^  dé  ces  corps  (itués  de  l'autre  côté. 

L'équation  a  .  aVL  -4-  i .  i  N  H-  m  .nm 
(ll«^^fr..4^,»).FR5  donne  F  R  =3 


T ' — •    Ceft-a-dire^  la  dii- 

t?  --4-  m  ^ 


a 


tance  du  centre  de  gravité  F  dé  trois  corps  à  un 
plan  eft  égale  à  la  Iomme  des  rediangles  de  cha^ 
cun  de  ces  corps  par  fa  diftance  au  même  plan  , 
divKée  par  la  fomme  de  ces  corps.  £t  en  général 
quelque  fott  le  nombre  des  CQrps>  la  difonce  d^ 
leur  centre  de  gravité  i  un  plan  ^  eft  égide  au  qM^ 
tient  de  la  fomme  des  produits  »  ou  x^âaiigji^die 
t:hacun  à^%  corp^  par  leurs  dîftances  partieulksn^^ 
en  diviiant  par  hr  (bmme  des  eorps  :  on  pftHidiia 
avec  le  figne  •»-  les  pvoduils  dans  leiipiebks  diP 
tances  feront  négadbres*  On  feut-  dire"  wfi  i]^  Ifi 
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tiîftance  du  centre  de  gravité  d'un  fyftême  de  cotps 
par  rapport  à  un  plan ,  eft  égale  au  quotient  de  la 
Ibmme  des  momens  de  ces  corps  par  rapport  aut 
plan  donné  * ,  dîvifée  par  la  fomme  de  ces  corps» 
'    Mais  on  peut  demander  ,   fi  pour  un  affem- 
blage  ou  fyftcme  de  corps  quelconque ,  ce  point 
qu'on  appelle  centre  de  gravité,  eft  déterminé  & 
unique.  Je  dis  qu'il  eft  unique  ;  en  effet,  fi  Von 
conçoit  trois  plans  perpendiculaires  l'un  à  l'autre , 
on  trouvera  la  diftance  du  centre  de  gravité  ,  par 
rapport  à  chacun  de  ces  plans ,  en  divrfant  la 
fomme  des  reâangles  de   cnacun  des   corps  par 
leurs  dîftances  particulières  à  chaque  plan ,  en  dî- 
^îfant ,  dîs-je  ,   cette  fomme  par  la  fomme  des 
corps.  Si  l'on  fuppofe  maintenant  que  l'on  mené 
trois  autres  plans  parallèles  aux  premiers  &  à  la 
diftance  trouvée  ,  il  eft  vifible  que  le  centre  de 
gravité  fe  trouvera  dans  ces  trois  plan^.  Donc  il 
fera  fitué  dans  la  fedion  des  trois  derniers  plans, 
fedion  qui  eft  évidemment  un  point  ;  donc  &c. 

Lorfqu  il  s'agit  de  lignes  ,  on  peut  les  concevoir 
comme  l'aflemblage  d'une  infinité  de  points  pefàns. 
L'on  peut  auffi  confidérèr  une  furface  comme  faf- 
ièmblage  d'une  infinité  de  lignes  pefantes.  Si  les 
centres  dés  corps  dont  on  cherche  le  centre  de 

*  Le  moment  d'un  corps  par  rapport  à  un  plan ,  eft  le 
produit  de  ce  corps  par  fa  diftance  au  plan.  Si  le  corps 
compiençott  à  ic  mouvoir  en  faifant  tourner  le  plan  , 
fe  vitcfle  refpèôivemcnt  à  un  autre  corps  fitué  fur  la 
même  ligne ,  feroit  d'autant  plus  grande ,  que  (k  diftance 
»u  plan  feroit  plus  grande ,  &  fa  force  en  feroit  auflî  d*ai>- 
tant  plus  grande.  De  plus  la  force  eft  d^autant  plus 
•grande  que.  le  corps  çft  plus  grapd.  -    ,  ;     .. 


»  —% 
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grandeur  font  (itués  dans  un  même  plan ,  on  tî^ 
rera  dans  ce  plan  deux  lignes  perpendiculaires  entre 
elles  ,  &  Ton  cherchera  la  femme  des  momens  de 
de  ces  corps  par  rapport  à  ces  lignes.  On  divifera 
ces  fommès  par  la  femme  des  corps  ;  les  quotieots 
indiqueront  la  diftance  du  centre  de  grandeur  par 
rapport  à  chacune  de  ces  lignes  ;  donc  en  tirant 
deux  autres  lignes  parallèles  aux  premières  &  à  îa 
diftance  trouvée  ,  le  centre  de  grandeur  fe  trou- 
vera dans  ces  deux  lignes ,  &  par  conféquent  il  fera 
(îtué  dans^rinterfeâion  de  ces  lignes. 

La  conGdération  du  centre  de  grandeur  appar- 
tenant à  la  géométrie ,  il  n  eft  pas  furprenant  que 
nous  nous  en  occupions  ici.  Nous  nous  fervirohs 
cependant  de  la  dénpmination  du  centre  de  grà« 
vite  à  caufe  de  Tufage  qu'on  en  pourra  faire  ailleurs. 

6p.  Problème.  Trouver  le  centre  de  gravité 
d^un  triangle  abc  (  Fig.  27  ).  Je  tire  par  lé  fom- 
met  de  ce  triangle  la  ligne  g  h  parallèle  à  la  bafe 
ac.  Je  tire  aufli  la  ligne  b  f=  c,  perpendi- 
culaire à  la  bafe  &  la  ligne  b  D  ==  a ,  qui  partage 
la  bafe  en  deux  également,  &  fuppofant  les  lignés 
mn  ,rs  parallèles  à  la  bafe ,  je  fais  ac  =  b ,  b  p^==^ 
x^  ip  =  dx.  A  caufe  des  parallèles  ac  ^mn^  il  eft 
vifîble  que  les  hauteurs  des  triangles  abc  ;  bmn 
font  entre  elles  comme  les  bafes  ac  &c  mn  ;  donc 

c  :  b  ::  X  :mn  «=  —  ;  multipliant  m  n  par  dx  i 

bx 

Ton  aura  Télémènt  m  tir  s  ==  —  *  dx.  Si  Ton  mul-* 

c 

tiplie  cet  élément  par  fa  diftance  ir  à  la  ligne  Jg, 
îon  aura  le  moment  de  cet  élément  ==  -t — ^  ,  & 


1 
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^-*—  fera  la  fomme  des  momeiisiieséléinens^u  trian^ 
gle  2r  m  n.  Si  ron  divife  cette  fbmtxle  par  celle  de^ 
démens ,  ou  par  S.  — —  tsgn  —-— ,  le   quoueat 

j  ;p  donnera  la  diftance  du  centre  de  gravité  du 
triangle  hmn  à  la  ligne  g  b.  Si  Ton  fait  v  -=  c ,  le 
centre  de  gravité  du  triangle  (nbc  fera  éloigné  de  & 

.de  ladiftance  £.^  ==   y   •  c.    'Maintei»nt    ]a 

ligne  6  D  divi&iit  la  hafe  ac  &i  ideux  ségfid" 
ment  »  divifera  auflî  les  Ugnes  mn^  rs  çn  deux 
également  ;  donc  il  eft  vifible  que  cette  ligne  di^ 
vife  les  élémens  du  triangle  en  deux  çgalenient  ; 
donc  le  centre  de  gravité  de  ces  élémeqs  fe  trouye 
Xur  cçtte  ligne  ;   mais   les    tciangles  femblablçs 

h  D/,  bLp  9  donnent  bf:=  ^^kP  ==.ï  <^ ^  s  t D 

B=s  aihb  ==.f  «.  Donc  fi  ^  du  fommet  d*un  s^n^ 

;gle  quelconque  d  un  triaa^gle  >  on  mène ,  une  %Qe 
,:qui  coupe  le  côté  oppofé  que  j'app^Ue  la  bafe  4^ 
..triangle  ,-en  deux^également^  le  centra  de  .gravité 
...du  triangle  fe  trouvera  iiir-cette.  IJigpe  de  fera  éloi* 

:  -gné  de  la  ba(e^»  du  7  ide  <»tte  Isgpe. 

R  E  MA  R  Ki  u  E  !•  ill  éft- vîfible  que  le  centre  ide 

'  gravité  fetrouvefor  «ne  ligne -ou  fur  im  plan  qui 

partage  en  deux  ég^ement  ka^émens  de  la-  figure. 

Re-marq^uê  il  Si  l'on^-voidoit  avoir  jle  oen- 
tre  de  gravité  d*un  quadrilatère  abfc( Fig.  28  ) , 
.?<»  eheri^hçrcrit-  4es  centres  4e  r  (gravité  m ,  *L  ^s 
triangles  kf.c^  bac^. Von  meneroit  la  ligne. m  L 
qu*on  divîferoit  en  P ,  en  raiibn  inverfe  des  aires 
de  ces  triangles ,  .fe  {)qint  P  ibroit  le  ^  centre  'fie 
gravité  cherchç. 


Si  ie  quadrilatère  ^étôk  %in  l^âMUtaiâfgi;^^^ ,  en 
tirant  la  ligoel^T  ,^par  le  cént#e  de  gpavitééeA  bafe» 
tlu  pâr^logramme,  iteft  vi£ble^(|iiecéfttfligaeidi<- 
vUttoit  en  deux  pamesf  égàks  ,ie&'étêaiMs  da  pa»- 
ralléklgrainme ,  &  queite  centre  deq^Vlcé  fe  trtxb- 
veroit  au  milieu^  cette  Ijgne^.Cejferoit  la  mêaïf 
chofe,  fila  figure  a  b  cf  étoit  ùri  prifme  ou  un  cy- 
libdre^  ^*on  veut  aoffi  facîlèmentoqQe  le  centre  'iç 

fravité  ^'une  ligne  ^oite  eft  au  milieu  .de  cetf^ 
roîte. 

70;  P  »-a*Ht  ÊrirtE,  Triui/ér  la  difiancfriiretnHat 

de  gravité  JHunz  /kmi^parabolç  AF  D  iCun  ^èrm 

jftetcojH^fpar  'raf^on  à  la  tangente.  AT'yxrpendiaù- 

laireâ  Vaxe  AF  (Fig.  29).  L*équation  a'^'x  ==5?y* 
pouvant  repréfeâtêr  toutes  les  f^rabolQ^fon^ 

en  faifant  a=  .1 ,  x==y'^  ^dx^==^.m*Y  *'"*^^* 
-Multipliant  y  par  d^x  ^  Vvn  a  féléhieilt  (^  la^emî- 
pacabole==';7'i^  ;  ^  mûltip^nt'  ç^t^âléiiÉentip^ 

fa  diftance  x  alla  tigâe  iT  L,  Ponraie  sbomentide 

cet  âément  ==?y  41?  dxs^y.yj'  nil^j^^  'dy  ±=ê3 

my^'^dy,  dont  fmtégrale  ^j^.^^  ^rj*":^* 
^dirifée  par  'la  fotnme<tles  éUmtas^  'S^ydx  tààcA 


^.mjr--' y.  i,y  ===  S^m;r-iy==  ^^^^ 


m     .      _    .  I  -A^m 


.ddnné)7-7— -  *  y*  =^  7~r"T:i*>Fourladtf'; 

ttarceflémandée-'I Si  Tpn  fait  A^t iitisiA F :=^"^, 
Ton  aura  la  diflanop  du  centre  de^^gr^vité  4e  ^ 

*****  É  a^iA 

demi-parabole i  la  tangente.  A  L'==«  -y  ^t   J  ^^ 

Si^m  :;:=  a ,,  cooime.  "dans  la  parabole .  çrdiaaire^» 
Ton  a  7  a  PQur  la  diAtoce  cherchée» 
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Si  Ton  veut  avoir  la  diftance  du  même  cedtre 
de  gravité  5  par  rapport  à  Taxe  A  F  ,  on  confi* 
dérera  que,  1  elénaont  p  PMi  ===y  ^^  ^(on  centre 
4e  gravité  au  milieu  de  rs  =y }  donc  en.  inul* 

tipliant  yàx  par  f  y ,   Ton  aura  le  moment  de 

cet  élément  par  rapport  à  Taxe  A  F  :=  {y^dx  = 

-—y*"*"'  dyi  donc  la  fomme  des  momens  di*- 
vifés  par  la  fomme  S.  ydx  des  élémens  fera  égalé 
^  ■  **'  y***^ ^  divifé.  par^  — "   '  *■  -^f "»•*-» 


u 


ou  fera  égale  à  ^  [r    'JJ y*  Si  Ton  fait  AP 
L    .^^   tf  >  &  la  perpendiculaire  . P  C  = 


J,    ^    ^^  FI) ,  le  point  C  fera  le  centre  de  gra- 
vité cherché,  il  cft  vîCble  qùé  le  centre  de  gra- 
t.vité  de  la  demi- parabole  .ABEifera  fitué  en  g , 
,  en  faifant  P^  g  =  P  C  ;  donc  le  centre  de  gravité 
de  la  parabole  entière  B  A  D  fera  fitué  en  P. 

71.  Problème.  Trouver  la  dï/iance  du  cen- 

-tre  de  gravité  duparaboloïde^îB AD  (formé' par 

la  révolution  d^une  parabole  quelconaue   autour  de 

fan  axe:)  au  fommet  A  (Fîg.  2y);  Si  dans  la  for- 

mule— :y'  ^^  ^-Pon  fubftitue  la -valeur  de.ix, 

,prife  de  lequation  x  =zi.yT':^  Ton  aura  Télément 

*  c 

-du  paraboloïde' =à= --  wy^-*-'  dy.  En  mutti- 
•pliant  cet  élément  pary  «^rrr  ^ ,'  l^on  aura  le  mo- 
'  meht  de  cet  élément  ==  —-'y*'»  ^  *dy.  Di^ifàht 


■  < 
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la  fomme — r~rT:*:^7^*"*'*des  oloiriens  paf 
la  fomme  des  élémens    ^^"  ^  ^^     *  TI  *  y*^"^*  • 


9    ««iBV    /IV 

Ton  aura  la  diftance  cherchée  ==  — - — - — •  y*" 


2-é-  2m 

m 


a -4-  2m 


;r.  Si  Ton  fait  x  ==  A  F  ==  a  ,  cette 

diftance  fera  =  — : — - —  •  a.  Si  m  =-  2 .  comme 

2  —H  2  m 


dans  la  parabole  ordinaire ,  Ton  aura  la  diftance 
cherchée  en  prenant  A  P  ■==  7  a  ==.  j  ii. 

72.  Problème.  Trouver  te  centre  de  gra^ 
vite  à* un  joude  engendré  par  une  dcrrri-^arabole  01^ 
dinaire  A  D  F  autour  de  la  tangente  T  L  (Fig,  29), 
Il  eft  vifîble  que  le  centre  de  gravité  eft  fitué  fur 
la  tangente  AL*.  Soit  (uppoféc  A  F  û,  & 
la  circonférence  décrite  avec  ce  rayon  égale  à  c  , 
on  aura  la  circonférence  décrite  avec  le  rayoa 


c.x 


AP  ==■  ;if ,   en  faifant  ai  eux:  -^—*    $i  oa 


a 


multiplie  cette  circonférence  par  P  M  ^==  •  ^  Toa 

aura  la  iurface  cylindrique  décrite  par  M  P  pen- 

c  X  m  y 

dant  la  révolution  =  — '-^    Si  Ton   multiplie 
cette  quantité  par  Fp = dx ,  Ton  aura  l'élément  cy- 


•  Lorfquc  le  point  dans  lequel  fc  trouve  le  centre 

de  gravité  n*eA  pas  un  point  de  la  figure ,  on  peut  fup* 

pofer  que  le  corps  (bit  rufpendu  par  ce  point  >  en  con- 

cevaiit  que  ce  point  eft  attaché  au  coips  par  des  lignes 

[         inflexibles. 

f  Tama  IV^  I{ 
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c  xy  dx    j,. 
lîndrique  du  folide  de  révolution  =  —^'  ^  e- 

quation  pA?=y^  de  la  parabole  donnée  y  =» 
p  "*  X  *  ;  donc  l'élément  du  folide  eft  =  —    X 
p^.x^  dx.Si  Ton  multiplie  cet  élément  par  ^.y 

g-—  1  p  ^  AT  ^  ;  c  eft-à-dire  ,  par  la  dîftance  de  foa 
centre  de  gravité  au  cerclé  décrit  parAF,  l'on  a  le  mo- 

c  V  X^ u  X 

ment  de  cet  élément(par  rapport  à  AF)= —^  * 
Sil'ondivifelafommedesmomens-^^,  par  la 

1         f 
#  T         ?  «  1 

fomme  des  élémens  ■  -»  Ion  8  n  f  *  *  *  =* 

J-  ^.  Si  l'on  fait  F  D  =:^  è  8:;r  =-=i' ,  &  que 
l'on  prenne  A  L  «^  ^  .  t ,  le  point  L  fera  le  cen- 
tre de  gravité  cherché. 

73.  Problème.  Suppojant ^^ue  U  courbe 
BAD  (Fie.  29)  ç/î  «ne  P<""tiore  d'ellipfe,  on  de- 
mande le  centre  de  gravité  du  folide  ens^dré  parla 
révolution  du  plan  de  la  courbe  autour  de  l  axe  A_P. 
Il  eft  vifible  que  le  centre  de  gravite  eft  Iitue  lut 
Taxe  de  la  courbe.  Si  l'on  fait  le  paramètre  de  la 
courbe  =p,le  grand  axe  =  a, l'abfciffe  AP  ==  x, 
l'ordonnée  TM=y,  félon  ce  quon  a  dit  dans 
les  Sedions-Coniques ,  l'on  a  l'équation  y  »  = 
>  (  a  ar x  x  ).  Si  la  courbe  étoit  une  hyperbole  ; 

l'on  auroit  y-  =  f(«aîH-*x).EQ  faifant  A  F 
=ï  r&  la  circonférence  décrite  avec  le  rayon  AE 


Calcul  Ik-téoral.  h^ 

**T-^ — '- ■    *  -       »      -.  ^ 


t^  Ton  aura  la  circonférence  décrite  avec  te 

tr   /y 

rayon  y  &=»  --^  »  &  la  furface  du  cercle  auquel  a^ 

partîent  cette  circonférence  =  -^*  Multipliant 
cette  furface  par  àx  ^  l'on  a rélément  du  folidê  ea«» 

gendre  par  le  plan  A  P  M  =  — =  — ^  x 

(  axdx-'^x^dx)^en fubftituant Ja vaiqur de ^ ** 
Si  Ton  fuppofe  maintenant  que  Ton  multiplie  cet 
Clément  par  fa  diftance  A  P  =i=  a?  à  la  ligne  T  n  ^ 

Ton  aura  le  moment  dfe  cet  élément  =  — î-  )ç 

(a  x^  d X'-^x^ ^  dx)  ^  dont  l'intégrale  — —  x 

r —  —  j  fera  la  fon^me  des  momens ,  qui 

étant  divifée  par  la  fomme  des  élémens , x 

^  *  2ra  ^ 

* 

{ —  — r  j ,  donnera  la  diftance  cherchée 

J_  Jf^  $a^^x  ^^^^^x^ 

3u'il  s  agira  du  folide  engendré  par  le  plan  A  P  M  ; 
onc  on  aura  cette   diftance  en  faifant  (5ii  — -« 
^x  :^a  —  3  x  i:  x  e  i  la  diftanos  cherchée. 

74*  CoKOLLÂiAx.  Si  Ton  fuppofe  â^=ss:  ^a^ 
cette  diftance  fera  :2=tt  --î —  ==  n  ^^  Si  x =4^ 

ççtte  diftance  fera  ess  — r  s=sa  J  «,  C'eft-à-dire  ^ 

Ha 
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^m 


que  la  diftance  du  centre  degravité  d'un  demi-elllpr 
foïde  engendré  par  le  plan  d'une  ellipfe  autourdefon 
grand  axeparrappprt  à  la  tangente  au  fommet  A,eft 

égale  à  77  de  cet  axe ,  &  la  diftance  du  centre  de 

gravité  de  rdlipfoïde  entier  eft  au  milieu  de  Taxe. 

^j".  Problème.  Si  la  courbe'BPLDeJIun  arc  de  cercle, 
on  demande  la  diftance  du  centre  de  gravité  dufolide 
engendré  par  la  révolution  du  plan  delà  courbe  autour  de 
Vaxe  KPfpar  rapporta  la  ligne^ou  fiVon  veut  au  plan 
T  n  (Fig.  2p  ).  Si  Ton  fait  le  paramètre  p  ==  a , 

réquation  à  rellipfe  deviendra  y  *  ==  ^  x  — •  x  x 
qui    eft    l'équation  du  cercle.    Donc    rélément 

{axdx  —  x^  àx)  qu*on  a  trouvé  dans  le 


Cf 


2  r  a 

c 


problème  précédent  fera  ==  -—'(axdx — x^dx), 

cp 

&le  moment  de  cet  élément (ax^  dx — x^  dx} 

2ra  ' 

fera==— (tfJf^i^  —  x^dx),  &.  en  divifant 
la  fomme  des  momens  par  celle  des  élémens ,  on 

aura  la  diftance  cherchée  =  -7 — •  Si  l'on 

oa — ^x 

fait  X  =  \  a  9  cette  diftance  fera  î=  ji^»   & 

fi  Ton  fait  x  ==  a ,  la  diftance  deviendra  =  7  a. 

■Ainfi  5  fi  une  fphère  &  un  fphéroïde  elliptique  ont 
un  même  axe ,  l'hémifphère  &  le  demi-conoïde 
elliptique  ,  la  fphère  &  le  fphéroïde  elliptique  au-, 
ront  le  même  centre  de  gravité. 

76.  Problème.  Suppofant  que  la  courbe  BAD  eji 
vne  hyperbole  ^  dont  KF  foit  Vaxej  on  demande  la  dif" 
diftance  à  la  ligne  Tn,du  centre  de  gravité  du  folidt 
lengendrépar  la  révolution  du£lan  APM  autour  de  Vaxt 


«MUfe<*«AMhMMMMa»l 


UL 
arcu 
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AF(Fig.  29).  L'équation  à  l'hyperbole  étant  y  ^  =s 
^(^.r-r+-;eA:).l  élément  du  folide  de  révolution  fera 

(axdx-^xxdx)^  on  fuppofe.  que  AF  eft  le  pro- 
longement du  premier  axe  de  l'hyperbole,  &  le  mo- 

ment  de  cet  élément  fera  = (ax^dx'+'X^dx); 

ara  ^\ 

donc  en  divif^nt  Ja  fomme  des  mometvs  par  celle 

des  élémens  ,  Ton  aura  la  diftance  cherchée  === 

-^ — — ~ — •    Si  x.c=^i,    la  diûance   cherchée 
oa-+-4^  ; 

lera.=T=ï=  7- —  =  1^  •  tf»  ^ 

.  •    r-     .«        •      -     ■ 

,',  77.r:P,*.o  HL  Ê  M  J5t  Trpuvet  la  dififince  du  cm^ 
$h4^ grîfLyité' d'un :àrç  Mm  (Fig.  50),  dont  U 
rayon  eji  =  a  .  (3^  dont  la  corde  i^JiparallèU  à  la 
ligne  TT  ,   qui  pajfe  par  le  centre  du  cercle.   Si 
Yàti  tnene  la  ligne  AB  parle  milîeu^"^dë  fai-c,  8c 
qu'on  conçoive  les  points  n  &  N  connne  des  poids 
fulpcndu3  aux  extrémités  du  levicgr.MNn  foutenu 
len  i  paie  la  ligne  A  B,  il  eft  évident  qufrie  cen- 
tre'de  gravité  des  points  n  &  N  fera  lïtiiéfur  Ja 
ligne  AB  &  ce  fera  la  même  chofé.pour  les  points 
M  Sc'^ni'  &    tous   les   autres   points    correfpon- 
dans  'de  l'arc  MB  m.   Soit  maintenant  l'arc  M  B 
===mB==^,  Ton  aura  2d^  pour  la  differen- 
tîelffi  de  Tare  donné.\Si  fon  multiplie  dette  difFe- 
reintidle  par  Ai  ==::  x  J  ou  par  ik  diftance  du 
centre  de  gravité  des  '  deux  '  éfémens  fitués    ea 
*  ^  &  N ,  où  fi  Ton  multiplie  2d^  par  x,  Ton  aura  1© 
itiôipent de  l'arc  MBm  ==  2 x a^.  Mais  C  Fig. ^  ) 
IvtïT  la  natux©  du  cercle  ,  en  faifant  CH  =ss 

H3 
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X  9  Ci  ^=^Ay  Hi  ^=y  y  ir:=  i\^  tes  triangles 
irl  y  CHi  ;{  femblables  parce  que  leurs  côtés 
font  perpendiculaires  )  donnent  i r==-^  d^  :l  r  =3» 

d  d  y 

d,y  i;  Cil  C  H  ;   donc  d^  =  — -  ,  ou  ;r  i  ç 

z=x=zady  9  2x  d^^=^  2  a  d  y  ^^àcstcdVon  divife  la 
fo.mme  des  momens  S.2x.dz  ==  S.2d.dy  = 
^ay  par  la  femme  des  élémens  S.  2  d^  ==  2  j , 

Ton  aura  — ^  pour  la  dîftance  cherchée. 


Corollaire.  Donc  (Fig.50)  2  ^  :  2  ja=F=  Mm  :  : 
d:  Ai,  diftancc  cherchée  ;  c'eft-à-dire ,  un  arc  eft  à 
fa  corde ,  comme  le  rayon  eft  la  diftaace  du  centre 
de  gravité  de  cet  arc  an  centre  du  cercle.  Si  1  arc 
eft  une  demî-circonférence  Ton  aura  la  demi-cîr- 
cotiférencé  eft  au  dian>etre  comme  te  rayon  èft  â 
la  diftance  du  centre  de  gravité  de  Tare  au  centre 
du  cercle.  Si  Farc  eft  la  circonfiér ence  entière  « 

alors  on  a  y  î=:è=  o,  &  ~-  «=;  o  3  c*eft-à'-4îi^e  i 

ique  le  éefntre  de  granité  de  la  circonferertce  du 
cercle  eft  iRtué  dans  12  centre  même  du  cerefe. 

78.  PROBLÈME.  Trouver  h  centre  ic  gravité 
iune  pyramide.  Je  conçois  un  plan  T  T  parallèle  a  la 
^afe  &  qui  pafle  par  le  fomniet  A  4e  là  pyramide 
i  Fig.  31  i.  Je  tire  la  ligne  A  G  par  le  centre  dç 
gravité  de  Igi  bafe  ;  il  eft  vifible  qwe  cette  ligne  pafle 
wffipar  le  centre  de  gravité  de  la  fcâion  mjm  faite 

Î Parallèlement  à  la  baie,  &que  les  plans  Mfm,fiFD 
ont  femblabks.  Faifons  donc  A  P  ===  ^  »  P  p 
s*=4jc^  A  C=a,&  le  pkmdehi  bafe. «5  J^, 
il  eft  clair  qne  les  plans  M/m  ^  B  F  I>  (ojat^  e^ise 
V»  cosin96  les  ^uarrâ^  des.  lignes  A^P  fiftAtC; 


m 
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donc  aaihb  II  x^  ;  au  plan  M/m 


aa 
Multipliant  ce  pjan  par  dx ^  1  on  auta  rélément 

b b  x^  d X 

de  la  pyramide  == ,&  multipliant  cetâér 

ment  par  x ,  Ton  aura  k  moment  de  cet  élément 

•■*«  ^**  x^  d X 

Cpar  rapport  au  planTT)=i         ,■ — •     Di  vifant   la 

fomme    ■.   .  des  momen^^  par  -:;^ — r- ,  lomme  dea 
•    j^a *  •  —   ■  -^      ji  a* 

élémens  ^  Ton  a  -—    poux  te  diftance .  du    centre 

de   gravité  de   la  pyraînide  A  M  /  /n  ^u  plan 

TT.  Si  Ton  fait  x^=^''a,  la  diftance  du  centre  de 

gravite  âé  la  pyramide  entière  fera  ==  {  a*  Pre-»; 

nan^  dpnc  AP  =c=%^  ^  a ,  le  point  F  fera  le  çeni^i» 

de^r^vite  de  la  pyramide.  Si  la  ligne  A  Ç  né-^ 
tbit  pàs'|)erpendrcu!aii'e  a  la  bafe.,  on  méheroît* 
A  c  perpendiculairement  à  cette  bafe  ,  &  faifant 
A  c  s=;=:  g ,  A  n  ==  x^n  ï^==^'d  .:\r ,  oh^prouveroit 
facilefflent  que  le  centre  de  gravifé  de  la  pyramide 
^ntiei«  eft  éloigné  du  .  plan  T  T  de  la  quantité 

Attç=?=-|g"*    Si  l'on  joint  enfemble  les  points  c 

&  C ,  n  éi  P ,   les  triangles  femblables  A  C  c  , 

A  P  n  donneront  ^  :  |  g  :  *  ^  :  A  P  =  |  a»  Mais 

le  ceii'trè  de  gravité  dé  la, pyramide  eft  fitué  dany 
la  HgAe.  A  C  qui  paiTe  par  les  centres  .de  tous  les 
élémens;  donc  il  eft  fitué  en  P. 

CoïioLLAiRE.     Donc  le  centre  de  gravité  d  un 
cône, eft  fitué  fur  Taxe  de  ce  cône  aux  x  ^^  cet 

axé ,  à  compter  depuis  le  fommet  ;  car  Je  cône 

H4 
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«  ^ 


eft  une  pyramide  dont  la  bafe  eft  circulaire.  Ce 
feroit  la  même  chofe  fi  ta  bafe  de  ce  cône  étoit 
une  ellipfe  ,  alors  onauroitun  cône  qu  on  pour- 
roit  appcller  cSne  elliptique.         • 

.7p,  PnoBLÊME.  Trouver  la  di fiance  du  centre 
de  graf^ité  de  la  furface  Jphérique  M  A  N  (  pro^ 
duite  par  la  révolution  de  l*arc  A  M  autour  du  dia-- 
mitre  AB)  tfu  plan  TT  p  rpendiculaire  aufùmmet 
du  diamètre  ABC  Fig»  32  ).  Soît  le  diamètre  A  B 
=  7.a  ^  rabfciffe  A P  =r- x  ,  lordonnée  FM, 
ou  i  L ,  pu  p  rn  (  car  toutes  ces  ordonnées  étant 
infiniment  proches  font'cenfées  égales)  ==:±:  y ,  Tare 
infiniment  petit  M  m  fera  (  félon   ce  qu'on  a  dit 

ci-deffus  31)  ==r  Z77 '^ — T*  Si  Ton  con- 

Çoît  que  cet  arc  tourne  autour  de  Taxe  »  il  en- 
gendrera une  zone  dont  le  centre  de  gravité  fera  fî- 
tué  évidemment  fur  cet  axé  ,  Télément  de  la  for- 

.1  *  - 

face  fera  (^3  )  =  —  •  y  \    y  (  dx"^  H-  dy^y 
adx  '    \  c       j       y^(2ax^^xx) 

*■'     .^ ' — r-)  ==5=  —  *  a4x  .-yy^ ^ 

\  (2ax "'^--x x)  /  r  y(2ax-^xx\ 

(  en  fubftituant  la  valeur  de  y  )  c=  -^ — — •  Si  l'oa 

multiplie  cet  élément  par  (a  dîftance  A  P  »===  x  au 
plan  T  T  j  le  moment  de  cet  élément  fera  ==» 

c  c 

•> —  ax dx.  Si  Ton  divife  Ja  fomme  -— •  ax^  des 
r  zr 

momens  par  la  fomme  '—*  ax  des  élémens  »  Ton 

ï  tX 

ftura  la  diftancç  cherchée  ==  -~-  jceft-à-dire,quQ 
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kf  diftancedu  centre  de  gravité  d'une  furface  fphé- 
rîque  MAN^par  rapport  au  fommet  A  du  diamètre, 
fera  fituée  au  milieu  de  la  hauteur  de  cette  furface. 
Si  Ton  comptoit  les  abfcifles  du  centre ,  &  qu'on 
demandât  !a diftancedu  centre degravité de  la  zone. 
M^  g  N  par  rapport  au  centre  C ,  on  aur oit  CP = x 

te  lélément  de  1  arc  du  cei  cle  m  M  =-  -77 • 

y  (ciû— Xi) 

(par  leN^,  31),^— V(^^  —  ar*^  ),  &  Texprcffion 
de  réiément  de  la  zone  feroît  ^^^j-V^C^^^^-^j^i 

2=       * a.dx  X   le  moment  de  cet  élément  fe- 

T 

C 

roît    ^* a  ^  X d x  ^   &Ia  diftance  cherdiéc  = 

c  • 

^    S^Axdx 

j =5   JL^    Mais  CP  ==  :r  cft  la 

^    S.  a  dx  ^ 

hauteur  de.  la  zone  ;  donc  le  centre  d'une  zon* 
fphérique  ,  comprîfe  entre  deux  plans  parallèles , 
Cent  Tun  paffe  par  le  centre  du  cercle  générateur 
cR  au  milieu  de  la  hauteur  de  la  zone. 

C  OR o  LL  A  iBE.  Il  eft  aifé  de  voir  que  la 
diftance  du  centre  de  gravité  au  centre  de  la  fphere 
dqit  toujours  augmenter  de  la  moitié  de  la  hau- 
teur dont  la  zone  augmente  5  ce  qui  ne  peut  être, 
à  moins  que  le  centre  de  gravité  d'une  2one:qu(Bl- 
corique  ne  foit  fitué  au  milieu  de  cette  zone  ;  car 
fuppofons  que  la  hauteur  Cp  foit  d*un  pied  ^  la  dif- 
tance du  centre  de  gravité  de  cette  zone ,  par  rap-* 
port  au  centre^  fera  d'un  demi-pied.  Si  on  ajoute  une 
autre  zone  dont  la  hauteur  Vp  foit  aufli  d'un  pied,  la 
diftance  du  centre  de  gravité  de  la  zone  totale  ferai 
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maîntenant  d'un  pied  ;  donc  le  centre  de  gravité  de  la 
aone  ajoutée  étoit  su  milieu  de  cette  zone ,  puifque 
le  centre  de  gravité  des  deux  zones  (  égales  en 
furface ,  parce  qu  elles' ont  même  hauteur)  (e  trouve 
au  point  qui  répond  à  la  jonâion  des  deux  zones» 
io.  Problême.  Trouver  la  difianct  du  cen- 
tn  de  gravité  d'unfaâeur  circulaire  A  Mm  (  Fiç.  50  ) 
far  rapport  au  centre  A  du  feSieur.  Ayant  tiré  les 
rayons  An,  A  r'  infiniment  proches  du  rayon  A  M, 
le  triangle  A  M  n  aura  fon  centre  de  gravité  Ctué 
for  la  ligne  A  t  qui  divife  la  bafe  M  n  en  deux 
également  ;  &  cettediftance  par  rapport  au,fommet 

A  fera  ==  j  Ar  =  }  i ,  en  faîfant  A  t  s=a  ; 

c^ft  unt  fuite  de  ce  î}u  on  a  dit  ci-defTus  C  69  )  j 
doîïc  fi  l'on  conçoit  le  fefteur  divifé  en  une  in- 
finité de  pareils  triangles,  tous  ces  triangles  auront 
kur. centre  de  gravité  à  la  même  diûance  du  fom-« 
met  A  ;  donc  fi  du  point  A  pris  pour  centre  avec 

un  rayon  A 1 5?;^:?=  j  a.  Ton  décrit  un  arc  de  cer- 
cle bf  9  tous  les  centres  de  gravité  de  ces  triati- 
gles  feront  litués  fur  cet  arc  ;  donc  le  centre  9  de 
gravité  du  feâeur  fera  le  giéme  que  celui  de  Tare  ^/; 
Qt  lious  ^Vons  vu  (77  )  >  qu'on  a  déterminé  le  cen- 
tre de  gravité  d'un  arc  en  hiQ^  lare  eft  à  la  corde, 
cosome  le  rayôh  eft  à  la  diftance  du  centre  de  gra- 
vité .de  l'arc  au  centire  du  cercle  $    donc  l'arc 

t  P/  :  bf  ::  Ab  =z  j  ai  Ao  ^  diftance  cherchée* 

^  Sx.KcMARQUE,  Il  n'eft  pas  difficile  de  trouver  des  formules 
générales  pour  la  diftance  du  centre  de  gravité  des  furfaces 
oc  dès  Iblides  de  rcvoliitioft ,  par  rapport  à  ane  ligne  ou 
à  un  axe  quelconque.  Soie  AB  Tsexc  d'i^ne  courbe  quel- 
ooa^ttc  (  Fig.  5a  )  /rëlémeat  M  »  de  lare  A  M  fera  =5 
ds ,  pi  faifant  cet  arc  r  x  »  le  centre  de  gravité  de  lare 
Mm^lera  fîtué  au  milieu  L  de  cet  arc,  La  diftance  Lia  Taxe 


mmm 
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4ç  révolution  étant  exprimée  par  y,  le  moment  de  cet  arc 
fera=  jrfj.  Si  Ton  fait = a  la  diftance  i  c  du  centre  de  gra- 
vité de  l'arc  AM  à  la  ligne  A B,!©»  aura  cette  diftance 
en  diviiant  la  ibmmc  S.j^ds  des  momens  par  la  Tomme 

S.  ds  des  élémens ,  ou  par  15  donc  u  =s  -^  •  Si  la  courbe 

eft  rapportée  à  un  foyer  C,  en  faifant  C  M  =  j  »  l'an- 
gle fiiCA  oai  »,  le  triangle   reftangle  M  C  P  donne 

r,:  fin.  «  !  :  j  :  M  P  =3=^^ — ^.  Multipliant  cette  quan-. 

,  ,         -      -,             -                  ,     -        y  fin.  x»ds 
tite  par  ds,  ro»  aura  le  moment  de  ds^^-^- J 

donc  II  SB    -^ — ^--^.  En  déterminant  là  diftance  dtt 

r,s  . 

centre  de  gravité  du  même  arc  par  rapport  i  une  aytrc 

Irgne  TT  perpendiculaire  à  la  ligne  A  fe  >  &  nienant  les 

lignes  Thytc  ,  parallèles  aux  Hgnes  A  B  &  AT,  &  i 

la  diftance  trouvée,  de  manière  que  Tb  foît  menée  i  la 

diftance  ^c=u&  bc  k  h  diftance  V  =  J  Tqui  appar- 

tfeiU  à  la  ligne  A  T*>  le  point  h  fera  déterminé  par  le 

cottcouvsde  ces  d^ifrx  lignes. 

S'tt  s*âg^t  de  la  furfece  A  MP  (  Fig.  ii)ytn  appeU 

Jant  s  cette  fiirface  ,  ds  fera  ion  élément.   Multipliant 

l*élémerit  P  p  M  m  =:   3  j  par    la   diftance  L  f  =i 

-: —  zmJ^ ,  Ton  attralcmonetiudicl^&irc  a*  —  S.  ids  p 
%  %  2       '^ 

*    c        J 

donc  Ton  aura  u  ==:  ^ — ^^^ .  Si  l'on  ftppore  que  te 
ordonnées  (ont  perpendiculaires  aox  abfcifles ,  Télémenc 

de  Taire  fera  zsySx  ^  dqnc  daos  ce  cas  u  efl:=5  ^'J'    j —  • 

Sî  la  courbe  AD  eft  rapportée  à  un  foverf  (Rg.  J4), 
on  fera  FM  =  jf ,  TarpMTi  décrit  du  foyer  frtridx, 
f  angle  A  F  M  s==  V  &;  le  centre  de  gravité  du  trian- 

gk  M»F  :tti  (^*2i^)ftraflraéeli  Jl^la^ibftM  — *j^ 

4e  t"  (  ço^nmc  iliuit  4e5Ç  qu  «9  a  dir  €i-^(]^  ^  )  »  ck^ 

e«fidfàotr:fituTs:~;yi  ~.  jr  jfn.  V,  Port  aoni  fci 
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diftance  P  î  du  centre  de  gravité  de  réiément  de  Taire 

par  rapport  à  la  ligne  A  F.  Si  Ton  multiplie  cette  quan- 

y  d  X 
titépar*'^--— ,  Ton  aura  le  moment  du  triangle  FMm=r 

1 
■ —  .y* .  fin.  Y.dxy  donc  en  divifant  la  fomme  des  mo— 

mens  par  celle  des  élémens ,  l'on  .aura  la  diftance  b  c  du 

j           ./11».          .                   \S.y^6n*Vdx    . 
centre  de  gravité  de  1  aire  entière =a=      ,      • 

1  S.^  d  X 

'•   '  *  ydV 
Si  Ton  fait  ridVnyidx,  Ton  aura  - — =^dx.  Ainfi 

p 

Ton  pourra  cbàfler  dx  de  fa  formule  précédente.  SiTon^' 
veut  avoir  la  diftance  ^  S  du  centre  dé  gravité  par  rap- 
port à'  une  ligne  fg  parallèle  à  FA  &  diftante  de  F  A 
de  la  quantité  p  3^^  on  cherchera  la  diftance  u  =4c  ,.  & 
ron  aura'tt  4-  p  jpour  la  diftance  cherchée ,  ce  qui  efl: 
évident. .     . 

.•S'il  s'agit  d'un  folidc  172  A  M  (Fig.  29^),  appellant  r 
Télcment  de  ce  {blide>  t  la  diftance  de  cet  élément  àua 
plan  donné  depofîtions  la  diftancç  du  centre  de  gravité  du 

folide  par  rapport  à  ce  plan ,  fera  é=t  -^— — .     S*il   s'agît 

•  .  ». .  .       «  .       ••  «•         "■       * 

c 
d'un  fblide  de  tévolutlon ,  Toa  aura  ds  =s  —  i^  dx  8e  w=i 

—   S.   yy  dx  '^ 

•  %zl  II  faut  maintenant  donner  la  fameufe  Rcjffe  de 
Guldin  y   félon-  laquelle  ,    une   quannté  quekonque  jkuée 
fur  le  même^  flan  que  Vaxe  de  révoliidon  produit  en  tournant 
une  quantité  qui  ejl  égale  au  j^oduit  de  la  quantité  qui  taur/ie 
far  le  chemin  que-  farcourtfon  centre  de  gravité.  Ainfi  une 
ligne  engcndte  u(iÇ  furface^.  égale  au  produit  de  cette 
ligne  mmtipliée  par  Taie  que  décrit  le  centre  de  gra- 
vité de  cette  ligne  ,  &  une.fiirfatfe  produit  un   foïide 
égal  à  cette  furface  multipliée^  par  le  chemin  naï^urii 
par  le  centre  de  gravité  dç  la  linffacc.  Nous  allons  dé^ 
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ïnontier  cette  règle  élégante ,  i  ®,  Pour  les  fiirfaces  >  &  en 
fécond  lieu  pour  les  folides. 

Soit  (  Fig.  15  )  la  ligne  A  M  =  j  ,  Télément  M  m  =if  j  ,    ' 
la  diftance  fh  du  centre  de  gravité  n  de  cet  élément  à 
l'axe  de  dévolution  'Lg-my ,  le  moment  de  cet  éléméht 
fera  :=:yds^  &  la  diftance  LC  du  centre  de  gravité  de 

la  ligne  A  M  à  Taxe  lag  fera=    y,      =  -^ —  =  u. 

Donc  S.yds  =i  us.  Si  Ton  multiplie  les  deux  termes 

de  cette  équation  par  le  rapport  -*-  de  la  circonférence 


«•  f"  *7  r-  • 

au  rayon,  Ton  a  —  S.yis:=: —  i/ j=  j.  — u.  Maïs — •  u 

cft  la  circonférence  décrite  par  le  rayon  L  C  =  21  »  oa 
cft  la  circonférence  décrite  par  le  centre  de  gravité  de 

Tare  A  M ,  &  —y,  la  circonférence  décrite  pat  le  milieu  n 

de  rélément  d  s  ,   cette   circonférence   multipliée   par 
1  élément  ds,  donne  l'élément  de  la  furface  engendrée» 

ç 

laquelle  eft=  S.  —  yds  i  donc  cette  (iir&ce  cft  égale 

au  produit  de  la  ligne  A  M  multipliée  par  le  chemin  que 
parcourt  le  centre  de  gravité  de  cette  ligne. 

Soit  1%  furface  A  D  B  (  Fig.  36  )  =  x ,  fon  élément 
B  N  772  M  ='d  J ,  en  faifant  tiP  =  C L  =  y ,  & fuppofant 
que  C  éft  le  centre  de  gravité  de  cet  élément  ,  il  eft 
vifible  que  Ton  aura  ^cjr  pour  le  moment  de  cet  élé- 
ment par  rapport  à  Taxe  P  L  5  donc  la  diftance  du 
centre  de  gravité  de  la  furface  à  Taxe  P  L  ,  iera  = 

'^ —  =:tt5  doïicS.yds=iusi  donc  S.  — yds'=:i  —  us, 
s  "^  T  "^  r 

IWais  — j  eft  la  circonférence  décrite  par  le  point  n  ou 
par  le  point  C  &  — yds  eft  le  iblide  engendré  par  l'é- 

lément  /ti  MN  J,  S.  —  yds  eft  le  (blide  engendré  par  la 

c  c 

fiirface  f  ;  donc  ce  folidc  eft  =  —  u  x.Mais  —  u  eft  la 

T  r 

circonférence  décrite  piar  k  centre  de  gravité  de  la  fur- 
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face  s  ;  donc  le  foli  Je  engendré  par  la  furface  x  eft  égal 
au  produit  de  cette  furface  multipliée  par  la  circonfé- 
rence décrite  par  le  crntre  de  gravité  de  cette  furface. 

Dans  cette  règle  on  doit  remarquer  que  fi  une  partie 
de  la  ligne  ou  de  la  furface  qui  tourne  étoit  fituée  de 
Tautre  côté  de  l'axe  de  rotation  ou  ne  fe  trouve  pas 
le  centre  de  gravité  de  la  ligne  ou  de  la  furface ,  les  élé^ 
mens  de  cette  partie  ayant  des  diftances  négatives  par 
rapport  à  l'axe  de  rotation,  la  furface  ou  le  (blide  en- 
gendrés par  cette  partie  ,  doivent  être  pris  négati ven- 
aient ;  donc  la  différence  des  deux  parties  engendrées, 
ou  des  quantités  engendrées  fera  égale  à  la  quantité 
qui  tourne  multipliée  par  le  chemin  que  parcourt  fon 
centre  de  gravité.Si  Taxe  de  rotlition  pam  parle  centre  de 
gravité  les  quantités  engendrées  par  les  parties  fituées  dt 
part  &  d'autre  font  égales.  Si  Ton  cherche  le  centre  de 
gravité  de  chaque  partie  en  particulier ,  on  trouvera  fa- 
'cilement  la  quantité  engendrée  par  chaque  partie  >  îc  ià 
fbmme  des  quantités  ainfi  engendrées. 

La  Règle  de  Guldin  eft  d'un  trcs-grand  fecours  pour  I^ 
réfolution  des  problèmes,  comme  nous  lallofts  felre  voir. 

8)  ?KQBhEhi2.Suppofant  queleslignes  A,  BiD,F,/, 
êourntnt  autour  it  l'axe  R  L ,  trouver  &  fommc  Ses  furfaces 
engenâries  for  ces  lignes  (  Fig.  57).  Ayant  joint  les  ligne! 
B  &  A  par  la  ligne  B  A  oui  paffe  par  le  miliAi  de  cet 
lignes ,  je  divife  la  ligne  B  A  au  point  P  en  raifbn  réci- 
proque des  lignes  A  fie  B,  le  point  P  ftra  le  centre  de  gravitij 
de  ces  deux  lignes  ;  tirant  par  le  point  P  fc  par  le  milieu 
D  de  la.  ligne  D ,  la  H^ûcP  D,  je  divife  cette  ligne  en 
f  en  raifon  invnfe  de  fr  &  de  A  •+•  B ,  le  point  p  eft  It 
centre  de  çravité  des  trois  lignes  A  ,  B  ^  D.  Par  le  point 
j  &  le  miheu  de  F,  je  mené  F  p  &  ie  divife  cette  ligne 
en  g ,  en  raifon  réciproque  dcF&dcA-^B-#*D,le 
point  g  eft  le  contre  de  gravité  des  lie;nes  A ,  B ,  D ,  F. 
Par  le  .milieu  de/  je  mené  f  f>  fedivifant  cette  ligner 
e«  M  en  raifon  réciproque  de  /  &  de  A  -^  É  -f-  D  -h  P^ 
le  point  M  eft  le  centre  de  gravité  des  cinq  lignes  don- 
nées* Par  le  point  M  »  jt  mené  la  lien«  M  N  parallèle  k 
Taxe  L  R  &  égale  à  A-f-  B  -h  D  -f-  F  -f-/,la  liçne  N  M, 
en  tournant  autour  de  L  R 1  produira  une  fiir^e  égal<$ 
à  la  fomme  des  furfaccs  qu6  produijroient  les  I^nc^ 


I 

I 
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84.  PiioBLEMX-  L'on  a  deux  figures  V^  A.BD/|f 
<jui  tournent  amour  de  l'axe  R  L  (  Fig,  3S  )  «  on  demande  utt 
folide  égal  à  la  fomme  des  foUdes  engendrés  par  ces  figures. 
Je  cherche  (6p),  le  centre  de  gravité  Pdu  triangle  Pj 
)e  àivife  l'autre  fi^are  en  triangles  &  je  cherche  le  cenue 
de  gravité  particulier  de  chacun  des  triangles  qui  compo* 
iènt  la  figure.  Joignant  les  centres  de  gravité  j  &  i  de$ 
deux  triangles  K  fgy  h  fD  par  la  ligne  xi»  je  dixôib 
cette  ligne  en  r  en  raiion  réciproque  des  aires  de  ces 
triangles ,  le  point  r  lera  le  centre  commun  de  gravita 
de  ces  triangles.  Suppofant  que  le  point  b  eft  k' centre 
de  gravité  du  triangle  A  B  D ,  je  tire  ir  &  divifant  c^ctte 
ligne  en  n  en  raifen  réciproque  du  triangle  A  B  IX  8< 
de  la  fomme  des  autres  triangles ,  le  point  n  eft  le  centre 
de  gravité  des  trois  triangles  oui  compoiem  cette  figure» 
Menant  la  ligne  P  n  &  divi&nt  cette  ligne  eu  C  ea 
raifbn  inverfe  des  aires  des  deuiç  figures, Te  point  Cièni 
le  centre  de.  gravité  des  deux  figures.  Si  1  oh  prend  na 
rectangle  L  R  M  m  »  égal  à  la  (bmme  des  aires  des  doux 
figures,  &  tel  que  îbn  centre  de  gravité  (bit  fitué  enC» 
ce  reâanele  en  tournant  autour  de  L  R  engendrera  un 
cylindre  égal  à  la  fomme  des  folidcs  qu'engtodreroienc 
les  figures  données  s  il  eft  aifé  de  voir  comment  il  fau-- 
droit  s  y  prendre  fi  Ton  avoit  un  plus  grand  nombre  de 
figures. 

85.  Probibi^e.  Suppofant  qu'un  cercle  Ai^f  çoume 
autour  de  taxe  L  F  ,  trouver  le  rapport  des  furfaces  engen* 
dréespar  les  demi-circonférences  bgf  b  A/(ï^ig.'39).Selon 
ce  qu'on  a  dit  ci-deftus  (77)  ,  en  faifant  le  quart 
ce  cercle  bg:=n,  ou  la  demi-circonférence i|f/=s»/i, 

le  rayon 3s^r>  Ton  aura  i/z:i  r::r:  C  r  sec — .   diC* 

n 
tance  du  centre  de  gravité  de  la  demi -circonférence 

hgf  au  centre  C  ;  de  même  la  diftance  C  p  du  centre  de 

gravité  de  la  demi -circonférence  i  A/,  au  centre  du 

r  r  ^ 

ccrde  fera  =  — .  Faifant  F  C  =  u ,  Ton  aura  F  m=  u 

n 

r  r  Tr 

*4-  — &Fp  =  M  —  — ^.Maîs  les  deux  demi-circonfe- 
n  n 

rences  étant  égale$|  les  furfaces  eagendrèespar  cesdeoû* 
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circonférences  font  entr'ellcs  cômtnc  les  circonférences 
décrites  par  les  points  m  &c  p  i  donc  la  furface  engendrée 

par  la  demi -circonférence  b  gf,  eft  à  la  furface  engen- 

T  r  Vf 

drée  par  la  demi-circonféreoce  h  A/:  :  u-+- — :u —  — • 

nu 

(  car  les  circonférences  des  cercles  font  dans  le  rapport 
de  leurs  rayons)  :  mu'^r  r  :/iu— rr. 

Remarque.  La  règle' de  Guliin  ne  fuppofe  pas  que 
la  révolution  foit  entière  &  il  eft  aifé  de  voir  qu  elle 
a  lieu  également  en  fuppofant  que  la  lettre  c  dans 

le  rapport —  défîgne  un  arc  quelconque  de  cercle. 

8^.  La  règle  de  Guldin  peut' aider  le  calcul  intégtali 
comme  on  le  va  faire  voir  dans  les»  courbes  qu'on  peut 
décrire  à  la  manière  de  la  conchoïde-  de  Nicooiède. 
(  Voyez  ce  qu'on  a  dit  fur  cette  courbe  dans  la  première 
partie  de  cet  ouvrage > Couriej  Algébriques i^*.69)Si\ip^ 
pofons  que  A  L  (  Fig.  40)  ,  repréfcnte  une  courbe  quel- 
conque >  hors  de  laquelle  fbit  iitué  un  pôle  C  >  par  lequel 
pafle  la  ligne  C  D  B  qui  rencontre  la  courbe  donnée 
en  A  >  ayant  les  parties  A  B ,  AD  égales  >  que  cette  ligne 
fè  meuve  de  manière  qu'elle  paffe  toujours  par  le  pôle 
C  &  que  le  point  A  fe  trouve  toujours  dans  la  ligne  AL; 
les  points  B  &  0  décriront  le  premier  la  courbe  BF>  le 
fécond  la  courbe  D  i.Suppoibns  que  cette  ligne  eft  par- 
venue dans  la  fituation  CY  *  y^  quelle  prend  enfuite 
une  fituation  infiniment  proche  C  /.  Du  centre  C>  je  décris 
les  arcs  Y  m,  Ln,  i  i  j  je  fais  CA  =  J,  DA=AB  = 
LF=:Li  =  a,  CL=j,  Ln  =  rfj?.  Lcfpacc  Y  fb  t 
eft  cenic  égal  à  la  zone  circulaire  F  nib  i,  produire  par 
le  mouvement  de  la  ligne  F  i  =  x  a  autour  du  centre  C. 
Mais  le  centre  de  cette  ligne  eft  le  point  L  qui  décrit  Tare 
L.1  ;  donc  cette  zone  eft  =  ladxy  donc  lefpace  Yfbs  eft  =:s 
zadx.  Qu*  on  divife  F  L  en  deux  également  «n  ^  &  que  du 


"^  On  peut  (iippofêr  que  la  ligne  B  C  s'allonge  .ou  fe  ra- 
courcît  du  côté  du  point  C,  quoique  la  partie  AB  =  FL 
iToit  toujours  «  A  D  »  L  i. 

,    point 


MHMM 
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I2p 


point  C  on  décrive  Tare  ?p ,  qui  étant  à  l'arc  rfx  comme^y-^^ 

—  :  y ,  fera  ss:  rf^-f* >•  donc  la  zone  P  m  L  /i ,  8c 

))ar   conféquent  auifi   Icfpace  F/LZ  feraî=a^x-f* 

-• .  De  même  ayant  divifé  L  J  en  deux  parties  égales 

en  j^  &  du  point  C  comme  centre  ay^nt  décrit  larc^r, 

on  trouvera  Telpace Llbs^ssadx^^  — — ,  Ainfi la di£ 


V 


a^djt 


donc 


fércncc  des  efpaces F/L  /,  L  /  5  j fera ss 

puifque  par  l'équation  de  la  courbe  A  L  >  on  peut  avoir  d  x 
en  j  èc  iy  y  on  pourra  trouver  Teibace  compris  entre  les 
courbes  fi  F>  D  &  8:  la  courbe  AL. 

Suppofons  que  la  ligne  AL  eft  une  ligne  droite  perpei^* 
culaire  fur  C  B«  &  que  le  point  B  décrit  la  conchoïde  fupé. 
rieurede  Nicomcde  &  le  point  D  la  conchoïde  inférieure. 
FaifonsALî=RM=t,ronauraCL=jf^V^(iiH-tt),L/=rff. 
Les  triangles  reâangles  CAL«  nLl  ont  les  angles  nlL,CLK 
'  qu'on  peut  regarder  comme  égaux  (à  caufe  des  lignes  C  L# 
C  !  innniment  proches);  donc  ces  triangles  (ont  (èmbla- 
bles  &  donnent  Ln(dAr):L/=ï=rfr::GA=5fc:CL  = 

|/'(M-htt)jdonc  ^  X  ==:  jrrTjy—^*    Subftituant  cette 

valeur  it  d  x  dans  %adx  ,    l'on  a  Tefpacc  F  / j  x 

±ahdt  Au  hhdt  .  ./      ,   ,    , 

'='|/(ii-Hr.rj  =  — •xV/(feé-H»)  ^""  <l«^P«««i  «*«  I» 
quadraturedelTïyperbole. Du^point  A  pris  pour  centre, 
javec  le  demi -axe  ACs=i>  décrivez  l'hyperbole  équi- 
latere  CRj  félon  ce  qu'on  a  dit  ci-dcfTus  (ai)  *  le 


'^En  changeant  4  en  i  &  jf  en  / ,  le  (eâeur  qu'on  a  trouvé 


a  aày 


fnent  de  ce  feâeuc  ftra  •» 
Tomt  IV* 


)(èra^  S. 


bbdt 


i.V(*A-t-i#) 
b^dt 


y    ÔC  réié-; 


a^V^à*-^**; 


î 
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ftûcur  A  Ç  R  fera  =  S.  ^.. .  v  5  donc  rcfpacc 
B  F  D  3  eft  au  feâeur  A  Ç  R  :  :  4  tr  :  i.  La  différence  entre 
les  elpaccj  F  j  L  2 ,  L  /  S 1,  ayant  été  trouvée  i=s  — « 

cette  dlffétencfc  ftra  =  t-t ==  -r-  x  ? , .  Maïs 

h  *  a  f 
S.  rr ctt  un  arc  de  cercle  dont  le  tayon  eft  =  J  &  la 

tangentc=t  *;doncladiflrérence  des  elpaces  ABFL,ALDS, 
fera  au  produit  de  cet  arc  circulaire  mltipliplié  par  a  p 
coitlttié  a  :  h»  Puifijue  la  fen^rrié  des  efpàces  dbnt  on  vient 
de  parler,  dépend  de  la  quadrature  de  Thypetbote ,  tari- 
dis  que  la  différence  de  ces  efpàce's  dépend  de  là  ^i^a- 
drai^re  du.  cercle ,  il  eft  vifible  qUe  chacun  des  efpaccs 
compris  erttrt  la  ligne  A  L  fe  le>t  tourbes  B  ^  &  D  * 
dét)end  à  la  fois  de  la  quadràtute  de  Thypetbole  &  dé 
celle  du  cercle  ,  car  il  eft  vifible  qUe  le  blus  ê^and  d6 
cesefpaces  eft  égal  à  leur  demi -fômriie,  pius  leurdémi- 
diffîrence  5  le  plus  petit  étant  égal  à  leur  demi  -  foihihe 
moins  leur  demi  -  différence  **. 

Remarque.  Si  Ton  pouvoir  connoître  exaftemenc 
la  longueur  de  la  circonférence  du  cercle ,  eh  tfiulti- 
pliant  cette  longueur  par  le  demi  -  rayon  ^  Ton  auroit 


T 


•  Selon  ce  qu'on  a  dît  çî-deîTùs  (3?),  l'élément  d'un 
afc  de  Cerclé  dont  le  rayons»  4  &  la  tangentes-  jp,  efl  «- 

■  HA  d  X 

léxnent  de  Tare  fera  -  -piliL.. 

b  b"^  1 1 

**  On  a  Vu  *irts  la  premièrt  pfttâe  dé  cet  ouvragé  (voyez 
let  Equations  )  ,  que  des  dénx  quantités ,  la  plus  grande  eft 
égale  à  la  môkJé  de  la  fomme  ,  plus  la  rtohîé  de  la  diflS- 
tence,  &  que  la  plus  petite  eft  égale  à  la^oitiédela  fomme» 
0ioins  la  moitié  de.îar  dtfKmtce. 
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l'aire  ou  la  quadrature  du  cercle  s  &  fi  loti  avoit  l'aire  • 
eu  cercle  eh  la  divifant  par  le  demi  -  rayon ,  Ton  tirou- 
Veroic  la  circonférence*  Il  eft  aifé  de  voir  que  la  qua4 
jlrature  du  cercle  dépend  de  la  reâification  de  (à  cir . 
conférence.  C'eft  dans  ce  féns  qu'on  vient  de  dire  que 
les  e(paces  dont  nous  venons  de  faire  mention  dépendent 
de  la  quadrasttîc  du  cercle» 

Dê  la  M£tho]>£  inverse  des  Tangentes* 

874  J*entends  par  Méthode  invcrje  des  tan^ 
gentes y  Tart  de  trouver  Téquation  aune  courbe 
par  quclqu*une  de  fes  propriétés  5  comme  parle 
moyen  de  fa  fous-tangente ,  fa  tangente ,  fa  nor- 
male ,  fa  fous-normale  ,  fa  quadrature  »  ù*\  Pouf 
edaon  égalera  la  propriété  donnée  5  ou  fa  difté^ 
rentielle  à  Tcxpreffion  générale  de  la  même  pro-^ 
prîété  exprimée  pat  le  moyen  du  talcul  difFéren-. 
tiel.  L*on  tâchera,  par  le  moyen  de  Téquation  qui 
en  réfulteta ,  de  trouver  réquatîoti  de  la  courbe* 
JjBS  exemples  fuivans  pourront  faire  comprendre 
fartifice  de  cette  méthode. 

8S.  Problème,  Trouver  la  nature  de  la  courbe  dont 
la  fous '^  tangente  eji  =  — ^ — .  Lexpreflîon  gé* 

y  ê  X 
\        neralt  tfc  k  fous-tangente  étant  "^V-,  fon  aura  Yé^ 

qiimkm -^  swa*^-^ ,   &a  2y^  dy  iBctx:  aydx^ 

Èydy  ^i=*=: ad x^  ùc4n  intégrant    'r~==^  ax^ou, 

y  ^  3=::  ax \  éqjiaiion  à  une  pargbple  dont  k  para* 
mètre  çft  =^  a. 

$$.  P K o B^iL ÊM £. •  Quelle eftia  courbe  dont  /V- 
iohnéé  y  efl  égale  à  la  fotWftangehte*  L'on  a  y 

la 


■IIAI 
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'^=z^  ,ydyz==:  ydx,  dy  ^=^dx,  équation 

à  la  cicloïde  (  Sedion  précédente ,  note  du  N**  13  )• 
Si  Ton  avoit  un  triangle  feélangle  ,  ifocellc  ABD 
(  Fig.  41  ) ,  en  faifant  l'abfcifle  A  P  ===  iV  ,  l'or- 
donnée P  M  =^  ,  l'on  àuroit  toujours  y  =  x  ^ 
ainfi  l'équation  dy  ==  dx  qui  donne  v  =  x ,  appar- 
tient auili  à  un  triangle  reâangle  ifocelle. 

5)0.  Problème.   Trouver  la  courbe  dans  la-- 
quelle  la  fous-tangente  efi  troijieme  proportionnelle  à 

a — xts^  ày.  Uonauraa — x  lyi  :y  v-. —  ;    donc 

ay  dx'-'-^xydx^ss^y^  dy^adx-'^x  dx^=stydy^ 

X  ^  V  * 

donc ,  en  intégrant,  a  x =  — — ,  ou  2  a  x 

22 

^^^  XX  ^=y  *  9  équation  à  un  cercle  dont  le  dia- 
mètre feroit  2  a  ;  ainfi  la  courbe  demandée  eft  un 
cercle  ,  on  fuppofe  1  angle  des  co-ordonnées  droit. 

px.  PROBLêMC.  Trouver  la  courbe  dans  la- 
quelle la  quantité  confiante  a  eft  à  Pordonnée  y 
comme  \/(  aa-^ yy)  eft  à  la  fous-tangente.  Par 
la  nature  du  Problème  a  ;  y  ::  "^(aa  -4-  y  y  )  : 

ydx    j        ydx         y  •  VC^tf -f- t  y  )      1 

=4 — ;  donc— ; —  =s  '^ — ^ iL:LS  j  donc 

dy  dy  a 

a  ^  *  a 

Si  avec  un  paramètre  ==  2  a  ^  Ton  décrit  une  pa- 
rabole A  M  (  Fig.  I*"  )  ,  dont  rabfcifle,  A  P=M , 
lordonnée  P  M  =53  y  ,  par  la  nature  de  la  para* 

bole  ,  l'on  aura  y  *  =«  2  a .  u  ,  u  S5=  ^,  du^ssà 

za 

•lA]L,  iu^  ^^Zlll^.  Maif  lorfque  rabfciflt 


t 
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A  P  eft  ==  X  y  rélément  M  m  de  Tare  A  m  eft  = 
"^{ix^-^^iy  ^);  donc  lorfque  cette abfciffe  =  u , 
Ton  aura  M  m  ==  ^(du^  H-  dy^  )'j  fubftituant 
dans  cette  expreflîan  la  valeur  de  du*.   Ton  a 


dontrintégraleS.  (  ^^^  VC^J'H^^^)  )  ,ft 


A  M  =3=3  X.  Ainfî  la  courbe  cherchée  eft  telle 
que  fi  elle  a  les  ordonnées  P  M  d'une  parabole  , 
fes  abfciflcs  doivent  être  égales  aux. arcs  A  M  cor- 
rcfpotadans  à  ces  ordonnées  ;  de  forte  que  fa  def- 
cription  dépend  de  la  reâificatipn  de  la  parabole. 

p2.  Problème.  Trouvtr  la  courbe  dont  la 
fous  -  normaU  eft  égale  d  une  conftame  a.  L  ex- 

prelfion  de  la  fous -normale  étant  '^ ,  ^  .  Ton  au* 

dx  . 

T^^^-=^a,yiy=^adx,Ç=:ax,y'^ 

==.a  a  sr^  Ainfi  la  courbe  cherchée  eft  une  para- 
bole dont  le  paramètre  eft  a/z. 

55,  Problême.  Trouver  la  courbe  dont  la 

fous -normale  eft  =2  a  — '-^x.  Par  la  nature  du  pro- 

t  À    '    y  d  y  '        ' 

blême  ^~r-^  =  a  —  x,  y  dy  ^aoadx-^xdx, 

< —  2=5  ax ,  y  *  =!  2ax  ^^  xx*^  Donc 

la  courbe  cherchée  eft  un  cercle  dont  le  diamètre 

t&  2  a. 

P4.    P R  G  B L  Ê ME.  Trouver  une  courbe  dont  Jet 

û.  D  ■  I     2  D  X  y  d  y 

fous-normale  foit  =  —'- — .  L*on  a  -^     - 

13 


■#hii  1^  I  i"»!      ■"  j-^aunmÊ^mmmimmmtmmmimmmm 
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,^^— — — ^— ^■^—1 «— ww^— — — »      I    I    I     ii  I       I n —»— i^P«— w^w— ipwiP— W— t 

j  p  —2  p  X  j  j  ^         j       . 

Bxrç  ^ I~,2ûy  ay^=!=^apdx^'^2pxdx^ 

P 

équation  à  une  elUpfé  dont  Taxe  des  x  cft  ===  a , 
le  paramètre  de  cet  axe  étant  ==/>♦ 

^j.PROBLSMEf  Trouver  la  courbe  dont  la  fous^* 

normale  =^  ^  clx.  Donc  ^,  '^  ==  a  »  :ir  ^$ydy 
K=  tf  ?  4P  »  aj^i  — i"  ==»  -*-7 — •     ■  -     =?=î  X  X 

Si  I       • 

I  jT  ^ é^ax.  Sur  Taxe  A  P  (Fig,  42  )  »  je  décrU 

une  paratx)ie  A  M  avec  un  paramètre  =  44  »  8c 
(k  fuppofaot  rordonnée  P  M  =  u ,  rabfciire  A  P 

sr=  X ,  par  la  nature  de  la  parabole  ,  Ton  a  u  *  ==; 
4a  ♦  AT ,  u  ==  ^  ^  a.x.  Si  donc  on  cherche  une 
moyenne  proportionnelle  P  m  entre  Tordonsiée  « 

de  la  parabole ,  &  j  x  ^t^i  faîfant  P  m  =  ^ ,  Ton 

aura  ^^  *  ==  j  jt  y  4  ^y.    Si  Ton  fait  la  même 

chofe  pour  chacune  des  ordonnées  de  la  para- 
bole 9  l'on  aura  la  courbe  Am  ,  qu'on  peut  ap« 
poller  quadratrice  de  la  parabole.  Car ,  félon  ce 
qu'ojçi  a  dit  c^de0us  (4} ,  Taire  parabolique  APM 
eft  \  y  X  9  en  feifant  P  M  œ=r  y.  Donc  lorfqu*on 
fait  PM=u,  cette  airçfera  =7  xu=s^\xy, 

V  4  a  :r  ;  donc  la  courbe  A  m  eft  telle  que  les 
quarrés  de  ies  ordonnées  font  égaux  aux  aires  pa* 

r»boUque3  çorrefpondantest 


Calcui.    Intégral.  137 


06.  Problème.  Trouver  la  caurbe  dont  Ut 
mrmaUeft  confiance  ^t=a,  L'expreflîon  générale 

de  ia  normale  étant  -J^.V^C^ia;*  -^dy  '  ),ron 


aura  a  =  Jt.»v/'<d*»  -J-  ày^)  ,  adx 
yi/idfe"  HK  dy  *  "i^aHv^r^y^à  x^-i-yy  dy  \ 

s=  —  yd^  .(a a — yy)       S  donc  en  intés 

grant,  —  x=^(aa'^yy)^ y  **  =  <zfl  w^ 
yy  ^^  y^^çf^aa^rrr-xx  ,  équation  à  un  jcerde dont 
le  rayon  ==  a. 

'  5)7.  Problème.  Trouver  une  courbe  dont  faire 
ùm  r=^ay.  yAléjnent  des  i\i^%  eft ,  felon  cç  qu'on 
a  4it£Î-4ei][us  (a),^ft=jy  d  ^  ;  4pw  fi  l'on  diffé- 

1  j     y  d  X 

renoie  f^ire  donnée  Ton  aura  a  dy  ^==^yi  x^  ^ — 

=9^  4  ^  équation  fdiflef  entière  d  un^î  logarithmique 
dont  la  fous-tangente  =  4 ,  feé^ipn  précédente 
(21);  ^nfi  la  courba  cherchée  eft  une  loga- 
rithmique. 

5^8.  Problème.  Trouver  la  courbe  dont  Vaire 
A-\fiaam4-xx).  Donc  ydx^=iaxdx  x 


(aa^-^xx)     ^  5  y  ===  ^  .^   — ; r»   Four 

^         ^  ^  ^y  y(aa-^  XX) 

tracer  cette  courbe  je  décris  une  hyperbioie  équila- 
terc  (  Fig.  43  ) ,  dont  le  demi-ax«  C  A  foit  =5  a. 

I4 


mÊ^m 


ï}6    CcuRs  D£  Mathématiques. 

cnfaifantCP  =  DM™-jr,CD^«^PMs=ï=j; 

par  la  nature  de  l'hyperbole  équilatere  ,  l'on  aura 

y*  =3**  —  aa,  ou  jf  ^  =  jy  *-4-  a  a.  Sx  au  lieu 

de  faire  C  P  =  x  ,  Ton  faifoit  C  P  ==  u ,  l'on 

auroit  u*  =  y^-i-a^j  u  ^=  \/(^^-+-^^) 

=  V  (  ^  ^  -*-  **)  >  en  faifant  PM  ==  x.   Si 
donc  on  cherche  une  quatrième  proportionnelle 

auxlignesCP  =  DM,CA,  PM;ou  filon  fait 
\/(aa^^x^)  :«:::«•:  Pm==  -^7- -,  le 

point  m   ainfî  trouvé  appartiendra  à  la  courbe 
A  m  cherchée. 

$p.  Problême.  Trowtr  la  courbe  dont  Vaire 

x^ 
€jl=ss  — ^.  Comparant  l'élément  de  cette  aire  avec 

ydx ,  on  trouvera  —  dx  =»=  ydx,  x*  ss=a  a  y  ; 

donc  C  Ton  prend  fur  la  tangente  A  F  (  Fig.  i*") , 
les  abfciflës  AB  ==  jf ,  &  qu'on  fafle  B  M  ==  AP 

s=  y ,  l'on  aura  (  P  M)  *  =  x  *  =  a  .y.  AinC 
Téquatign  trouvée  appartient  à  une  parabole  en 
prenant  les  abfciflës  lur  la  tangente  &  les  ordon- 
nées parallèlement  à  Taxe. 

ïoo.   Problême.  Trouver  la  courbe  qui ,  par 
fa  résolution  autour  de  fort  axe  ,  a  produit  le  folide 

. — —  —7 — .   Si  l'on  prend  la  diffirentielle 

2  6  f  ^ 

de  ce  folide  &  qu'on  le  compare  avec  l'élément 

ey^dx  ^    ,  ,,  .  ex*  dx 

•^  — — C43),roiiaumcydy  — -^ — r~~ 
2r      ^^^  ar 


««■ 
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cy^ix  x^         y"-  .  .    , 

tion  à  un  cercle  dont  le  diamètre  =i  2  r. 

loi.   Problème*  Trouver  la  courbe  généra* 

"•  •  c  a  X  ^ 

trice  du  folide  = .   Par  la  nature  du  pro- 

•  ,A         V         caxdx  cy^dx  . 

blcme ,  1  on  a =  --^ ,  a  x==:y  \ 

2r  ^^ 

Donc  la  courbe  cherchée  eft  une  parabole  dont  le 
paramètre  «==:  a. 


loa.  PnoBiÈME.  ^frouyer  h  courle  dont  Tdre  ejl  :ss 

t  t 

^ay  X.  L'on  aura  7rf^=:î'4.fl»     *  dx,yssi2ax   *# 

^i  =  4fl»:e  ,4a*  =jK  *  jc,  ou  en  faifknt  4  a  *  =; 
i.4a.fl=çp3,p*  =j  »  AT ,  équation  qui  appartient  à 
une  courbe  hyperbolique. 

103.  Problème.  Trouver  la  courbe  dont  la  fous-tangente  eft 

=  ,. ,    L,  déftgne  la  logarithmique  hyperbolique. 

T»              y dx                  1  ,  dy  , 

L  on  aura "^y—  =        ■  ■  ,ydx=:  — --^ — >rfy  = 

(x-f-Ljip)  .ydx,  -*^>5=JjiP-|-Lje.àf,S. -*^  =:  L.j'sa 

J  y 

x'L.x(  car  la  différentielle  de  ;if  L.  ;c  eft  x=  rf  j^  -f-  L.  a?  x 
d  x}  ,yz=:x*,  équation  à  une  courbe  exponentielle. 

204.  FaoBisM  E.  Trouver  V équation  de  la  courbe  dont 
la  fous-normale  e/î=^*.(i-HL.jv).  Par  la  nature  du 

problème j-^-*? ,  ==^ »  (i-+-L.ar),  -^sx  dx'^h.xdx, 

L  .^  =  ^  L .  ;r  =  L  .  X  * ,  ^  =  ;r  '  • 

iDj*.  P  JL  o  B  L  E  M I.  Trouver  l'équation  de  la  courbe  dont 

la  fous  "tangente  eft  confiante  t^vsRijr —  .  Bonc^j^as 


mmmmtmm0iHmimmÊÊmmmmmmÊmmmmÊmmmmmiàmmmm 
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a'  =iy ,  équation  d'une  lôg^rithnjiqHC  dont  1^  fous- 
tangente  =  j — * 

106.  Problème.  Trouver  T équation  de  li  courte  dont  la, 
fonme  de  la  fous-normde  &*  de  tabfcijfe  efi  confiante  ^  sssa^ 

L'on  îiura-^xr  -^  x^a^ydj^-^  xdx  5?nr/l <ir > ^  -*- 


don  au  cercle. 

U>7.  P&  p  B-LE  M  E.  Tr^ttrffr  la^ourbe  dans  laquelle  la  dif» 
ffrence  de  la  fous-nontiale  &*  de  Vabfcijfe  ejl  confiante  &»  =:a* 

IJonc-^j^*— a:==a,*^j-=^  r=  fl  -H  X ,  ydjf  =  adjc  -f; 
une  hyperbole  équilatere  dont  Tasse  ses  x  (k. 


108.   P  B  o  BX-Ê  iv  B.  Jraa^er  Véquatism  de  l0 
courbe  dans  laquelle  la  fous-normale  efi  à  la  faus^ 

tangente ,  comme  labfciffe  efi  ^  une  Ug{ie  confiante 

y  d  y      y  d  if 
tf.  Donc    ■  .  ■-'  :  > ^ ,.  ■  .■   r:  x  i  a  ^  au  ay  ^  : 


dx         dy 

dx^  Il  X  i  ai  donc  aiy^  r^^?^  dçc^  ^  a  ^dy 

.'il  ' 

X  '^ dx,a^  ^  ==  T  ^^j  ^  y*  ==^  I  *S  ^ua- 

tion  à  la  féconde  parabole  cubique» 

lop,    Proelême.   Trouver  t équation  de  l^ 

sourbe  i^ru  laquÂU  la  foi45-t(ingente  efi  à  tahj\ij[e 

2d  X 

^jv^^^jr..*. «-  .   ^.  m^.^-^      JT""  ^^•^^  ** 
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■V^wq^m»* 


e=-  o.  Dîvifant  cette. équation  par  ^*  "*•  ' ,  il  vient 

y  d  X  —  mxdx  j       «-^^      t     n.^     .r» 

O,  dont  1  intégrale  eu—;;  -f-  G 


•■M^" 


o  ,  ou  — ^  SKS  — .  C.  La  confiante  C  ^tant 

y    H» 

ici  arbitraire,  je  puis  la  déterminer  comme    je 
V^ux ,  pourvu  qu'il  en  refaite  lequation  d*une 

courbe  j  aiiifi  je  &is  — ^  C  ==»  ^   ;,i:^.  ,  &  féqua- 


a 


X  I 

tîon  de  la  courbe  eft — ===— irzrr>  ou  <«"*•"' ;c 


j^  "•  ,  équation  aux  paraboles  de  tous  les 
genres ,  iï  m  eft  un  nombre  pofitif ,  &  aux  hy- 
perboles de  tous  les  genres  fi  m  eft  un  expofant 
négatif. 

Zip.  Problème. Trouver  la  nature  de  la  courbe  dont  la 

tangente  ejl  confiante  &'»:;=  a,  La  formule  générale  de  la  tan-* 

y\/'(dx^  -f-rfy*) 
genre (voyea la fcâion première)» cft;=5r  ..  m.  s i-^  1 

àotïc  a^ss^\/^{d9C^-^iy^),oaaadj'^^szy^  {dx^-^dy^)\ 

i0wdxKy^(iig^j,j)dj^,dx^^^^^^>.''^^'^\ 

dx^^dk  dy ^  ^?'  T3fy  ^    équation  de  la  tj^ftrice. 

RcMAEQUE*  Cette  courbe  eft  tranfc«ndante ,  car  on  ne 
peut  exçrimer  par  les  méthodes  de  l'algèbre  finie ,  le  rap- 
port qu'il  y  a  entre  fesco-ordonnécs.  Cependant  on  peut 

<»(priinçrce  rapport  par  réquati0n;r=  S;i:  dy ,  ^^  Ti^  .* 

X't$  coHtbes  tranfceadantes  »  4oiit  on  ii)>ar)édKmIaffft«< 


^^i^mmi^Ê^^tm^Ê^Êmmm^mmmmm^mmmmimmir 
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inicre  partie  de  cet  ouvrage  f  peuvent  étic  appellées. 
courbes  tranfcendantei  de  la  jfremiere  efpece  ;  &  nous  ap- 
pellerons tranfcendantes  de  la  féconde  efpèce  les  courbes 
dont  on  ne  peut  indiquer  la  nature  que  par  une  équa-* 
tfon  qui  renferme  quelque  figne  S  d'intégration,  la  quan- 
tité qui  efi  fous  ce  iigne  ne  pouvant  être  intégrée  algé- 
briquement •  ni  par  les  logarithmes. 

iir.  Problème.  Trouver  une  courbe  dont  les  ordonnées 
fartent  d'un  point.  G*,  dont  la  fous-tangente  foit  confiante  &•=— 
c.  La  Formule  des  fous- tangentes  de  ces  fortesde  courbes  eft 

y  dLX"  V  d  X 

(voye2laSeAionprécérfente>^-p->  donc^^-r—   :=  —  r . 

Mais  fi  Ion  fuppofe  que  Ion  taflc  a:  di:;y:  dx  t.  Ton 

■y  H  ? 
a  ^  X  s:  ^ — i-  (  T  étant  un  arc  de  cercle  décrit  d'uit  rayon 

*•'         a      . 

confiant  =  a  )>  donc  en  fiibftituant,^^!— r^=— c>  ^ 

.    ^   ady       ^        ^  ^ 

==— ^  a  cj*"*  rfj,  j[=  -ha  cy^  ^  y'[y^=iac  y  équation 

à  la  (pirale  hyperbolique.  Dans  la  feftion  première  (30), 

on  a  eu  pour  cette  fpirale  y  x^=:  cr  y  en  fiippofant  ^ 

un  arc  de  cercle  décrit  d*un  rayon  confiant  =:  r  5  donc 
fi. on  change  jf  en  ^  &  r  en  a ,  Ion  aura  çj.=  ac. 

HZ.  Problème.  Trouyer   une  courbe  dont  les  ordon^ 

nifx  partent  d'un  point  ,    6*  dans  laquelle  la  fous  -  normale 

y  d  y  . 

•^V^  Cv^oyczlaSeûion  précédente), Jcfr confiante G^sri.  L'ont 

Aura  -^LZ  =.b,ydy=:zb  iic.  Subftituant  la  valeur  ^-^ 
dx  '^    *^  a 

Ac  dx  ,  Ion  a  j  rfj'  =  — ydiyadyssidi,  ay:=:bf. 

Si  Ton  fuppofe  que  a  eft  égal  à  une  circonférence  c  de 
cercle  ,  que  b  eft  égal  au  rayon  r  de  cette  circon- 
férence ,  &  î  un  arc  de  cette  même  circonférence ,  en 
changeant  a  en  c  &  3  en  r^  Ion  aura  cy:=i  r^  équa- 
tion^ a  la  fpirale  d*Archimèdes« 

.  III.  Vrobleme.  .Suppofajit  une  infinité  de  paraboles  A  JA, 
A  m  au  même  ordre,  mais  dont  les  paramètres  foient  dlffêrensk 
uomer  uflç  courbe  l^iJA^  qui  Us  coupe  toutes  perpendîcfi* 


I     ■!!    III     nmi    >»-■ Il   >    I        rf      r  II        ■       it.ttjw» 
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luirement  (  Fig.  44  ).  Stippofaiit  la  chofe  Êiîte ,  jt  mené 
les  lignes  M  t  >  i  /z  tangentes  de  la  combe  B  M  &  paN 
oonféqueht  perpendiculaires  aux  courbes  A  M ,  A  ;n.  La 

fous- tangente  des  paraboles  repréfentécs  généralement 

par  a^  X  "  i=  j »»->-»  cft>  (  feftion  précédente  10  )  =s' 

-^ — —  * ,  eti  fairant  AkP  î=  x  5  mais  la  (bus-tangente 
n  ^  . 

PT  eft  la  fous -normale  de  la  courbe  BM  au  point 
correfpondant  à  1  abfciflc  * ,  &  cela  a  lieu  également 
pour  toutes  les  paraboles  AM ,  A  in ,  &c  >  qu'on  pourroit 
mener.  Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  trouver  la  courbe 

BMj  dont  la  fous-normale  foit= •*  =  -*--  x  , 

an 

en  fuppofant  m  -f-  «  =  p.  Mais  cette  (bus-normale  étant 

prife  dans  un  fens  oppofê  à  la  fous- normale  P  t  de  la 

parabole  A  M  nous  la  ferons  négative.    Ainfi  il  fàpdra 

chercher  la  courbe  dans  laquelle  la  (bus -normale  (bit 

=ss—  -2- je.  L'on  aura  donc*2~^=— — ^  x  ,  yiy  s=s 
n  dx  n  -^  -^ 

•^  —  xiXfjdy-i — ^xJx=o.£tenintégram9&(ài(ant 

attention  que  la  différentielle  d'uneconftante  Ce(b=o»  nous 

pourrons  faire  -i--  -H  -^  x^=siC*  Supofant  C=3s 2  a ,  1  on 

N*^  X  2/1  ^ 

aura  =^— =afl— -^x«,  ou(P  M)    =v^==:i.fla— • 

^•^— *jf,ou — y  *  = XX  équation  a  une  el- 

lipfe  dans  laquelle  le  demi -axe  fur  lequel  on  prend  Tabf^ 
cîffe  X  eft= — .  a  a.  Si  Ton  fait  p  :  2  /i:  :  a:^,  Ton  aura 

=£f *  &  faifant  r .  a  =  J  J ,  Ton  aura  — ^ —  =  b^8c 

F  .  ?    - 

réquation  de  la  courbe  (èra  — jf  »==W— •Jfjip,oujr*=3: 

- —  .(Si  —  xx)  j  dans  laquelle  le  rapport  dep  :  n  efl  le 
même  que  celui  du  quatre  de  l'autre  demi-axe  de  Tel-. 
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lipfe  au  €ffX9né  b  h  ;  ainfi  la  courbe   cherchée  eft  une 
diipfe. 

Si  m  =a  n^ist  t  t  l'on    aura  p  os  x  ^  1  équation 
4es  paraboles  fera  clx  =j'  *  #  &  l'équation  j  *  =r--^^ 


n 


(W— jfjf)  deviendraj^  »  =  i  •  (i  J — xx).  AiniS  urte  ellipfe 

B  M  qui  aura  Ton  axe  fur  la  même  li^na  qu'uue  in-« 
finité  de  paraboles  du  premier  fienre  qui  ont  le  même 
fbmmet  A  (qui  eft  le  centre  de  Tellipre)»  dans  laquelle  hb  ^ 
cA  le  quarre  de  la  moitié  de  Taxe  des  X  ,  \^  quarré  de 
Tautre  demi-axe  étant  à  h  i<:omme  2  :  î>ou  dans  laquelle 
le  paramètre  de  Taxe  x  b  eft  à  cet  axe  »  cqmme  %  :  r, 
coupera  toutes  ces  paraboles  à  angles  droits* 

Remarque*  Lorfqu'une  difTérentielle  eft  égalée  ào» 
&  qu  on  peut  Tintégrer  «  on  doit  ajouter  une  conftantei 
cette  confiante  >  fi  elle  exiftoit^a  néceflhiremetit  difp^a 
dans  la  difTérentiation.  Lorfque  cette  conftante  eft  ar-» 
bitraire,  il  eft  de  nnduftriçduÔédmàrre  de  rexprimefi 
de  manière  qu'il  en  réfulte  la  folution  la  plus  fimple  du 
problème  propofé;  &  s'il  s*agk  d'une  c6urbe»  il  faut 
faire  enforte  que  la  conftaate  Ibit  homogèoe  aux  termes 
de  l'intégrale. 

11^  Problème.  Suff^mt  uhM  infinité  é*kypfri^eSé 
dont  l'une  foit  a  M  (  Fie  45  )  >  qui  ayent  ks  mimes  aj^^m^ 
tçtes  j^erjfeniiculqires  l  une  à  l'autre ,  &*  dont  les  '  cwjciïïès 
foient  A  P  (  on  fuppoft  l'angle  M  f^  A  des  tô -ordonnées 
droit  )  ,  trouver  une  courbe  B  M  »  qui  les  Cêufe  toutes  4 
tihgles  droits.  La  ctnirbe  B  M  fera  donc  pôtpenàictilàifc  ï 
la  tangente  M  T  &  PT  fera  la  fôus-tajieentedf  la  courbé 
a  M.  Or  la  fous-tangente  d'une  hyptïDo\t  quefeonque , 
^  (  comm«  on  l'a  dit ,  feûiion  précédente  10  )  égaie 
au  quotient  de  lexpofant  de  l'ordonnée  divifé  par  celui 
de  rabfciffé  >  en  prenant  TcxpoCant  de  r-abfciffe  a^ôte 

le  figne  —  >  donc  en  prenant  l'équation   générale  d8s 

hyperboles  tf»*  "^  "  sicjy  »  Ar  * ,  la  £bu$- tangente  PTfcta 

sa  « X,  Mais  PT  eft  la  fous-normale  d.e  la  courbe  BM  f 

n 

par  rapport  à  laquelle  elle  eft  pofitive  ,  parcequ'elle  va  ^ 

côté  oùtioiveâtaUist  ksf<M^«t)»eiidic«lâifies'4^'fi^ 


rflfataM^MHM«ril^H^M«ki 
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rapport  à  lorigine  B  de  la  coutbe.  Le  problème confiflé 

<lonc  à  trouver  une  courbe  B  M  ,  dont  la  fous-  normale 

TU  y  d  y        ffi 

foit  s= — .«; Ton  aura  donc—^  ;=  —  x,  ou  yàv^a 
n  dx         n  ^    ^ 

^jWi,         ,  m    x^       yy     ^ 

—^xdxp  — mx-^ynysAoy^ — » — --  -*--^«^ssC=fliï,ott 

• — y  »  =  X  *  —  —  a  CL  t)onc  là  courbe  chftxrhée  efl 
«ne  hyperbole  importée  au  pttinkt  a« ,  fe  le  terme 

mm 

— jr  *  fait  connoitre  que  le  premier  axe  doit  étreàfei» 

paramètre ,  comme  nxtn.Si  1  ofi  fait  ot  =  n  =  i,  Féqua* 
tîon  fl  *"f  »  atrjf  "•  jc  "  deviendra  a  ^  c=j^  Xi^  réquatiod 

cî-deflusferaj  *  ^zx^-^taa^^xx  —  bh,txi  ptenanc 

l  moyenne  proportionelle  entre  a  8c  ^a.  Cette  équation 
appartient  à  une  hyperbole  équilatere  dont  Taxe  eft=r=  aA, 
Donc  fi  BMm  eft  cette  hyperbole ,  que  A  foit  fon'  centre  » 
A  B s=:  &  >  la  moitié  de  fon  axe  ,  Èm\  coupera  à  angteft 
droits  toutes  les  hyperboles  du  premier  genre  dont  les 

équations  *^s=  ^  » ,  xy^=^(  a  ')    ,  jpj  =  (a  ''  )    ,&c. 

ne  différent  entr'elles  que  par  rapport  à  la  puifJance ,  & 
qui  font  rapportées  aux  mêmes  alfymptotes  pcipei!^** 
culaires  Tune  à  l'autre. 

« 

iiy.  Problème.  Trouvet  une  courh^  B  M  (  Fîg.  i^)  j 
rapportée  à  ^es  co  -  ordonnées  perpendiculaires  y  dans  laqudh  en 
faijant  B  A  =  a  ,  Valre  A  P  m  6  foit  égale  au  produit  de  Vare 
B  m   multiplié  pœr  a,  L  clément    de   l'arc    B  »•    eft    =s 

V^idx  »  -f-  dy  0,&  l'élément  de  Taire  k?mht^ydxi 

donc  S.yàx-^a  S.  V^ {àx^-^-dy^) y  oujyîjp==  à 

p^(dx*  -+■  dy  ^) ,  y^  dx^-  r=i  aadx  ^  -¥-  aady^  , 

a  d  y 
d«*(y  *-^fffl)  ±=flarfy^,rf5P=±:-7v ' r,  équatibft 

de  la  courbe  des  co-finus  hyperboliques,  (xi). 

Ji6.  Problème.  Trouva  la  courbe  dont  Vaîre en  tournant 

c         a  ^  d  X 

autour  de  Vaxe  des  abfcijjki,pfl>duh  lefoUde S,  — — ^ — i 
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Comparant lelémcnt  des  fblides  de  révolution  — y  ^  djc 

avec  la  différentielle  —  • du  fblidepropofé^ron  * 

€     a^  dx  c_,        a^         ..  ^    , 

—.——^  —  y^dx,  — =j^Saî=r;^^équa. 

tion  à  une  courbe  hyperbolique. 

117.  Problème.  Trouver  une  courle  AVl(Fiç.^6), 
rapportée  aux  co-ordonnées  AP  =x>Pm  =  Jf  perpendicu- 
laires l'une  à  Vautre  telle  que  l'aire  A  m?  toit  égale  au 
figment  A  E  F ,  compris  entre  la  corde  A  E  &  l'arc  corref- 
pondant  fun  demi-cercle  dont  le  diamètre  A  B  =  2  a.  L'ef 
pace  AFEP>  félon  ce  qu'on  a  dit  ci-defTus  (  14)  t 
cft  =  S.  dx  y^{  2ax  — X  X  ).  Le  triangle   APE   cft 

AP.EP         x.y^(zax — xx)      ,         ,     ^ 
ss  *—  = ^- 5  donc  le  fegment 

en  différcntiant  >   Ton  aura  dx  •  >^(i  a* ~x;c)  — 

1    j    ,x/  \         I  adx'^xdx 

i.dxy{%ax—xx)>.^  {.X  .     ^j^  ■  =5 

*         ^    ^  '         ^  \y  xax'^xx) 

^>f '^*  ,,  élément  du  fegment  AE  F5  donc  y  if  xr 
X  Y  \  ^  a^^x ) 

courbe  du  troifieme  ordre.  Cette  courbe  commence  en  A> 
coupe  le  demi-cercle  au  point  D  corref  pondant  à  une  abfcifTe 

T —  i  a  &  s'approche  continuellement  de  fon  afTymptote 

B  N.  Laire  A  m  P  de  cette  courbe  eft  égale  au  fegment 
circulaire  AEF.  Ajoutant  de  part  &  d'autre  l'efpace  AmE  , 
Ton  aura  l'efpace  A  m  E  F  compris  entre  la  courbe ,  le  cer- 
cle &  la  ligne  droite  m  E ,  égal  au  triangle  AE  P.  L'efpace 
infiniment  long  ADMNB  renfermé  entre  la  courbe,le  dia- 
mètre A  B  &  l'afiTymptote  fera  égal  au  demi-cercle  A  D  B  ; 
donc  fi  du  demi-cercle  &  de  cet  efpace  l'on  retranche 
l'efpace  commun  A  D  B  «  l'on  aura  Tefpace  infiniment 
long  B  N  MD  =  A  F  E  D  in  A.  Or  cet  efpace  eft  égal  au. 
triangle  reâilignt  A  D  G  i  donc  B  N  M  D  eft  =»  A  D  G. 

118. 
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ii8.  Problème.  Sur  la  furface  du  quart  étun  ké-^ 
mifj>herè  A  fi  D  C  (  Fig.  47  )  ,  mener  une  ligne  A  QD  ^  (& 
manière  que  la  lunule  AQD  K  foit  quarrable  algébriquemenu 
Je  mène  les  grands  cercles  A  Q  M  >  A  9  m.  *  >  qui  coupent 
la  courbe  en  Q  &  9  >  jf  ^^^  J^  perpendiculaires  Q,?  , 
qp  fur  le  demi-axe  A  C,  &  des  points  M  &  m  les  per- 
pendiculaires M  N  >  m  n  à  la  ligne  B  C  5  enfin  je  mène 
O  Q>  parallèle  à  la  ligne  M  m.  Je  fais  Tare  BM=  x« 
Mm=sîi,  BN=*,  Nn=:rfx,  AP=>,  Pfssrfj, 
P  Q  s=^  >  le  rayon  de  la  i^Kre:=:a.  tl  e(t  vifible  que 
le  triligne  A  Q  ^  eft  rélémflrde  la  lunule  >  mais  A  O  Q 
étant  un  infiniment  petit  du  premier  ordre  >  ÛQ  7  fera  un 
infiniment  petit  du  fécond  ordre  ;  donc  en  négligeant 
cet  infiniment  petite  l'élément  de  la  lunule  fera  AOQv 
Je  mène  tes  arcs  infiniment  proches  Vu  ,  Z^  paral- 
lèles **,  du  point  V  jabaiffe  fur  AC  la  perpendi- 
culaire VT&  je  faisAT^i  t,  VT=:=i/.  Mais  VT étant  le 
rayon  de  Tare  V  u>  l'on  a  la  proportions  :  VT=:  u  :: 

Mm  :=z  ds:  Vu=i:  — ^-i  &  parce  que  V Z eft Télcment 

de  l'arc  AV  dont  le  finus  verfe  eft  AT  =t,  le  finus 
droi«étantVT=3i/,l'ona  VZ:a:  :dt:u  ***,ou  VZ=: 

—  5  donc  le  reûanglç  V  itZjss- — .  —  =  ds  du  Donc 

intégrant^  en  regardant  d  s  comme  confiante  (  ce  qui  eft 
très- permis  )  ,  Ton  aura  le  triligne  A  V  u  =  t  rf x ,  &  fup- 
pofant  AT  s=  AP  ,  ou  fuppofant  f=^  ,  l'on  aura  Iç 
triligne  AOQ^^ds.  Tel  eft  1  clément  de  la  lunule. 
L'élément  ds  d'un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  eft 
sss  a  Se  l'ablciffe  comptée  du  (bmmet  =  j? ,  -eft  >  félon 

'*'  Les  cercles  dent  les  plans  paflent  par  le  centre  de  la 
'{phere  font  appelles  grands  cercles  de  la  fphere.  Les  petits 
cercles  font  ceux  dont  les  plans  ne  paâent  pas  par  le  centre 
de  la  fphere. 

**  Les  centres  de  ces  arcs  font  dans  la  ligne  A  C  <  8c  les 
cercles  auxquels  Ils  appartiennent  font  des  cercles  parallèles. 

***  Ûans  la  figure  3,  l'élément tr  eft  à  i/>  différentielle  du 
Cxuis  verfe  AH,  comme  le  rayon  Cî  eft  au  finus  droit  iH. 

Tome  IV.  K 
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ce  qu'on  a  dit  ci'-dcflus  (31  )  =^77^ r  > 

donc  rélcmcnt  A O  Q  =«=  -r79 — r>  ^^^^  ^  POi> 

^       y  {%ax  —  xxj  ^ 

tion  de  la  lunule  comprife  entre  l'arc  circulaire  AQ  &  lare 

■Ai  Q  de  la  courbe  Ai  QD  ,  fera1=:  S.  ^     ^^^^  — -   , 

&  en  TuppoCant  ^  =  a^  &  x  =tz>  l'on  aura  la  lunule 
entière.  Ayant  décric  un  ^^and  cercle  quelconque  A  QIVI 
&  mené  M  N  perpendMHiiremcnt  à  B  C  >  ruppofons 
l  =  V^( zax  —  X  x)y  c^-à-dire ,  fuppoibns  M  N  = 
A P  >  la  lunule  fera  =  S.  adx==a x  >  &  faifant  jc =a, 
la  lunule  entière  fera  =  aa.  C'efi  pourquoi ,  û  ayant  dé- 
crit un  grand  cercle  quelconque  A  Q  M  ^  l'on  mené  M  N 
perpendiculaire  à  B  C ,  &  qu  on  prenne  A  P  =  M  N ,  & 
que  dans  le  plan  de  ce  cercle  Ton  mène  P  Q  perpendi- 
culaire fur  A  C ,  le  point  Q  &  tous  ceux  qui  feront  fem- 
blaWement  déterminés ,  appartiendront  à  la  courbe  cher- 
chée >  &  la  lunule  AQDA  fera  égale  au  quarré  du 
rayon. 

I  ip.  Problème*  On  demande  maïntenojnt  de  trouver 
un  onglet  AHBDQA  qui  foit  quimalle  algébriquement. 
Je  remarque  que  le  triligne  A  O  Q  vient  oetre  trouvé 
5=  5  rf  j  i  donc  en  fuppofint  ç  >=  A  C =« ,  Ton  çiufa  le 
triligne  AMmr=^aas  ',  donc  MO Qnz  qui e(l  l'élément 

de  l'onglet  fera  =  (  a  —  7  ) .  rf j  =  ,  i  ,    ^^  ' — ^-r-  i 

4onc  en  intégrant  >  la  partie  de  l'onglet  compriiè  entre 
le  qu^rt  de  cercle  A  HB ,  les  arcs  de  cercle  B  M ,  QM  & 

r^rc Qb  A  Iera  =  S.      (^  —  ^^'^^^   ^  s^j^  7  =  at, ou 

y  (2ax — XX)  ^ 

A Pf=B N 5  l'onglet  deviendra  =  S.     (^— ^^-^^^ 

V    ixax — xx) 

==  a  V^(  zax'^xx)  9  &  en  faifant  ^  =  ^,  l'onglet  entier 

fera=aa. 

La  courbe  A  Q  D  ie  conftruit  de  même  que  dans  le 
problême  précédent  $  car  ayant  pris  un  grand  cercle 
quelconque ,  AQ  M,  &  mené  le  finus  MN  de  l'arc  BM , 
prenez  A  P  =  B  N ,  &  dans  le  plan  A  Q  J^  C  du  gran4 
ccrcfe  A  M  menez  P  Q  perpendiculaire  à  A  C  5  le  point  Q 


..-^' 
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&  tous  les  autres  ainfi  déterminés  feront  dans  la  courbe 
cherchée;  &  parce  que  les  finus  verfes  B  N ,  A  P  des  arcs 
B  M ,  A  Q  font  égaux ,  les  arcs  le  (iront  auffi.  Ceft  pour- 
quoi prenant  toujours  ÂQ:=sBM  ,  tous  les  points  Q 
feront  à  la  courbe. 

Abma&que.  L'on  peut  fouvent  trouver  la  courbç  qui 
réfout  un  problème  qui  peut  paroitre  d'abord  aflez  dif&cilê 
fans  employer ,  ni  le  calcul  différentiel  >  ni  le  calcul  inté* 

S  rai ,  ainfi  qu'on  peut  le  voir  en  liCint  la  première  partie 
e  cet  ouvrage  >  la  feâion  précédente^  &  par  la  folutioa 
du  problème  fuivant. 

120.  Problème.  Suppofant  un  cercle  am  bn  (Fig.  48), 
dont  la  demircirconférence  foit  =  AS  =  C ,  l'on  demande  de 
trouver  des  arcs  qui  f oient  entre  eux  comme  les  quarrés  de 
leurs  Jinus.  Si  l'on  tire  une  ligne  indéfinie  A  t ,  fur  la- 
quelle en  faifant  AS=iCi,  Sj=C>çf=C,  &  ainfi  de 
iuite  9  Ton  prenne  une  infinité  de  panies  dont  chacune 
foit  =  C  >  qu'on  faffe  rabfcifTe  AP  égale  à  Tare  aoz 
correipondant>  que  par  le  point  P  on  mène  PM  per- 
pendiculaire à  A  P  «  égale  au  finus  p  m  de  l'arc  a  m 
Jk  qji'on  fafle  la  même  chofe  pour  chaque  arc  de  la 
demi-circonférence  amb ,  la  ligne  AMS  fera  appellée 
\à  lignedat fions;  Si  Ton  fait  5 g  égale  à  l'arc  bn^î: 
•  qu'on  mène  de  même  ^N  =  D  n  >  finus  de  l'arc  amb  n,h 
partie  SN  ^  appartiendra  aufiî  à  la  ligne  des  finus.  Mais  Ip 
'<înus  jfNfera  négatif  à  caufe  de  l'arc  ambn^  C  &  <[2C. 

5i  fur  :f  f  ssC  ,  l'on  prend  ^  q  égale  à  l'arc  am==su,9c 

Î[u'on  mène  & 9 5=: fin.  u>  te  point  R  appartiendra  auffi  à 
a  ligne  des  finus.  On  voit  gifemenc  que  les  arcs  u,  C — u  > 
iC-4-i/i  3C  — u,4C-H  u,  5C  —  u,&c.ontlemême 
finus. 

•  Cela  poiî ,  la  qucftion  eft  donc  réduite  à  trouver  une 
xourh^  AM^H  V  qui  coupe  Ig  ligne  des  finus  en  diffé- 
rcns  points  M,  r ,  R ,  V  /  &c.  &  qui  fpit  telle  que 
fes  abfciflès  4^>  AF,  &c.  (picnt  entre  elles  comme  les 
quarrés  désordonnées  PM, rF,  &c.  communes  ^ceue 
courbe  &  à  la  ligne  des  finus.  Si  Ton  fait  les  abfcifies 
A  P=:)c,l  ordonnée  PM=j',  la  queftion  fera  réduite  à 
trouver  une  courbe  dans  laquelle  les  x  foient  entre  eux 

comme  les  quarrés  y  *  des  ordonnées  5  or  nous  fçavons 
que  c'eftJà  une  propsiété  de  la  parabole  >  ainfi  la  coufW 
A  M  r  B  R  dait  être  une  parabole. 

Ka 
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Si  Ton  fuppofè  aue  A  P  eft  l'axe  de  la  parabole  >  Tati'- 

F;le  que  fait  la  couroe  >  ou  la  tangente  de  la  coube  avec 
axe  AP  au  point  A  9  (èra  droit  dans  la  parabole  ;  mais  cet 
angle  eft  de  45^  dans  la  ligne  des  finus  comme  nous  le 
ferons  voir  dans  un  moment.  Donc  au  commencement 
la  parabole  tombe  hors  de  la  ligne  des  finus.  Si  Ion 

fuppofe  que  Téquation  de  la  parabole  eft  a  x  =jy  ^  ,8c 
qu'on  falie  le  paramètre  fort  petit ,  la  parabole  coupera 
la  ligne  des  finus  dans  plufieurs  points.  Si  l'on  fait  le 
rayon  du  cercle  a/nbn  =p,  lorfqu'on  aura^=p,  Ton  aura 

ax  =p  * ,  flp=  — .  Si  Ton  prend  donc  x= —  &= — ^ , 

une  des  branches  de  la  parabole  recontrera  la  ligne  des  fi- 
nus au  point  correipondant  à  cette  abfciife.  Si  rabfciffe  x 

=:   ^répondà— ,ou  à-  C,ouà^C,  &c. ,  comme  les 

CL  éL  sê  % 

ordonnées  paraboliques  vont  toujours  en  augmentant  > 
la  parabole  ne  rencontrera  plus  au-delà  la  ligne  des  fi- 

nus-  Si  —    =  *  eft  ^  C  ^  U  ligne  des  finus  fera  coupée 

«2  , 

en  plufieurs  points.  Si  Tabfciflc  x.s=  '—  eft=  —  C  ,  la 

parabole  touchera  la  ligne  des  finus  fans  la  couper.  Si  — 

eft  ^  101  •  C  >  la  demi-parabole  A  R  coupera  la  liçne 
des  finus  au  moins  en  200  points  *  >  &    alors  a  {era 

<      ^    •;\.  Donc  fi  on  décrit  une  parabole  À  M  R  avec 
201 .  C  • 

le  paramètre  a  <  — ^— p;  ,    l'on   aura  au   moins  aoo 

arcs  qui  feront  cntreux  comme  les  quarrés  de  leurs 
finus.  Il  eft  facile  de  voir  comment  tt|  doit  détermi- 
ner a  pour  avoir  tel  nombre  d'arcs  Çfe  Ton  voudra 
^ui  (oient  dans  le  rapport  des  quarrés  de  leurs  finus. 


'^Sî  on  fuppofe  que  les  deux  branches  delà  parabole  (oient 
d  écrites  ^  il  eft  facile  de  voir  en  combien  de  points  la  branche 
A/N  doit  couper  la  ligne  des  finus» 
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Nous  avons  dit  que  l'angle  P  A  M  que  fait  la  ligne  des 
finus  avec  la  ligne  AP  étoit  de  45*^.  Or  c  eft  ce  qui  eft 
évident;  car  fî  dans  le  cercle  amh  n  on  prend  Tare  am 
'  i  ifiniment  petit ,  Ton  finus  m  p  fera  cenfé  cçal  à  cet  arc  ; 
donc  fi  AP  eft  un  arc  infiniment  petit,  ron  aura  AP 
=  P  M  &  le  triangle  reftangle  AMP,  dont  Thypoté- 
nufe  eft  Tare  A  M  de  ta  courbe  des  finus  fera  ifoceîle , 
&  l'angle  MAP  fera  de  45** ,  auffi  bien  que  l'angle  PMA  > 
donc,  &c. 

.  AfplicvATIom  bu  Calcul  DiffiSrek  tiel 
ET  DU  Calcul  Intégral  aux  Courbes 
A    DOUBLE    Courbure. 

121.  Afin  de  mieux  comprendre  cette  matière  ,  les 
commençans  feront  bien  de  relire  ce  que  nous  avons 
enfeiené  dans  la  première  partie  de  cet  ouvrage»  fur 
les  Jurfaces  courbes  &  les  courbes  d  double  courbure, 

1 22.  Problème.  Étant  donnée  la  courbe  à  double 
courbure  A  N  (  Fig.  45)  ) ,  fon  axe  A  P  des  x,  dont  l'origine 
e/î  A  ,  V équation  de  la  courbe  de  frojeâionfwr  le  vlan  A  P  M 
ae  la  bafe  ,  G*  celle  d'une  des  deux  autres  courbes  de  fro- 

•jeâlion ,  on  demande  de  mener  à  un  point  N  de  la  courbe  à 
double  courbure  la  tengenteN  t,ou,ce  qui  revient  au  même, 
de  trouver  la  valeur  &  la  fous  ^tangente  M  t  aujp,  bien  que  fa 
fofimn.    Du  point  N,  je  mené   l'ordonnée   NM,  & 

.du  point  M  où  elle  rencontre  le  plan  de  la  bafe,  ik* 
co-ordonqée  M  P ,    je  prends  le  point  n  infiniment  pro- 
che de  N  >  je  mène  les  co-ordonnées  correfpondantes 
nm,  vm,  &NA  parallèle  à  M  m  ,  auffi  bien  que  M  H 
parallèle  à  l'axe  A  P.  Faifant  enfuite  A  P  =  :r,  P  M= 

j  ,  M  N=.^,  Ton  aura  Pp=.Jx,  mH  =  rfjf ,  nh=dz 
&  M OT  =  v( dy^^dx^).  Mais  les  triangles  fem- 
blables  nNA^NMr,  donnentn  A  :  N  A=Mto;  îMN: 

Mt,ondi:y^{dx^'^dy)::iilAt=^'^^^^''^'^^^K 

Il  eft  aifé  de  voir  que  cette  fbus-tângentc  doit  être  û- 

tuée  fur  M  T,  tangente  de  la  cpurbe  de  projcâkien  AM, 

puifque  les  lignes  Nn,  Mm  étant  dans  le  même  plan , 

'  leurs  prolongemens  doivent  auffi^  être  dans  le   même 

f^lan.  Pour  mire  ufàge  de  cette  formule  il  faudra,  par 
e  moyen  des  courbes  de  projeftion  ,  éliminer  deux  des 
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trois  vâriablcs^  qu'elle  contient ,  la  Jiffércritielle  de  la 
variable  qui  rcftcra  ft  trouvant  au  numérateur  &-  ait 
dcnominateur  ;  la  formule  fera  délivrée  de  différentielles. 

123.  C  G  K  G  ;,  I.  A I R  E  I.  La  tangente  N  t  e(l  égale  à 

.  124.  ColtOLtAiRE  TI.  Si  dans  le  plan  du  trian- 
gle t  M  N  on  mène  la  perpendiculaire  N  O  à  la  courbe 
a  double  courbure ,  les  triangles  femblables  N  /î  A ,  N  M  O, 

donneront  N  A  =  y^(dx^  -*-  rfj^  »  )  :  n  A  =;  ^  j  :  :  M  N 
c=  ^'  ;  M  O  =  TTr  à^  2  — T^  >  expreflîon  de  la  fous-nor^ 

maie  M  O5  donc  la  normale  N  O  ssj/"  (  MO-*-  M  N  ) 

Remarque*  Si  l'on  trouvoit  la  fous-tangente  né- 
gative ,  on  la  prendroit  du  côté  oppofé  %  ç*eft-à-dire  > 
Îu  on  la  prendroit  fur  la  tangente  t  M  du  coté  de  O ,  & 
la  fous-normalé  étoit  négative  ^  on  la  prendroit  du 
côté  de  A. 

•  12$.  Problème.  Sup^ofant  que  les  équations  dés  courbes 
ie  frojeâlion  AM,  AV,  furies  jflans  APM  ,  KAQ^y  font 
C  X  =;j  *  &*  ijz=:n^,on  demande  la  fous-tangente  Mtde 

.  la  courbe  à  double  courbure  A  N.  La  première  équation 
donnt  û  d  jf  ==  ajr  djf ,  la  ftconde  donne  bdj  =2  ç  rf  j  i  donc 
adx  adx     ,  bdy  bdy 

(en  fubftituant  la  valeur  de  dj  Çc 


i^^"«F 


ceUede>  ==  l/'flaf  )  5  donc  K^  (  rfx^  -h  rf>*  )  ris 

d  X  .  |/^^-lil ^y.  Mais  de  plus  j  ç  ==  i  j  =s  J  j/'a  » 

cs;KX8tay)5^dohcç  ==  v^if  <îx.  Suftituant  les  va-^ 
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leurs  ieiyà€d^,dc  \^{  àx^-^dy^)  dans  la  formule  de 
la  fous-tangente  ,  Ton  a  ^-  >/"(i**-+-  ày^)  =s 

4^.  j^^it£^ll^)  =  a^.(4x;c^-^jf)  j  mais  la 

fous-tangente  de  la  parabole  A  M  cft=  i*  &  la  tan* 
gen te  M  T  =  y^{  4  »  «  4-^  »  )  =  V^(  4  *  *  -4-  a  ;r  )  j  donc ' 
la  fous-tangente  M  t  de  la  courbe  à  double  courbure  AN  > 
eft  double  de  la  tangente  M  T. 

1x6.  Problsme.  Trouver  h fousi-normde  de  la  mêrne^ 
courbe  à  double  courbure.  N  M  étant  une  perpendiculaire 
abaiiTée  du  fom'mct  N  de  Tangle  droit  du  triangle  rec- 
tangle r  N  O  fur  Thypothénufe ,  Ton  a  M  t  :  M  N  :  :  M  N 

sssjssB  ^abb  X  (ainfi  qu'on  Ta  vu  ci-deffus  iiy  )  :  M  O 

Z7  J/^abb         c^ur         r  v 

==  -^rr-  ==       -y^x r.  Si  loniuppoleaf  =0  ,^  Ion 

aura  M  O  ==  — 5  Si  Ton  fait  jp  =  00  ,  Ion  a  M  O  =^ 

-^l/^  =  O  >  donc  à  Tinfini  la  tangente  de  la 

courbe  à  double  courbure  eft  parallèle  an  plan  de  la  ba(è. 

:  la/,  ProjIleme.  Suppofant  ^oe  RN  (Fig.|o) ,  eji 
une  courbe  à  double  courbure,   telle  que  la  courbe  de  jnro^. 

jeâion  fur  le  plan  de  la  bafe  foit  la  parabole  de  Véquatiori 
a  x^sszy  ^  ù*la  courbe  de  frojeâioa  Jur  le  plan  R  A  Q  desy  &• 
des:  j ,  Ze  cercle  de  V  équation  y^:=^aa'^Wi  trouver  la  va^ 
leur  de  la  fous-tangente  de  cette  courbe.  En  prenant  la  va- 
leur de  ^  &ded  j  en;e&  ix,  celle  de|/'(rf**  +  rfj'*  )i 

4  • 

qu'on  a  trouvée  (  laj  )  :ssdx  f/'  ( -2 y  &  1^ 

X  aX         ^ 

valeurdeç  *=tffl — y  ^z=zaa'-^ax  (àcaufcdcj'*=fljip)> 
Ion  aura  i  =  Vi^a- ax),di  =  ^yT^^J^^y 

K4 


sja     Cours  de  Mathématiques. 

».((! — x).l/'(4xx^ax)         (a — jc).l/'(4Jfje-4- due) 

a=—  '  ^=—  '  ■'       > 

2X  X 

donc  on  trouvera  la  (bus-tangente  demandée  que  jap« 
pellerai  S  ^  en  prenant  une  Iigne=:  l/^(  ^x  •+-  ax) ,  tan- 
gente de  laj  parabole  >  (ûppofant  cette  lignées  u>  8r 
&i(ànt  x:  u  ;  :  a^-x:  S  ;  mais  on  prendra  S  de  l'autre 
<ôté  de  M  pat  rapport  à  T  à  caufe  du  ligne  -— . 

Il  8.  Probleme^.  Trouyer  la  fous -normale  ds  la  cowhe 
K  N  dans  la  même  fuppojinon.  Si  Ton  appelle  cette  fous- 
normale  R ,  &  que  Ion  fafle  la  fous-tangente  S  :  ^  ::  ^  :  R , 

u  u  ??  x.{aa — ax) 

Ion  aura  R  »  -^     =     — 7 ^--7; ^— — r 

en  ruppofanc  jc  =;  tf.  La  fous«normaIe  doit  être  prilè  du 
coté  de  A  ^  parce  qu  elle  eft  négative* 

Lorfque  jif  =  a  tlon  a  ^*  =  fl[a  —  ajip  =  o,  &;5;=oî 
donc  la  courbe  à  double  courbure  doit  rencontrer  le  plan 
,à&  la  bafe  au  point  C  correfpondant  à  x=a. 

I2j^.  Pkoblbme.  Reâifier  une  courbe  à  double  cout" 
iure  AN  (Fig,  4^).  Le  triangle  reûangleN/in  donne 
Télément  N  /i   (de   la  courbe  à  double  courbure  )  =: 

|/^((  «A)*H-(NA)*).  Mais  félon  ce  qu'on  a  dit  ci-deflus, 

NA  =«  Mm  =;  y^  (dx^  -4-   dy^)  ;    donc    Nn  = 

1^  ( rf?* -f- rf>f *  ■+- dy^ ).  On  éliminera,  par  le  moyen 
des  équations  des  courbes  depro^eâion  ,  toutes  lesdifFé^ 
rentielles  excepté  une  >  &  intégrant  enfuite  >  Ton  aura  la 
valeur  de  1  arc  A  N. 

130.  Problème*  ReSiJier  la  courle  i  double  courbure  » 
dont  réquation  de  la  courbe  de  projeâion  fur  le  plan  de  la  bafe 

ejl  (j^  '^^taa)  ^  =  pa*»*,  Véquation  de  la  courbe 

ie  proje&ionfur  le  fl<vi  des  y  ù'  des  i  item  y^  ^mai.  La 

,       ,       .     j  {y  y — *«a)  »     j 

première  équation  donne  «=3^^:^ ^ »     ,  d»  =s 

'^r-^ ,  (  1^  1  -^  %  aa)^.  La  féconde  équation  donne  î=a 
a  a 

ZZr.^  dyss  ^'  ■  ■■  .  Subftituant  ces  valeurs  dtdxScdcii 


m-^ ; 
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dans  Télémcnt  y^(  d^^  ^dx^'^dj^) ,  l'on  a ,  toute 
réduôion  faîte ,   '^-^  r^  T  ^ — Z-  ,  dont  l'intégrale  cft 


c. 


j  aa 

'    Pour  déterminer  la  confiante  C,  je  remarque  que 

l'art  de  la  courbe  doit  être  =  o  ^  lorfque  x  =  o  3  mais  x 

aB=  — :^ 1.  ;  donc  alors  y*  =  iaa,y=ay2î 

donc  puifque,  lorfque  *  =  o ,  l'intégrale  doit  être  =  oj 

Ion  aura haK*  +  C  =  o,  ou h 

.  3û«  S 

«V^i  -4-  C  =  o,  ou  C=  —  -î  a  j/"a.  Aînfi  l'intégrale  com- 

plette  eft  ^ h  y  —  ^  a  Vx,.  Telle  fera  la  valeur  de 

l'arc  de  la  courbe  à  double  courbure  >  compris  entre 
l'origine  de  la  courb^&  le  point  auquel  répond  l'or- 
donnée y. 

Si  Ion  fait  yss  o.  Ion  a  Jc  =  -i i—  i   mai^ 

xoia 

(  —  2afl)ï=  V^( —  8  a  ^) ,  quantité  imaginaire  >  donc 
on  ne  peut  pas^  fuppofer  jr  =  o.  On  ne  peut  pas  fuppofer 

non  plus  \  =  — ^  =5  o  >  ainfi  l'origine  de  la  courbe  à 

double  courbure  ne  fçauroit  être  fur  le  plan  de  la  ba(è. 
Mais  parce  que  x  =  o  >  donne  j'  ^  =  2  a  a  >  l'on  a  alors 

j  se  ^^ —  =5=  a  A  Par  confêqpent  cette  origine  eft  éloi- 
gnée au-defTus  du  plan  de  ba(è  de  la  quantité  2  a. 

xjx.P&OBLEMB.  Soit  lo.  couvbe  à  double  courbure  AH 
(Fig.  fï)y  dont  les  axes  font  A?,  AIR.,  AQ  ù'deuxdefes 
courbes  de  yrojeSion  A  M ,  6»  AVs=PN,  on  demande  de 
trouver  la  valeur  de  Vefjface  A  P  N  jttfe/f  une  partie  de  lafurface 


^ '. — 
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cylindrique  WN?*  élevée  fur  la  courbe  AV,  détermmi  par 
ta  courbe  d  double  courbure ,  par  l'axe  W  ^  la  courbe  P  N  ==: 
A  V  Je  prends  ?pz=zdx  ,  je  mené  l'ordonnée  p  m  &  je 
décris  la  courbe  p  ndont  le  plan  eft  perpendiculaire  à 
ccIdî  de  la  bafe,  &  parallèle  à  ceux  des  courbes  AV 
&  P  N.  La  petite  furface  N  n  P  p  fetà  Telément  de 
la  iurface  cherchée.  En  menant  N  G  parallèle  à  A  P  > 
ic  retranchant  le  petit  triangle  N  /i G  (qui  difparoit  de- 
▼ant  P  p  N  G  )  ,  Félément  de  la  furface  cherchée  fera 
P|fN  G.  Mais  cet  élément  cft  le  produit  dtVp  =  dx 
fax  la  courbe  P  N  =5  A  V,  &  les  co-  ordonnées  de  cette 
courbe  étant  y  ic  ^,  l'élément  de  cette  courbe  fera  ==: 

yid^  *-f-  rf?  *)  >  donc  cette  courte  =  S.  V(dy^'^di^)^  & 

lelément  delà  furface  cherchée  ç{t=dx.  sy^(di^-^dji^  ).. 

Si  l'on  réduit  cet  élément  à  une  feule  variable ,  & 
qu  on  inteçre ,  Ton  aura  la  furface  cherchée., 

132.  Problème.  En  fuppofant  que  la  courbe  de  pro^ 

jeSion  A  M  foit  une  parabole  dont  V équation  foit  y^  =za  x» 
Jf  que  là  courbe  de  projéâlidn  AV=PN/oit  une  autre  parabole, 

dont  l'équation  foit  jr?  =  açj,    on  demanàt  la  valeur  de 

Id  furface-  APN  renfermée  entre  J^  courbe  à  double  cour^ 
hure ,  la  parabole  cubique  PN  G*  Vaxe  A  P*  L'oa  aura  * 


,    i 


^  ^V  ^  ^  a^ 


2a* 
I 


(jy-f-^a)* 
5=: — jl—T—i,  en  ^intégrant  par  ht  règle  fohdaoventalc  > 

a^nc  ixS.  V{dy^  -f-J?n=-^.OH"f^)  '  =  ^^)< 

(y  +  i . «)^, en ftibftituant k  va^teuf ^^  ^  dé  ix. 

*  Par  cylindre  on  entend  ici  un  ibfide  dont  la  gtoflèuf  eft 
unifoime  dans  toute  fa  longueur» 
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Je  remarque  maintenant  ou'en  augmentant  d'une  unité 
réxpofant  i  foas-enténdpi  Je  la  variabrej  hot^  du  figne ,  &' 
ledivifantenfuiteparTexpoiant  I  {bus  entendu  de  la  va- 
riable y  fous  le  figne  >  le  quotient  donne  un  nombre  en-- 
tier  pofitifs  ainfi  (i)»  cette  difFérentielle  eft  intégrable; 

L*on  Â  vu  ci-deffus  (0><ïué  h  difFérenticHe  tfx"  •»■+»-*'  dbpx 
(i-f-^jc»  )   ,  devehoit  (en  fai{ant(?-f-gx»)^=j) ;;r-î^X. 

ZJ^Ï*  (k.^  —M  .  Si  dans  cette  formule  on  faits: m 
ssht^tSt  qùVn  intégre  en  négligeant  lé  faâeur  confiant, 

rintégtalcferâîA&iiî.(t  ^  — î?^  wXt-J»  — 

p 

.{  ;,  "^  '•  Mais  fi  dans  ladifiërent}clIetf»~""^"*'>C 


rf* (b-hg x^ )P  ,  Pon  change  xeny,iii  cnij ,  qu'oa 
fafTe  6  =  I  a  ,  jf  =  I ,  SeT^uon  change  le  faveur  confi 

2  2 

tant  a  en  — r ,  p  en  -  ,  que  Ion  multiplie  Tintégralé 

que  l'on  vient  de  trouver  par  le  faâeur  confiant  qu'oor 
â  eu  cî-deflùs  (  i  ) ,  ou  par JT^  *  9^  parce  que  à 

cfl  ici  rcpréfentc  par  — j—  ,  ppar  i,quen=si,fcg==sri 

4  - 

fera  -^, ,  Ton  atnra,  àcaufè  de  î===  (  jr-t-  |.  a)"  ,  Foti 

aura  ,  dis-jc  ,  toute  réduflEîon  fîtitc ,  l'intégrale  cherchée 


6= r  (7  "^  ïj*  «)•  (  J^  H-  5'  fl  )  ï«  Pour  fçavoir  fi  cette 

Intégrale  eft  cbmplettCi  je  remarqué  qu'elle  doit  être  =soi 
lôtfque  ^=01  mais  alots  tilc  deviciït  s=—  ^         .    1 

7(>S4S  V    * 


4oiic  k  conltaiite  qu'il  faut  ajouter  eftss'^ 


ij6  Cours  de  Mathématiques. 

?c Imt^îgrtlc  complettc  eft  -^t'C?—  :n^*^'0^;^)*"*^ 

Î5Î1ÎÎ.  TeUc  cft  la  valeur  de  la  furface  AP  N- 

i3|.  Problème- Trouver  l€ furface  cylindrique  A V N P.. 
Cette  furface  étant  le  produit  de  A  P  par  Tare  P  N,  fera 

Corollaire.  Si  A  u  eft  une  demi  -  cicloïde  dont 
le  diamètre  du  cercle  générateur  foit  ay  Ku  fera=  2  a  & 
la  lurfacc  c/Undrique  Aunp  fêta  =  »  a  x.  Si  a?=  a,  cette 
Airface  (èra  x .  a  a ,  ou  double  du  quarré  du  diamètre  du 
cercle  générateur. 

-  I  j4.  Problème.  Trotofer  Vefpace  A  V  N  compris  entre 
h  courbe  à  double  courbure  A  N,  2a  courbe  de  proje^ion  A  V, 
(r  la  ligne  V  N  parallèle  i  A  P.  Si  de  la  lurface  cylindrique 
APNV,  on  retranche  la  (ùrface  ANP ,  Ton  aura  la  furface 
chcrchée:5=jeS.V^(rfjK ^-H rf?  *  )  — rfx  S.l/^(rfy  *-^rf? ^). 
.  ijj».  Problème.  Étant  donnée  la  courbe  à  double  cifur- 
l^re  A  N  avec  fes  axes  &•  fes  équations ,  trouver  le  foliie 
A-PMN  déterminé  par  le  plan  MNP,  la  bafe  APAt  6* 
les  furfaces  courbes  A  P  N  &  A  M  N.  Le  petit  folidc 
M  P  p  OT  n  N ,  compris  entre  les  deux  plans  P  M  N  & 
pmn,  étant  l'élément  du  folide  cherché,  il  s'agit  de  trou- 
fer  fon  expreffion.  Pour  cela ,  je  remarque  que  cet  élé- 
inent  eft  un  prifme  dont  la  bafe  eft  le  plan  P  M  N  8ç 
là  hauteur  Pp.  Or  Télément  du  plan  PMN  c&:=7dyi 
car  lorfque  l'ordonnée  de  la  courbe  eftjr  &  l'abfciffeXi 
l'élément  de  l'aire  de  la  courbe  è^ydx;  donc  lorfque 
l'ordonnée  M  N  eft  j  &  que  l'abftiffe  P  M  eft  ^ ,  l'élément 
de  l'aire  doit  être  =  ç  a  j  5  donc  la  bafe  de  notre  folide 
élémentaire.  féra  =  S.  ^rfj^,  le  folide  élémentaire  fera 
T^dx  S^  id^  &  le  folide  cherché  fera  S.dx.S.7  d% 
Pour  pouvoir  intégrer, on  réduira,  par  le  moyen  de  la 
courbe  P  N, la  valeur  àt  S.  ^dy  tn\ic  enfuite  en  x 
ou  d'abord  enjy  &  enfuite  eh  x  y  par  le  moyen  de  l'é- 
guation  delà  courbe  A  M  afin  que  l'élétnent  ne  contienne 
qu'une  feule  variable  Xy  ou  bien,  on  tâchera  d'exprimer 
l^lément  par  une  feule  variable  ç ,  par  exemple ,  &  fa 
différentielle  rf  j  ,  en  éliminant  dx  Se  dy. 
.  i}^.  PROBLE  me.  Suppofant  qùt  la.  courbe  de  prôjeâioa 
fur  le  plan  de  la  bafe  ejl  la  parabole  de  Véquanon  a  x  =sy  * ,  O 


•^•n 
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la  courbe  de  proje&ion  f»  le  -plan  des  y  O  des  x  la  forabole 
de  l'équation  ^^  z=:  hy  ,  on  demande  le  folîde  A  M  N  P, 
l-'on  aura  :(r=  y^hy  -y  donc  rélément  dx  ^  S.  ^  d  y  , 
Icra=rfje.  S.dy  yhy,  ou  dx .S.dyl/^ (  by^ ax)^ 
parce  quej^ax.  Mais  de  réquation^=:)/^à:r  ,  ioU 

1.  L  a  dx 

tire  rfj  =  fa'»«'*"*^djp= {.—^ ;  donc  en  fubftituant 

*  *  y  ax 

Ton  aura  dx.S.dj  y^bj/=^l  dx.a*b^S.x  ^dx\ 
OrS.x     ♦rfjfss-Jc*  5  donc  rélemeiit  ferai*!  •  a  ^  sc 

1       i  i       i       1 

î*.af*" Jjifjdontrintégralecft JL  .  a*.J».xS  valeur  du 
folide  propofé.  Si  Ton  veut  Texprimer  enj,  on  fubftî- 
tuera  la  valeur  de  x  prife  de  Féquation  jr  *  =  «  x  &  fi 
Ton  fubftitue  enfuite  la  valeur  de  Jf  en  ^^  on  1  expri- 
mera par  une  fonâioii  de  ^* 

137.  Problemi.  Trouver  la  valeur  du  frjfme  AYÎiMP, 
compris  entre  les  plans  AVQ  &  PMN.  Si  Ion  multiplie 
Taire  P  M N  par  A¥  =x,  le  folide  cherché  fera  =: 
x.S.idj, 

Corollaire  L  Si  la  courbe  AV  =  P^  eft  uae 

parabole  dont  j  (bit  l'ordonnée  &  y  Tablciflc  ,  Taire 

PMN  fera  =  1  j jf  &  le  prifine  demandé  fera  =  *  x^y. 

138.  Corollaire  II.  Si  du  prifme  x.S.rdy, 
Ton  retranche  le  folide  AMNP  ,  Ton  aura  lefo- 
lide  A  V  M  N  =  :v  S.  î  rfj  —S.dxS.idy.  C'eft  Tex- 
preffion  du  (blide  qui  manque  au  folide  AMNP  pour 
égaler  le  prifme  A  P  M  N  V. 

13p.  Problème.  Étant  donnée  la  courbe  d  double 
courbure  A  N  (  Fig.  ji)  &•  fes  courbes  de  froje&ion  fur  le 
flan  de  la  bafe  ù'fur  celui  des  y  ù*  des  \y  trouver  le  folide 
AM  "N Y Q^,  en  fuppofant  que  Ion  ne  connoU  ni  le  prifme 


*  On  doit  faire  attention  que  y^{b»yax)t=s\/{%^.hBax) 

I  1  X  .         «  3        » 
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de  ce  dernier  ^bo  5  Télément  du  foUde  chercfié  ferçi 
Vtt/iNMOTQç.Si  Ton  f?dt  paffer  les  plans  V  fg  N, 
N  L  fif  K  M  par  les  lignes  V  N ,  NM ,  ces  plans  rctrahche- 
jont  les  petits  folides  VufgL  N ,  «  L  N  M  K  maai  fout 
jfiaf&grtaDles  refpeâivemént  au  prifme  V/g*  N  M  K  ^  Q 
qu'on  peut  regarder  comme  l'élément  du  folide  demandé. 
JPour  avoir  Texpreflion  de  cet  élément,  je  multiplie  Q^ 
par  le  reftangle  V  N  M  Q  =s  ;c .  j^  Mais  Çlq:^dyy  donc 
^çet  élément  ât^:ss  pci  à  y. 

CoB.oi.tA lit B.  Donc  le  folide  A P  MN  =  :if  .S-^^7 
rr-  $•  *  i  ^y*  Autre  expreflloa  difêtcute  lîe  ceUc  qu  on  « 
trouvée  ci  -  dcffus  (  1 3  y  )  >  pour  le  inême  folide. 

;I40.  Pro3lbue.  Sufjafim  q^/i  la  courbe  A  M  (çuie 
la  courbe  de  vrojeâion  de  la  courbe  d  double  courbure  Jur  i 
Vlan  de  la  baje  )  ejl  la  parabole  de  î équation  ,fl  ;r  =  j  * ,  ir  que 
la  courbe  AV  de  frojeSion  fur  le  j>lan  des  y  ù*  des  ^  efl 
fly/iperboU  équHatàre  dhnt  Péquaàon  efl /{  y  ss;!si  a  a ,  Von  de^ 
manie  le  folide  A  M  N  V  Q.  L'équation  ctxssy^  donna 

adx 


y=sa^  X  *,dy=sli 


*dx  =  l. 


jl^yszfi^  dorme ^::^-— g»-  ,:  ;  — 


y^  ax 

4L^X$ 


X'equatioa 
Suhfti- 


jti^nt  les  ysJLeurs  de  f  le  4c  d^ ,  .qu'on  vient  de  trpuvcr 
idans  X  ^i  y  ,  l'élément  du  foIidé   j^emandé   fera  =^ 

'  y^à'x    *    »'        ax 
L.p,^,x  eft  la  valeur  du  folide  cherchée 


^      a^  dx        ,       ,  . 

*    '  /TV»* 


dont 


Y  ^x 
rinpégrale 
Ci  dans  cette  intégrale  l'on  fubftituc  ^  la  place  de  x 

fa  valeur -ï^  prifc  de  Téquation  a  xi=s^y  »  ,   l!pn  jtiura 

i  av  *  pour  la  valeur  du  folide  cherché. 


^ 


*i 


'  1  ■■ 

\ 
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\ 
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SECTION     III. 

De    L'iNTiGRATION    PES     FORMULES 

Différentielles  et  des  Equations 

DiFFÉRBNTIELLEÇ. 


N 


O  U  s  diviferons  cette  Seâîon  en  deux  par- 
ties,  DaDS  la  première  aous  traiterons  dt  Knté* 
gration  des  formules  &  des  équations  difFéi;eQtiel)e$ 
à  une  &  à  plufieurs  variables.  Nous  parlerons  dans 
la  féconde  de  quelques  méthodes  d'intégD&r  peu 
connues,  du  calcul  des  variations  &  de  (es  ap* 
plications. 
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PREMIERE  PARTIE. 

DE     LA     TROISIÈME     $,EC7I0N« 

I .  ISl  O  U  S  parlerons  d  abpjcd  de  Hatégration  des 
différentielles  à  une  feule  variable,  &  de  celles 
(qui  ne  contiennent  qu  une  feule  variable  d^ns  cha- 
cun dé  leurs  termes.  Nous  paflèrons  enfuji,te  auy 
différentielles  à  plusieurs  variables.  Mais  aygint 
d'entrer  en  matière ,  nous  remarquerons  que  ,  fe- 
ion  ce  quôn  a  dit  dans  la  feéèion  précédente  (i), 

l'intégrale  de  mx'*"'^  dx,  ou  S.  m^r"'"'  dx  cft 


r"',S. 
5.  (ydx 


xdy — ydx         y     « 
— ^ — — =  —,  o. 


dx 


X 

xdy) 


X  X 


LfX^ 


X  y.  L'on  a  vu  auffi  dans 


^mmÊÊÊammmmmÊÊmtÊÊmmmmÊmmmmmmmti^immmÊi^mmmaÊam^ÊmmÊ^m^mm^^ 
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Tendroit  cité  ,  que  Ton  pouvoit  trouver  l'intégrale, 
d'une  différentielle  binôme  ax"^ dx(b  ^j^  g x^y^^ 
toutes  les  fois  que  p  eft  un  nombre  entier  po- 
fitif.  De  même  toute  différentielle  de  cette  forme 

il  :r  -  d:r  (i -4- g  a: • -+-/ar  ' -4- A  :r • -+- &c.  )^ 
fera  intégrable  algébriquement  ou  par  logarithoies^ 

toutes  les  fois  que  p  fera  un  nombre  entier  po- 

litif  9   &  que   le  polinome  qui  ef);  fous  le  figne 

ne  contiendra  qu  un    nombre   fini   de  termes  ; 

car  alors  on  n*aura  à  intégrer  que  des  quantités  de 

B 
la  forme  Bx^dx  ^  dont  l'intégrale  efl  ^ •  * 

Mais  fi  R= — I ,  rintégrale  de  hx^dx  fera  ^==BL.:r. 
L'on  a  vu  auflî  dans  le  même  endroit ,  que  Ton 

feut  intégrer  toute  différentielle  binôme  telle  que 
expofant  de  la  variable  hors  du  figne  augmenté 
d  une  unité  étant  divifé  par  Texpofant  de  la  va- 
riable fous  le  figne  donnera  pour  quotient  un 
nombre  entier  pofitif.  Il  en  fera  de  même  fi  la 
différentielle  binôme  ne  fe  trouvant  pas  dans  ce 
cas  peut  (  fans  changer  de  valeur  )  y  être  ramenée  , 
en  changeant  Texpofant  de  la  quantité  fous  lefigne 
de  pofitif  en  négatif,  ou  réciproquement.  Ce 
fera  la  même  chofe  fi  en  multipliant  hors  du  figne 
&  divifant  fous  le  figne,  ou  fi  en  divifant  hors  du 
figne  &  multipliant  fous  le  figne  ,  la  différentielle 
peut ,  fans  changer  de  valeur ,  être  ramenée  à  cette 
formea^f  *"•  '»-^"-"  '  dx.  (i-+~gAr")',  ou  à  celle-ci 
ax"^  •  ""■  '  ix  (i-t-gx")%m  étant  un  nombre  entier 

pofitif  ou  o  dans  le  premier  cas ,  &  un  nombre  entier 
pofitif  dans  le  fécond  :  car  en  augmentant  d'une  uni« 
té  l'expofant  de  la  quantité  hors  du  figne,  l'on  a  dans 
le  premier  cas  m .  n  ■+•  72,  qui  eftdivifible  par  /r, 

& 
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&  donne  pour  quotient  m  -4-  i.  Dans  le  fécond 
cas ,  divifant  m  .  n  par  n ,  Ton  a^  m  pour  quotient. 
Donc  dans  Tun  &  lautre.  cas  les  quotients  fe- 
ront des  nombres  entiers  pofitîfs.  On  peut  aufli 
voir  facilement  qu'on  intègre  paria  règle  fondamen- 
tale, toute  formule  dont  la  quantité  hors  du  figne  (ce 
Cgne  peut  indiquer  une  racine  ou  unepuifFance)  eft 
la  différentielle  de  la  quantité  fous  le  figne,  exadé-» 
ment ,  ou  même  à  un  multiplicateur  confiant  près  ^ 
ce  qui  peut  avoir  lieu  toutes  les  fois  que  la  différen- 
tielle eft  de  cette  forme  ax"^"'  dx  ,ou  peut  y.  êtrç 

ramené.  La  différentielle  xdx  •  (  ^  *  H-  r  *  )  >  çfl 
dans  ce  cas  ,  parce  que  x  d  x  qOî  la  différentielle 
de  la  quarftité  fous  le  fîgne ,  à  un  multiplicateur 
confiant   près   qui  eft  2  ,    &    fon    intégrale  eft 

s  J 

T- ITdlT^    ==— y—   .Quand  pour 

abréger  nonas  n'ajouterons  point  de  confliante  ,  on 
devra  toujours  en  fuppofer  une. 

2.  L'on  peut  préparer  la  formule  d  x_  x 
V(  ^  '  H-  3  <^  ^  ^  -4-  ^ax/^  -H:  x  ^  )  en  prenant 
la  racine  du  fadeur  a  ^  -+-  2a  x  H—  jc  ^  &  écrivant 
la  différentielle  de  cette  manière  (adx  -+-  x  dx)x 

X/Ca-^^ x)  =  dx.  (<t  -f-jc*)  *,dont  Tintégrafe 

=  T  (  ^  -4-  X  )  ».  Mais  pour  préparer  la  formule 
(,^ax^  dx  -i-  é^  x^  d  X  )  »\/'i  a  X  ^^  X  x)  ^\\  îzxxt 
divifer  hors  du  fîgne  par  r ,  &  multîplief  la  quan- 
tité fous  le  fîgne  par  jc  ^  ;  c'eft- à-dire  ,  par  x  élevé 
a  Texpofant  du  fîgne  ,  parce  que  x  ^  fous  le  f jgne 
^  eft  la  même  choi&  que  x  hors  du  fîgoe.  L'on  aura 
Tom^  IV.  L 
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donc(  ^ax^  dx  -^^x^  4  jp)  x  V(^^*"+-^'*')f 
dont  rintégrale ,  par  la  règle  fondamentale  ,   eft 

\  .  (a  x^  —H  :<^  *  )  *.  Quelquefois  une  formule  dif- 
férentielle peut  être  préparée  en  multipliant  ou  en 
divifant  le  numérateur  &  le  dénominateur  par  une 


même  quantité.  La  fraâion  — ,   de- 

vient ,  en  multipliant  le  numérateur  &  le  dénoml- 

ax  àx  -+-  X xix    j     ^1».  ^-r      I 
Dateur  par  x ,  --7- ;-— — -— ,  dont  1  intégrale 

j  y  (  3  a  a;  *  Hr-  2x^  )  ^  comme  il  eft  aifé  de 


le  voir ,  en  différentiant  cette  intégrale, 


Pour  préparer  la  formule 


2 

dx  .  (a  -H  x)  * 


je  divîfe  le  numérateur  &  le'  dénominateur  par 


(2ax -+-  XX  )      * ,  dont  l'intégrale  ,  par  la  rè- 

gle  fondamentale  ,  eft  =  (2ax*+'xx')  *  = 
y  (  2ax  --h- X x). 

Il  eft  fouvent  utile  d'ajouter  à  une  formule 
différentielle  &  d*en  retrancher  en  même  teitis 
une  même  fonâion  intégrable.   Soit  la  formule 

X  dx  .  (a  -+- Jf ) "• ,  &  fuppofons  qu on  ne  fâche 

pas  comment  il  faut  s'y  prendre  pour  l'intégrer.  En 

ajoutant  8c retrandiant  adx .  (a H—  x)"^ y  dont 

nous   connoifTons   Tint^ale  ,  il    vient  xdx  x 

(aH^:>f)"*-f-tf  djr^Ca-i-Hjp)'*— ai;c.(<x-|-jir)*. 


t 


i 
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^1^,^— — «K— ■■■■Il  I  ^— —    I  I  ■    ——^■^—^—1——^———,—^ 


\ 


m  -4-  I 


/liîLztJJ-liLZlf.  ).(a-f-*  *  ^  '  ).  En  effet  en 
difrérentiantrintégraleA,rona .  («-4-*)*"**' 

fil  «^  1 


\  m  -+-1  m-f- 1  <  ^ 

fl  .  (tf -+-x)  '"•  H-  *  .  (û  -H  *')'"  ;  donc  notre  diffé- 


rcntielte  devient  ; •  a.  (a--^^  x) 

"-  -+• ax.a(  a  h—  x)^ 

m-f-i  m -ha  -^ 


•  ^•dj^.(aH«Ar)'"~I!lJZli    X 


m-f-i  m 


w-hi 


(a-f- Jf)**-4-  •: — .  adx .(a 


m 


x) 


■■■■   '-  .a.dx.(a -4- or)** î»" Jr rf^ •  f^ 4- a:)"* 

f4-  I  N       I      y 


m 

ad*.  (a^+'X)*^ "-^adx.Cd'^i^x)'^ 

5 .  Il  cft  fouvent  utile  de  partager  une  formute 
différentielle  en  deux  parties  pour  la  conopaicr  â 
Ja  formule  AT ^^  -H  y  d  ;r.,  dont  1  intégrale eft=s:  xy. 
Qu'on  propofe  ,  par  exemple  ,  la  formule  — 

,-/ \^*    ,  ^    ,    je   la    dlfpofe    aînG 

La 
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( — a  a 

X 


^y(aa  —  xx)    *     •  *     , 

,                  -s          dx \f{aa*^^  XX)          x ix 
de  cette  manière  — ^ — 777 x 

X  *  xy  {aa — xx) 

(  ces  fradions  étant  réduites  au  même  dénomina- 
teur rendront  la  formule  dont  elles  font  les  par- 

ties),  ou  ^{aa  —  xx).d  ( — j  -4-  —     X 

XX 

d .  V ( a  a  —  XX  )  (la  lettre  d  indique"  qu*il  faut 
prendre  la  différentielle  de  la  quantité  qui  eft  à  (â 

droite) ,  dont  l'intégrale  fera — V(^^ — ^;rjf),quan- 

X 

tité  dont  la  différentielle  eft  y(aa  ^^xx)  .d  T  —  \ 
i-i- — d  x/Caa"^  xx).  Si  on  fuppofe  x  ==i 
V^(tf  fl  •— XX  ) ,  &  y  ==  — jdans  la  formule  ci-deffus- 

X 

xdy  ^^ydx ,  on  verra  aifément  que  ^(aa —  xx)'K 
d  ( — ^  eft  =xdy9  &  que  —  d  \/(a  a'-^xx)  == 
ydx  y  Se  parce  que  y  x  eft  l'intégrale  de  x  dy  -+- 
ydx  9  notre  intégrale  fera  —  V^(  aa  —  xx)^ 

X 

4.  Pour  avoir  Tintégrale  d'une  formule  diffé-» 
rentielle ,  il  faut  quelquefois  élever  des  binômes 
ou  des  polinomes  à  des  puillànces.  Par  exemple , 

pour  avoir  l'intégrale  de  la  formule  x^dx(a — x)  % 
j'élève  a  •—  X  au  quarré  >  &  je  multiplie  tous  les 

termes  de  ce  quarré  par  x  ^  dx  ^  ce  qui  donne 
a*x'^dxmm2étx^ dx'^^^dx.  Prenant mainr 
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tenant Tintégrale  de  chaque  terme ,  j'ai \a^x^ 


ro 


tax'-^'-hx  ' 


5".  Il  faut  quelquefois  employer  les  fubftitutions 
pour  changer  une  formule  dont  on  ne  connoît  pas 
rintcgrale  en  une  autre  qu  on  fâche  intégrer.  Oa 
peut  auflî  quelquefois  ,  par  le  moyen  des  fubftitu- 
tions changer  une  formule  irrationnelle  en  ration- 
nelle &  intégrer  enfuite  facilement ,  comme  nous 
le  ferons  voir  par  plufieurs  exemples. 

Soit  la  formule 


a  âxH-'X  d  X 


Pour  la  réduire  à  une  forme  plus  (impie ,  je  fuppo(e 
\^(2ax-^xx)==il  donc  (2.^:rH-- A:Ar)==  j*^ 
aa^xH—  2x  dx^==: 2idi,  a  dx-h-  xdx 


î dq  ;  donc  en  fubftituant  ^  èc  ^d^  à  la  place  des 
quantités  «quelles  repréfentent  ,  la  formule  pro- 

pofée  deviendra  =  — l    ^  ,  ==  --7 — ? — 


d  ?  .  (^-Hf~?)       * ,  dont  rintégrale  eft  2  (  «H-?  )* 
s==2  VC^-h?)==2  y/(a-^\/'(2aX'+-xx)y 

Soit  la  formule  ^^ — T  ^    que    f  écris    ainfi 

(xx — aa)^ 

^^  ^  *—  xd X     „               — xdx        n     •     ^ 
—  X :., .  Parce  que 1     elt     mte- 

(xx —  CL  6L  )J  (xx —  aay^ 

grable    algébriquement  ,     je   fai§    fon   intégrale 

t  Z         '  r  — xdx  dz      ^ 

•777 '' — :::;  =  --^  î  a^nfi  — r  =  — ^ ,  & 

y(xx — aa)  aa  ,  .i  aa^ 

{xx — aay 

la  formule  propofée  devient  — •  Pour  trouver  x^ 

f  élève,  au  quatre  la  formule  de  fubftitution  ,  & 

L3 
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] ai ==  -4, ou  — -  ==  XX  —  aa  y    ou 

Subftituant  cette  valeur  de  x  dans  —,  la  formule 

X 

propofée  fera  ==  ^^/^l_L^^>    ,  dont  Tinté- 


AT 


e=3-7r; *.  Il  n'y  a  aucune  rèele  pour 

eonnoître  quelle  fubftitution  on  doit  employer  dans 
tous  les  cas  pour  changer  une  formule  différentielle 
qui  ne  paroit  pas  intégrable  en  une  autre  qu  on 
puiffe  facilement  intégrer  :  Tufage  &  Tinduttriedu 
calculateur  doivent  fuppléer  aux  règles? 

Soit  la  formule  —777 r*  Pour  que  cette 

Xy^ax^'-^XX)  * 

formule  foit  rationnelle ,  il  faut  que  V^(  ax — ^xx} 
foit  un  quarré.  Je^ fais  ax  —  x  x  = 


a'*  x^ 


î^ 


ce  qui  donne  *  =    ^   * — 7  ;  donc  y  (  ^  *" — *  *■) 


z  »  dx  —  - —  ,     \^ ,  &  fai- 


faut  les  fùbftitutions ,  la  formule  propofée  devient 


*  Lorfque  pour  abréger  l*on  n'ajoute  point  de  conf- 
iante ,  le  leâcur  doit  y  fuppléer  j  à  Tégard  de  (a  déter-» 
min^tion^  elle  dépend  >  dans  chaque  cas  particulier  >  de 
U  naturt  du  Problème  qui  a  donné  cette  intégruîc. 


r 
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— ^  •  dont  rintégrale  eft== •    Maïs  z 

de  la  formule  propofce  fera  ==  ■; r-j •  • 

6.  Problême.  Trouyer V intégrale  de  la  formuU 
(  X  H-  V'C  I  •+-  XX)  ^'^  d  X.  Je  fais  a:-H\/(i+^;r) 

==.^5  donc  ;r  =  ii=i,  d ;c  ==  i^^^^^^O  , 

ainfi  la  formule  propofée  devient  =  ^î'^^-i^X 
(??-4-  I)  =  îr  ^Î-H  T  î  '*-"  ^î(A),dont  rin^ 


y»-+-i  ~»  —  1 


tégrale  eft  ==:  ^  ^^    , — --:  -*-  —7 ;t  -+-  C,  Si 

on  avoitt  eu  n  ==  i  ,  ou  n  =  —  i  ,  l'un  ou 
Tautre  terme  de  la  différentielle  A  auroit  eu 
un  expofant  =  —  i  ;  ainfi  Ton  aUroit  intégré  ce 
terme  par  les  logarithmes.  ||| 

7.   Théorème.    Toute   différentielle  d  x  X 

(a  -4-  h  x"*  -f-  c  AT  *•  •^-  g  :r  ^  -4-  Grc.)  ^  s p  étant 
un  nombre  entier!,  &*  les  expofans  de  x  dans  les 
termes  particuliers  étant  tous  fraElionnaires  ^  ou  en 
partie  entiers  &  en  partie  fraSionnaires  j  peut  toujours 
être  rendue  rationnelle. 

Suppofons  que  n  6cm  foient  feulement  fradion- 
naîres,  I  étant  entier,  &  que  n  foit  =  —  ,    fradion 

îrréduâiblc ,  m  ==  —  autre  fradion  irrédudible,  je 

u  ^ 

cherche  un  nombre  entier  k  qui  foit  dîvifible  exade- 

ment  par  i  &  par  w ,  &  je  fuppofe  x=^  ^  :  donc  djt 

«=-  A  f  *"*  '  ii  ^  5  par  confrquent  en  fubftituant  j*'  au 

L4 


j 


k> 
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. .         I  -  I  ,.i  [  Il  --  -^^— — — ^— ^— ^ 

lieu   de  jc   &   fcj*""'rfif  ,    au  lieu  de   dx  ,  la 
diflérentielle    du    théorème  fera   h  i  ''""*  d^  x 

^fl  +  >ç  T-f- c  j  T-4- g  i;*' )^  ;   or   &   étant 


divifîble  par  î  &  par  u ,  le  fécond  &  le  troifième 
termes  feront  affedés  d*expofants  entiers.  Donc 
la  formule  fubftituée  fera  rationnelle.   Si  l  avoit 

été  un  expofant  fraâionnaire  ;==  -j- ,  on  auroit 

pris  pour  h  un  nombre  entier  diviGble  à  la  fois 
par  i^  u&c  s  y  &  ainfi  de  fuite  ,  s'il  y  avoit  un  plus 
grand  nombre  d'expofans  fraâionnaxres. 

8.    Problème.    Intégrer   la    différentielle 

^JljLX, — 2.,  Je  change  V  y  en  y  ^   &  je 

réduis  les  expofans  f  &  ^  au  même  dénomina- 
teur ,  ce  qui  donne  7  &  ;.  Donc  la  formule  pro- 

pofée  devient -j2^i21ZÎIL- — Z.  Je  fuppofé  ^==s 

j  *  (  5  eft  divifible  par  3  Se  par  2  )  ;  donc  dy 
s==  6  ^^  di  ,    &  la  formule   propofée  devient 

^y^dr'i-'6h?^  d?  67S  d7'^6  br^  d?    ^ 

• T — ^ 1 — -  =3 ; — i •  Je  par- 

tage    cette    dernière    formule  de   cette  manière 

^  ^.  I    ^    ^^i  '  Je  dmfe  j5  par  ?  H-  I. 
Je  trouve  d*abord  (  en  prenant  j  pour  le  premier 

terme  du  divifeûr  )  ^  *  pour  quotient  ;  multipliant  le 
divifeur  par  le  quotient ,  &  retranchant  le  produit 

du  dividende  ?  '  ,  il  refte  — j*,  que  je  divife  dç 

mcme  pour  avoir  --^  j;  '  ^  quotient.  Retranchant 
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encore  le  produit  du  divifeur  par  le  quotient,  faî 
H—  î  *  pour  refte ,  je  continue  la  dîviCon  jufqu'à 
ce  que  le  refte  foit  i ,    &  divîfant  ce  refle  par 

{  —4—  I ,  le  quotient  fera  (  A  )  j  *  —  j  ^  — f-  j  *  — 


— -.  Décerne  ==7 


(B).  Multipliant  tous  les  termes  du  quo- 
i îent  A ,  par  5  i  5" ,  &  intégrant ,  Ton  aura  7  î*  — 

Multipliant  tout  de  même  les  terAies  du  quotient  B 

par  6  h  il  y  &  intégrant ,  l'on  a L — ^^fc  j-+- 

2 

6  b  Li  .il  H—  I  )  *  ;  joignant  enfemble  cette  foîte 
de  termes  Ton  aura  l'intégrale  totale.  Si  Ton  veut 
Texprimer  en  y ,  Ton  fubftituera  la  valeur  de  î 
en  y. 

Soit  la  différentielle  y"^  dy{b  -+-  ^y^y.  Pour 
favoir  dans  quel  cas  cette  formule  eft  exaâement 

intégrable,  je  fais  (t  -+-  g  y^^y  t=  i"  9  t  étant 
indéterminée  $  donc  b  H—  g  jy  *  s=  jT ,  y*  == 

la  formule  propofée  devient  =—  ?  T'^^'^^dix 

"^ )  \  >lqui  cft  intcgrablc  lorfquc  --^7  — •  J5 

"■  '  ■  '     •  \ 

*  L  défigne  le  logarithme  hyperbolique. 
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m  -4-1 


— ;!  eft  un  nombre  entier  pofîtîf  ,  au  a.. 

MB        1         » 

Sî —  I  eft  un  nombre  entier  négatif,  la 

R 

formule  fera  rationnelle  enfuppofant  r==p,Si/7== 
—  ,  K  étant  un  nombre  impair  pofitif  ou  négatif,  & 


=  a,  La  formule  pourra  être  rendue  ra- 
tionnelle ,  en  fuivant  la  méthode  du  théorème 
précédent. 

». 
p,  PROBLEME*  Danî  quel  cas peut^on  ren^e  rationnelle 


I* 


la  formule  x^''^  ix(a'^h  x"*)  ^  ,uScv  étant  des  nom- 
bres entiers.  Si  ^  =  i ,  il  eft  vifible  que  la  formule  fera 
rationcUe  ,  pourvu  que  m  Se  n  foient  rationnelles ,  mais 

fi  —  eft  une  fradtion  irréduftible,  il  faut  employer  une 

dtnible  fubftitution.  Qu'on    fafle  a-f-ê:c»=j'^> donc 


^  ^  b  n    ^  ^ 

/L-Z?N — IIL-,cequi  fait  voir  que  tontes  les  fois  que 

y       ^^  =  —  —  I ,  ou  —  feront  des  nombres  entiers  , 
n  n     -  ^ 

cette  formule  fera  rationnelle*  Suppofons  en  fécond  lieu 
que  a  -h  i  X  »  =  ;:  »  î  "^ ,  ce  qui  âonne  x  »=;  -   ^^^'  > 

-v  7 <•  an 


—  a     7 


(^o/^j):;  (çi.  — 6)» 
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m 

donc  ,y»-"*  d  X  =z 5  donc  la  for- 

mule  propoféc  fc  change  en  ccllc-di  ^ ^  '     ^ 

^(?^— *r     "^ 

qui  fera  rationnelle  toutes  les  fois  que  r—^r* »    fera 

un  nombre  entier.  ^ 

Ainfi  Ton  peut  rei^dre  rationnelle  la  différentielle  pio- 

pofée  toutes  les  fois  que —  & • ^{bntdesnouH 

bres  entiers. 

10.  Si/ Ton  a  une  formule  différeiltîclle  Xrfr,  X  étant 
une  fonâion  de  x  qui  ne  contienne  que  des  fondions 

fraûionnaires  (cH-/^)  *>   («^-/^)^  y  &c,  du  bi- 
nome  e-^fx,on  la  rendra  rationnelle  en  fuppofant  e-H 

/jc  =K  5  :  car  par  cette  fubftitution  >  Ton  a  "^ 


^,(eH-/*)«=ç-   .(«H-/»)"   =? 


m  u 


m 

étant  un  nombre  entier»  Ton  aura  X=  (j"      -f^ 

f  ^  -f-  &c.  )  p ,  qu'on  rendra  rationnelle  par  la  mé- 
thode ci-defliis  (7).  Si  les  binômes  étoient  multi- 
pliés les  uns  par  les  autres  >  &  qu'il  n'y  en  eût  que  deux» 

l'on  auroit  Xs=?'  "*"  '^s=:7^en  faifant  — -|-— sKjr. 

&  la  .formule  propofée  (croît  =:  y^X'à^,  qui 
cft  intégrable  algébriquement  toutes  les  fois  que  s  n'eft 
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■■III»  I  I  — ^.^—i — <— — —    ■        I — ——.——— .^—^——„—— ^ 

pas  = — 1.  Six  étoit  = — i  ,    fbn  intégrale  lèroit 

Si  outre  les  fonâions  fraâionnaires  ^ont  on  vient  de 
parler  X  >  contenoient  encore  des  fonâions  ration- 
nelles de  r>  il  e(l  aifé  de  voir  qu  on  pourroit  la  rendre 
rationnelle  par  la  rAême  méthode.  De  même  fi  X  ne 
cootenoit  que  des  fonâions  rationnelles  de  x ,   &  des 

pniflânces    fraâionnaires    (  ^ ^ — ?)  *      -jJ 

combinées  enfemble  par  addition  ,  ou  par  fbuftraâionf 

6  I  I    fx 

on  rendroit  la  formule  rationnelle  en  faifant 4—  =  7  s 

^  a-hbx       ^ 


car  on  auroit  x 


£n  (Iippofant  pour  plus  de  fimplicité ,  que  X  ne  contienne 
que  les  formules  ^£±£L')7&  (î±^y ,  p  étant 
toujours   un    nombre   entier  ,    la   formule   deviendra 

\  {        in  {     /      X 7-7- — j — r-r > 

donc  on  pourra  la  rendre  rationnelle  par  la  méthode 
d-deffus  (7)  :  car  en  prenant  un  nombre  k  qui 
fbit  exaâemcnt  divifible  par  n  &  v  ,  &  faifant  ?  =j  ^  » 
A  étant  le  nombre  dont  on  vient  de  parler ,  la  formule 
différentielle  ^u  on  vient  de  trouver  fera  changée  en 
une  autre  qui  fera  rationnelle ,  ou  qui  ne  contiendra 
'aucun  expofant  fraâionnaire. 

Si  on  vouloir  intégrer  une  fraâion  radicale  de  la 

forme           .   ' — — — rry  mdsc  /z étant  pofiti& &  entiers, 
on  feroit  a  -4-  i  x»  =  — ^*t-  >  pour  avoir  jc»  = r-^ 


l 
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'»— f 


»n— t  — »—  « 


—5. '^ — ; =S.-j3jjj—    On  fera 


1» 


772 


cnfuitc  î;=iir%  pour  avoir  j*  =f"»,&  —  ^    "  ^  j  = 


mt^'^^  dt'y  donc  S.     ___,    ■  =  S.     - 1  ^     j   mais 

' ,   ^    ^  eftune  fraûioa  rationcUc  qu'on  pourra, in- 

tégrer  facilement ,  ou  par  les  feriez  ou  par  la  mé- 
thode des  fraâions  rationnelles  dont  nous  parlerons 
dans  la  fuite* 

T 
I 

De    L*lNTéGKATION    PAR    LES  SÉRIES. 

1 1 .  Lorfque  par  la  fubftitution  ,  Ton  ne  pourra 
pas  parvenir  à  donner  à  une  formule  différentielle 
une  formé  fous  laquelle  elle  paroiflè  intégrable , 
algébriquement ,  ou  par  les  logarithmes ,  on  pourra 
avoir  recours  aux  fériés. 

Soit  la  différentielle  • ,  ^  ^    ^    »  qu  on  ne  peut 


I  wU  m9Éimé^tmÊÊÊÊ0ékÊ^ 


_  t 
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b^  d  X 
intégrer    algébriquement.    Je   fais  -^-j ~  =5 

bUx.Cb^  — .;p3  )-  ^  J'élève .fcï  —  ;t  5  à  la puif- 
faice  —  I  par  la  formule  du  binôme  de  Ne^rton , 
en  fuppofant  dans  la  formule  (  a  -A  i  )"•  =3 

m  ;=  —  I ,  &  j'ai ,  en  multipliant  enfuite  tous 
les  termes  par  b^  dx  ^  la,  férié  dx    ' 


&c.  ;  donc  l'intégrale  de  la  for- 


mule  propofée  fera  =:s:  x 


AT*  ar^ 


4*5       ^  7*^ 


:r 


&c ,  férié  convergente  ,  en  fuppofant  b^x. 

Si  AT  >  fc,on  réduira(— :r  '  H—  i '  ^"^  en  férié  eft 
prenant  x  ^  pour  le  premier  terme.  Pour  cela  on 

changera  la  formule  propofée  en  ~ — -—    == 

^^b^  dx.  {x^ — b^y^y  &  Ton  aura  x^  pour 
le  premier  terme  du  binôme  qu'on  veut  élever' è 
la  puiflance  —  i  ;  Ton  multipliera  enfuite  tous 
les  termes  par  —  fc ^  dx ^  &c  l'on  aura  en  inté- 

grant,5.^^_^^   — ^^^^+..^^^^    g^ 


&c. 

12.  Au  lieu  de  fe  fervir  du  binôme  de  Ne\rton 
pour  trouver  les  fériés ,  Ton  peut  employer  une 
méthode  élégante  dont  fe  fervent  plufieurs  anaîyftes 
pour  intégrer  les  formules  différentielles  ^  voici  en 
quoi  elle  confifte.  Qn  divife  la  formule  propofée 


1 
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r 

en  deux  faâeurs ,  dont  Tun  contienne  la  dtâeren^. 
tielle  &  foit  intégrabl| ,  &  dont  Tautre  contienne 
la  variabfe  finie  ;  on  intégre  le  premier  faâeur 
comme  fi  Tautre  étoit  confiant,  &  Ton  dîfleren^ 
tie  enfuite  le  réfultat ,  ce  qui  donne  la  dîfteren'» 
tîcUe  propofée  avec  une  autre  formule  qui  \ien% 
de  1»  difterentiation  de  Tautre  faâeun  Si  Foa 
ajoute  cette  dernière  formule  à  la  propofée  » 
&  qu  on  Ten  retranche  en  même  tems ,  Ton  aura 
une  formule  qui  en  contient  trois  &  dont  les 
deux  premières  font  abfolument  int?grabîes.  Si 
la  troifième  a  de  laffinité  avec  la  propofife  ,  &. 
qu  on  puifTe  la  tmiter  par  fa  même  mé^ode ,  on 
fe  changera  en  trois  formules  ,  dont  les  deux  pre-* 
mieres  feront  Intégrables ,  te  dont  la  troifième 
pourra  être  traitée  de  même  ,  &  ainfi  fucceffive- 
ment  9  Ton  formera  la  ferie  cherchée.  Mais  H 
fera  plus  élégant  de  prendre  une  formule  géné- 
rale 5  qui  étant  différentîée  donne  deux  formules 
qui  aient  de  laffinité  ;  car  par  ce  moyen,  çn 
déterminant  les  coëfïîciens  indéterminés.  Ton  a 
une  férié  plus  fimple. 

13.  Soit  la  formule qu'on   veut  ré- 

.  a'  -I-  ar* 

duire  en  férié.  £n  regardant   cataBoe 

un  fadeur  confiant ,  &  intégrant  r©n  a . 

Je  différencie  maintenant  cette  formule  que  fé» 
cnsamfi  xx ,&iai{ —  f^ )  • 

Si  fintegre ,  j  aurai  -5 — ^  ;  donc  fi  je  diflrîbue 
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la    formule  propofée    de    la    manière    fulvante 

dx  ^X^  dx  m^  X^  dx        jf,y        ,      _ 

»  ^          ■  — *•  .  ,      ',  V ',    1    r; — \'   '  •     les  deux 

t>'remiers  termes  donneront  une  intégrale  algé- 
brique. La  troifième  formule  eft  femblable  à  la  for- 
mule propofée  &  n*en  diffère  que  par  les  expo^ns , 
puifque  celui  de  x  dans  le  numérateur  eft  augmenté 
de  trois  unités  (  car  i  jr  ==  x"^  dx)^  tandis  que 

Texpofant  du  dénominateur  (  a^  -4-  x^  )  eft 
augmenté  d'une  unité  ;  c'eft  pourquoi  j'intè- 
gre en  fuppofant  /^  ,  — jrr  conftant ,  ou 
ce  qui  revient  au  même  ,  en  fuppofant  le  fac- 
teur "T~v~7  conftant,  conime  la  première  foi§, 

CL  """^^^X 

%  x^ 
ce  qui  donne  -- — ^^  1    .- — pr^.Diftérentîant  cette 

intégrale  #  qui   n'eft   pas  la  véritable  ) ,  il  vient 

^^  X     (Ji  X  2  •  ^     •    X      Cl  X         •r'«ir*  j*r 

T 7-  —     /"  ; — ' — Tx  r~  5  SI""  il  iaut  dilpo- 

fer  la  5*  formule  de  cette  manière  y^ —    — 

a  .^^  X^  d  X       .      2.^^X^dx       r         J 

— r— ; rrr  "+"  -7-^ rr-*     Les  deux    pre- 

fnieres  formules  prifes  enfemble  ont  une  inté- 
grale algébrique  ,  &  la  troifième  peut  être  traitée 
par  la  même  njéthode  ;  ainfi  en  répétant  les  opéra- 
tions on  trouvera  la  férié  cherchée. 

*  La  féconde  formule  a  le  fignc  —,  &  la  troifièmç 
le  figne  -f-j  parce  que  pour  ajauter  à  h  la  <juantité 
— •  a  ,  &  pour  Tcn  retrancher  en  même  tems ,  on  peut 
écrire  b  —  a  -4-  «. 

14. 


'  mru  itffMtii  iiirn'  ri  I     i  ii  ■  , 


iNa 
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14*  Maii  pout  avoir  la  féric  d'une  manière  plus  éU* 
gante ,  je  mè  fers  de  la  formule  générale  -HLUL. 

dont  Je   prends    là  difFérentifcUe   de    cette   maniirc  t 
donc  o*    ■   '     'H  --  SB X  '      ^  ,     ^  ^  _  V 

Cela  pofé,  je  fuppofe  p = o  &  5=2:1  (pour  avoir*  ipéets: 

(  car  î -f.  I  ass  »  ).   Je  fais  cnfuite  pi=!  r  &q:^l     g. 
par  la  formule  (A) ,  j'ai  S.  ■    *'^*     ==  i_ .  __il_^ 

formule  A  donnera  S.  -£li^£— -s  _L. .  . .''  *  l^ 
r-^-(,,^;,3)*-^'  °°  ^^"^=^5  «^  ?=4,l'ôn  âur. 

ainfi  de  fuite ,  Pôn  pourra  Continuer  tant  qVôti  voudra 

r  ^7r     ^'■'*        fibftitution  B  écrivez  au  S'ù 
**'  ^'  (iL|- ;,!;'».'  ^*  valeur  donnée  par  la  féconde  fubfti. 


»      fc .  .    _ 


*  La  lettre  d  indique  qu»il  faut  prendre  h  diffèrentîelta 
de  la  quafntite  renfermée  dans  ià  pafanfhèfe. 

Tome  IV,  U 
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X  ^  d  X 
tution ,  &  cnfuitc  à  la  place  de  S.  r-; t-tt  »  fa  va- 

leur  ^ue  donne  la  troifième  fubditution  >  &  ainfî  de 
rt*     m    \*  ^       dx  X        ,2         x^ 

fiiite  &  Ion  aura  S,  -r =  = rH-  -. 


4*  7' {aJ-^x^y        4.  7.10'  (a'-+-;c')+      4.7. 10.  i) 


Usage     des    Quadratures     et    des 

Kectifications  des  Courbes 

DANS  LE  Calcul  Intégral. 

ijT.  Il  n*y  a  aucune  formule  dîfFérentîelle  qu'on 
ne  puifle  conftrulre  par  la  quadrature  fuppofée 
d'une  courbe.  Soit  une  formule  B  i  :r  ,  dans  la- 
quelle B  foît  une  fondion  de  j:  ,  qu'on  la  réduîfe 
à  une  dîmenfion  '  linéaire ,  en  la  multipliant  s'il 
le  faut ,  ou  en  la  divifant  par  des  confiantes  ^ 
fi  B  eft  une  puiflance  3*^ ,  par  exemple  ,  on  la  di- 
vifera  par  a  \  La  formule  étant  ainfî  préparée , 
fuppofons  B  linéaire  &^=  y  &  décrivons  la  courbe 
dont  les  co-ordonnées  font  x^icy  =  B*  Si  F  M 
(Fig.  i"*;)  efl  la  courbe  demandée,  en  faifant 
A  P  =  ;r  ,  P  M  =  jy  =^=  B ,  l'on  aura  l'élément 
de  cette  courbe  ^=:  y  ix  =-  B  àx.  Donc  S.  Bior 
fera  égale  à  Taire  A  F  P  M,.  Donc  on  aura  l'inté- 
grale par  le  moyen  de  cette  aire. 

Si  Ton  demande  l'intégrale  S.  B  i  iT  pour  le 
cas  de  x  t=-=  a  ,  l'on  prendra  A  P  ==  a ,  &  l'aire 
A  F  M  P  donnera  l'intégrale  cherchée. 

Soit  fuppofée  B  =  \/C^^^— J^-^^*)  »  la  diffé- 
tentieUc  l^dx  fera  =sa5  ix}/(,  2ax  ^^^xx).  Comme  B 


MMhmMm 
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IM 


cft  ici  tîhéaîre  ,  on  ne  fera  aucune  mtjlfipUca- 
tîo»  ni  aucune  divifion^  fuppofezjy  =  V  {lax-^^xx)^ 
&  décrivez  la  courbe  de  cette-  dernière  équa- 
tion ,  qui  fera  un  demi-cercle  AMD  (Fig,  2) ,  dont 
le  diamètre  =  2  ^  j  donc  S.  ^ix  ^=:  S*  y  i  a: 
5=3  S.  àx.  V^(  2aAri— x:r)  eft  égal  au  fegment 
AMP,  AP  étant  i^^  &  P  M  ==  ^.  Si  la  for- 
mule ayoit  été  adx .  y  (  2a x  —  xx )  >  on  lau- 
roît  divifée  par  a  ;  mais  on  auroit  etî^utt?  muib* 
tiplié  rintégrale  par  ^  ;  de  forte  que  Tintégrale 
auroit  été  égale  au  produit  de  a  par  ïe  fegment 
APM. 

Soit  la  formule  'Béx  -==  i x  .  V (2 ax-*^ x x)i 
ayant  décrit  une  hyperbole  équilatère  A.M  (Fîg.j)  > 
tdont  le  demi-  axe  C  A  =^=  a  ,  Tefpace  AMP  fera 
v=^S.àx^''^izâx-^xx). 


lô.Soit  la  formule — 1— ^  ,  qupn  multipliera  par 

{a—x)^ 

a ,  pour  avoir  —-r~ — r  '  *^^^^^  ii^    \  ==  B 

r==y  &  décrivez  la  courbç  de  cette  équation,  cette 
courbe  eft  dû  troifième  ordre*    Suppîofon»  que. 
A  M  (Fig.  4)  foit  cette  courbe  dans  laquelle 
A  P  ==  X    fie  P  M    --='  y  ,  Ton  aura  lefpâci 

V{a—x).  Y   (tZr-Jf) 

.  Si  Ton  avoir  la  formule ^xm  la  mul-^ 

•  (V^  Â.  X 

tiplieroit  par  a  ^ ,  &  Ton  auroit  — .  Suppofe;ç 

y  ^^^^  n.^  ,1    V*    '  ^  décriyèk   la- -c^purbe    B  AI 

M  j» 
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(  Fig.  \J*  )  de  cette  équation.  Dans  cette  courbe 
AP  ==x  Si  PM  ==y\  Tefpace  ABPM  fera 

e  aUx  ,       ç    dx           ABMP 
sssrS. ;doncS. = . 

Soit  la  formule  -= •   Ton   aura  Tintégrale 

S,  -r ^  par  le  moyen  d*une  hyperbole'  entre  fes 

afiymptotes.  Voyez  la  fedîon  précédente  (8). 

/y    %• 

Soit  la  formule  -y-, .  Je  multiplie  cette  for- 

bi  d  X 

mule  par  b  '  pour  avoir , =  fc  ' ,  (  b^-^x^)  ""  ' . 

Or ,  fedion  précédente  (14) ,  _ .  ^  '  (a*  -f-;f  *  )  ""'  ; 

eft  Télément  d'un  fciSeur  de  cercle ,  dont  le  rayon 
=  a ,  &  la  tangente  =  x.  Donc  fi  l'on  fait  A  C 
(Fig.  2)  =  t,  Aè  =  A:  ,  le  feâieur  CAM 

fera  =  -^  o.- -;  mais  S.- eft  ==  — = • 

Si  l'on  ayoit  la  formule  — . — -  ,   en   faifant    0 

tes===  A  *  C  ce  qui  peut  fe  feire  en  fuppofant  qu'on 
ait    multiplié   g  par    i    afin  qu'il  devienne  a^, 

pour  avoir  x  :  a  ::  à  i  g  ==  — -    ==    a  *  )  , 

l'on    âùroit    la    formule    ■ ,    qu'on 

a  a  H—  XX    '     ^ 

1  •    f         •  €i^      n        ii         •  A^  dx  1 

multiplierQK  par  —  afin  d  avoir -,  dont 

l'intégrale  eft  uri  feâeur  dç  cercle ,  dont  la  tan- 
gente ?;*=^jf  &  le  rayon  =  <i. 
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Si  Ton  avoît  la  formule  x^  .(i  —  x)  *  dx, 
on .  1^  conftruiroit  par  le  moyen  d'une  ciflbïde, 
iVoyez  la  fedion  précédente  (  i6  ).     . 

La  formule  x*  dxte  conftruit  par  le  moyen  d'une 

courbe  exponentielle  dont  Tordonnée  y  ==  x\ 
fcY oyez  la  fedion  précédente  (X7X 

ture  de  Thyperbole  ;  il  en  eft  de  mêiti^  de  la  for- 
mule   ■  >^'^ — !- — .  Mais  la  formule    ^y  ^    ^   -^ 

dépend  de  la  quadrature  du  cercle.  Voyez  la  fac- 
tion précédente  t  ^  <  )» 

17.  Il  n'eft  pas  nécedaire  pour  intégrer  de  conftruire 
la  courbe  dont  TabiçiiTc  eft  x ,  il  fera  même  fouven  t 
utile  de  choifir  un  faâeur  différentiel  qui  foit  intégrable 
algébriquement ,  &  de  faire  fon  intérablc  =ç ,  7  étant  . 
rabfcîflc  de  la  courbe  qu'on  doit  décrire ,    en  faifant  - 
l'autre  fafteiir  :=z  y ,  y  étant  lordonnée  :  de   la  même 

à.  X  ^r    X  •       • 

courbe.  Ainfi  dans  la  formule  Ty-z r  ,    dont  on  a 

parlé  cî-deffus   (  i5  )  ,  ayant  fait  la  murtipEcation  par 

4  .    adx\\/^x       dxV^a.y^ax        .      /.  . 

—  pour  avoir  — ^-7 r  ==  • ryn r    ,    ic    fais 

-  >^       - — -  =  d{j  &  en  intégrant  &  ajoutant  une- 

confiante  arbitraire ,  j'ai  Ç  —  V^a .  l/^(a  —  r)  =5^ ,  &  en^ 
fjjufant  C =a  >  je  trouve  a  — V^(  aa  — la*  )  =  ^ ,  a —  j  =s 

|/'( âa—  a*),  cru   ^        ■  =  a —  x.  Faites  maintenant 

éU    % 

y  a  je  =^  >  ou  a  À?  =7  > ,  ou  Jt  =  ■*^—  ,  &  Téquation 
J<  Ta'^coij^bc   dont  j'abfcifTc  eft   \   8c  Tdrdonnée   )f 

Ml 


1 
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fera    ■  ~^^  f=:a~-^=-^ — ^ — ,  ou{a— î)»=5I 

aa-^yy^oaaa'^  xa^  -♦-ç*  =  flfl-^  yy  y  ou 
^ai-^ l  *  sss)' *•  C'cft  pourquoi  fi  avec  le  rayon  C  A  =ss  « 
je  décris  un  cercle  A.MfiD  (Fig  x)  j  dans- lequel  oti 
faffe  AP=ç=a— K^(a4—  ajf)  &  lordonnéc  PJSI 

çs:y  =  K  (a;if  ),  Ion  aura  S.  — l^  ■        >  ;  ss  A  Jl|r# 

Donc  S.  r^ =5 -^.  L  intégrale  ttc  la&r-» 

y    a  —  x)  a  ^ 

à  xl/^x 
roule  y    ^ —  dépendant  de  la  quadrature  du  cercle  , 

la  Buadrature  de  la  courbe  A  M  CPig.  4)  ,  par  te  moyen 
de  laquelle  on  a  condruit  la  même  formule  dépendrai 
aufTi  de  la  quadrature  du  cercle  &  refpace  infiniment  loag 
A  B  H  D  >  fera  égal  au  double  d'un  ^uan  de  cercle  doac 
le  rayon  =  «. 

Soit  la  formule  — -.-,...—-«. ,  ^^  la  miritiphe 

par  a  >  pour  rendre  linéaire  le  multiplicateur  de  dx  «  8c  je 
prends  enfuîte  le  fafteur 5 ,  dont  l'intégrale  al« 

X 
fSL^  A^ 

gébriquc  eft  —,  que  je  fais  =  j  ;  donc  *  =5  — .  Je  fais  cù* 
'   X  .    j  _•    , 

fuite  *-  V^(4a— jtfjf)  =>  Pour  décrire  la  courï>cdcs 

X 

co-ordonnée$^  Su  y  ,  il  faut  déterminer  (a  nature  j  pour 
cela  je  fubftitue  dans  la  dernierç  équation  ta  valeur  de  M 

doimécparravant-derniçre,  affsû  ^}/^Çaa  —  ^^  sa- 

Jj^Cçç—»  aa^  =731  équation  à  l'hyperbole  équilatère* 
^^eft  pourquoi  avec  le  demi-axe  C  A  =:  «  ,  je  décris 

l'hyperbole  équilatère  A  M  tTig-  j  )  ,   je  prends  fiir 

le  premier  axe  rabfciffç  C  P  ;=;  j  ==:  —  &  ayant  mené 
l'ordonnée  PM ,  f aî  refpace  APM = g -^'  dxl^{<ui^xx)^ 


r 


■■I  '       ■  M  i  >  „    ,U 
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fc  S. !--— '  = 5 — .  Amfi  pour  chaque  va- 

leur  de  x  Ton  pourra  connôître  la  valeur  de  ;>  &  celle 

j    ^   '^  dx1/^[aa  —  xx) 
des,  '■*» 

18.  Il  fera  quelquefois  plus  élégant  de  conftruire  par 
les  quadratures  >  non  la  formule  propofée  ,  mais  une 
autre  formulé^  qui  étant  ajoutée  lia  première ^  don* 
nçrà  une  formule  différentielle  algébriaue ,  de  Tinté^rale 
de  laquelle  retranchant  l'intégrale  de  la  formule  ajou*- 
tée  ^  il  reftera  rintégtale  de  la  propofée. 

Pour  faire  comprendre  cet  artifice ,  (oit  la  formule 
propofée  yix  -y  intégrez  comme  fi  ^  étoit  confiant  & 
vous  aurez  y  x  y  prenez  la  difFéientielle  4c  cette  inté- 
grale &  vous  trouverez  d{yx  )=xdy  -hjy  d  x,  Ainfi  x  dy 
cft  la  formule  qu'on  ajoutera  à  la  propofée.  Doncjje  =s 
S,  *^j-H  S.^rfx  ,  ^yx-^  ^.  xdy'=.^,y  dx'y  Donc 
fi  par  les  quadratures  vous  trouve*  S.  x  dy,  &  que 
vous  retranchiez  cette  quantité  de  y  x  ,  vous  aurez 
Tintiégrale  de  la  formule  propofée. 

^-  x^  d  X 
Soir  la  formule-     \i  que  vouspourrez dilpaS 

^~*>  X  d  X 
fer  ainfi  4:'  ■'■  '  ^^  >  intégrant  maintenant  comme 

(xx'hday  » 

xi 

ûx^  itoit  conûant,rona— — — — I  >  la  différentielle  de 

(xx  -Hiifl)* 

,,     .  njf       *' N         -^x^dx    ^    :  ^x^dx 

celle-aeiy(;  ■)  ou ^^+-j^_- 

,                **             o    '^x^dx  ^     '  Af*do/ 

donc ; -=S. L'+-J^-Frîî?^)  ' 

ou  — — —   — •  î  .  s.  _^,-       ^        'v5255,  ■";  è 

M4 


— -j 
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Intégrons  par  les  quadratures  la  formule  r^  ^       ^  • 

Pour  cela  je  fuppofc  jy-.  ».  =5  (î ?  *  afin  d  avoir 

|/'(xx-f-fla)  =  ^ ,  &  5f  =V^(jç — aa).  Faites  y  =  j'  &  dc-i 
crives  la  courbe  des  co-ordonnées  *  &  JK  (  dont  l'équatioa 
cft  ??  —  aa:sz  XX  =yyj  qui  appartient  à  Thyperbolc 
équilatère  )•  Avec  le  demi-axç  C  A  =  a  ,  ayant  décrit 
l'hyperbole  équilatèrc  AM  (  Fig  j  ) ,  prenez  C  P  =  ç  =s 
"^(  xx^aa  )  ,  &  ayant  mené  lordonnée  PM  ,  vous 


Kî 


aurea;  S.  ,  /■,  ■  i     as  A  P  M,    Donc  û  on  rc- 

tranche  le  triple  de  cet  elbace  de  l'intégrale  algébrique 

>        , ,  Ton  aura  l'intégrale  de  la  formule  pr<K 

{xx^aa)^ 

_,       '^x^ix 
polee  ■,  • 

Parlons  maintenant  de  la  conftruâion  des  for^ 
fnuU$  difiereotielles  par  le  moyen  des  rçâifica^ 
tîons. 

15/,  La  méthode  de  conftruire  les  fornqiules  dif- 
férentielles par  la  redification  des  courbes  paroît 
préférable  à  la  conftrudîon  par  les  quadratures  ; 
car  (î  Ton  décrit  la  courbe  A  m  (  Fig.  4  )  ,  dont 
Tare  A  M  eft  fuppofé  égal  à  l'intégrale  d'une  dif- 
férentielle propoiée  ,  en  enveloppant  cet  arc  avec 
un  fil  9  Ton  aura  facilement  la  longueur  de  cet 
arc,  &  par  çonféquent  la  valeur  dç  l'intégrale 
cherchée. 

Si  Ton  a  la  différentielle  p  d  x  ^  dans  laquelle  p 
cft  une  fenâion  algébrique  de  x  y  que  nous  fup-^ 
ppferons  réduite  à  une  dimenfion  linéaire  (  ce 
j^u^oo  {>eut  toujours  obtenir  en  multipliant  ou  en 
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divîfant  par  une  confiante  ;  ,  il  s  agit  de  réduire 
cette  formule  différentielle  en  une  autre  qui  ex- 
prime l'élément  d'un  arc  d'une  courbe  algébrique. 
Suppofons  que  les  co-ordonnées  perpendiculaires 
de  la  courbe  cherchée  font  y  Scu,  l'élément  de  l'arc 

de  la  courbe  fera  ==  ^(dy  *  -f-  du^  )  ;  donc 

l'on  doit  avoir  p  d X  ^=i\/(d y^  -4-  du*)  & 

ppdx^  ===  4k*  -+-  du\  Cette  équation  fait  voir 

que  la  formule  p"^  dx^  doit  être  partagée  en  deux 
parties  dont  les  racines  quarrées  foient  réelles  &  in« 
tégrablcs  algébriquement  &  dont  Tune  foit  -=  d  y 
6c  l'autre  =  d  u  ;  leurs  intégrales  y  &  m  feront  les 
co-ordonnées  de  la  courbe  cherchée, 

20.  Soit  la  formule  p  dx  =■  ^v      ■  — -dx  ; 

a  aa       . 

<£*»=  dy  »-+-  d  u\  Faifant  il!il'=  dy  » , 

&  i:c*  =  iM%  Ton  a  ^^LÉf.=  dy,Sc  dx=^ 

x^ 
d  u.  Donc  en  intégrant,  —  =  y  3^^  ===  ï'»  Par 

conféquent  —  =  y ,  ou  u  m  =  ay  ^  équation  à 
une  parabole^  dont  le  paramètre  «=*  a  ;  donc 
S.  dx.Vi^xx^aa)  ^^^^tient  par  la  redifica-. 

a 

tign  d'un  arc  de  parabole.  Soit  A  M  (  Fig.  6  ) 
une  parabole  dont  le  paramètre  =  a ,  rabf- 
ciffe  A  P  =  j^ ,    l'ordonnée  P  M  =^  m  ,    Té- 

quation  de  cette    parabole    fera  u^  ==  a  y» 
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&  parce  qu'on  a  trouve  u  «=  x  ic  —  =»  > ,  fi 


a 


AT*  KU 


Yx}n  prend  rabfciffe  A  P  =  —   ou  ==  — ,  Ton 

aura  pour  chaque  valeur  de  x  Tintégrale  de  la 
différentielle  propofée.  Si ,  par  exemple  ,  on  fait 


x^      aa 


jr  =  a,  &  qu'on  faife^  ==  AP  = — = — ==tf  , 

Pintégrale  correfpondante  à  x  ==  a ,  dépendra  de 
la  reâification  de  lare  A  M. 


Soit  la  formule  ^  ^  VO»-^— -4-^— ) 

qu  on  veut  réduire  à  la  reâification  d'une  courbe 
algébrique.  J'élève  au  quarré  le  multiplicateur  de 

ix  j  pour  avoir »  -+-  I.  Je  divife  cette 

quantité  en  deux  parties  — ^-j^— ^ —    &   i  »  dont 

je  prends  les  racines  quarrées zr^f^     &   x  ; 

Multipliant  les  racines  par  dx^  fai  les  formules 

z ; —  &  dx  ^qui  font  toutes  les  deux  inté- 

Çrables  algébriquement.   Ayant  fait  l'intégration 


l'on  a  — 3||&  AT  ;  fi  je  fais  la  premières»  a  &  la  fe- 


conde  =y,  il  viendra  x=y  & ==:  u .  ou  ^2 — 

c=K=  M , <îiu ^ •  =  a"^"^  U  ^  équation  qui  appar- 
tient au^  paraboles ,  ou  aux  hyperboles  de  tous 
les  genres  y  félon  que  m  eft  un  nombre  pofitif  ou 
négatif,  on  fuppofe  que  m  n'eft  pas==-+-  i^ 
autrement  cette  équation  feroit  à  la  ligne  droite. 


j 


■■1 
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Ainfi  la  formula  propofée  s'intègre  par  un  arc  de 
ces  courbes* 


« 


Sôît  la  kïmvic  pdx=:  dxf —  -4-  --4- ) 

\  a         a        aac  / 

élevant    au  quarré  le  .multiplicateur  de  d  x  ic 


X         b       x^ 


le  partageant  eh  deux  quarrés  —  H ,  -— -  *  ; 

et  d       a*  c 

multipliant   leurs  racines    (  qui  font    toutes  ki 
deux  réelles  )  par  dor,  l'on  a  dx  ^^^ '  i 

'  >•■■ ,  qui  étant  intégrées  Se  égalées ,  la  prenuèrc 
à  tt  &  la  féconde  à  y ,  donneront  — .- — ,     ^  sssui 

. '  —  =  y.   Ainfi  Tintéerale  de  la  fbrmul» 

propofée  fera  égale  à  un  arc  de  la  courbe  des  cOr 
ordonnées  uicy. 

21.  Il  eft  quelquefois  à  propos  d'ajouter  air 
quarré  de  la  formule  propofée  &  d'en  retrancher 
en  même  tems  une  autre  difiérentielle  afin  de  ré^ 
duire  plus  facilement  la  formiil.e  à  la  reâificatiott 
d'une  courbe  algébrique» 

/f    A    M 

Soit  la  formule  — y ^ —  ;  l'ayant  élevée  au 


*  JkUn,  n'empêche  Àt  confidérec  ces  qtta^tités  coamA 
des  ,qua»és9  quoiqu'on  n'rn  piûtfe  pas  extrçuuK»  4fs  îft» 
ciaes  algébriques^ 


m 
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,    .,  .         .  .  1    (dx — xx\ix^ 

quarre  ,  j  ajoute  &  je  retranche  ^  ■  —  ,  pour 


a% — XX 


avoir  ^-i- — d'X^.i^ 

a  X  —  XX 

partage  maintenant  cette  formule ,  comme  on  le 

•    .  .    (î  ^—  xV  dx^      j     •     j        1 
voit  ICI  '  »  dx^ ,  dont  les  ra- 

a  j?  —  XX 

•   ♦       r  C~d  -■'"  x)  dx  m    ,  «  j 

cines  font  -^ — ,  ^  8c  dx .  toutes  les  deux 

yCax — xx) 

réelles  &  intégrables  algébriquement.  Ayant  fait 

l'intégration,  il  vient  V  (ax  —  xx),  &  x.  En  faifant 

V^(ax  —  xx)  =  y,  &  jc  i==  u ,  on  trouvera. 

\/l[jM— ui/)  =  J/,  OU  ^ w—  uu  =j?*,  équa- 
tion, au  cercle  ;  donc  Tintégrale  de  la  formule 
propofée  ,  s'obtient  par  un  arc  de  cercle.  Lorfque 
tt==jr  eft  plus  grand  que  tf  ,  la  différentielle  pro-. 
pofée  eft  imaginaire ,  auffi  bien  que  fon  intégrale.. 

22.  Tl  arrive  rarement  que  l'intégrale  de  la  formule 
p  dx  foit  égale  à  un  arc  d'une  courbe  algébrique  s  mais 
cct:te  intégrale  eft  très-fouvent  égale  à  un  arc  de  courbe 
algébrique  ,  en  ajoutant  ou  cetranchant  une  quandté. 
algébrique.  Ainfi  il  eft  permis  d'ajouter  à  ta  tormule 
pdx  une  formule  différentielle  qix  intéjgrable  algc- 
Ikiquement*  Pour  déterminer  fa  différentiel^  qu'on  doit 
ajouter  à  la  formule  propofée  pour  qu*il  en  refulte  une 
formule  dont  on  puiflc  diftribucr  le  quarré  en  deux  par- 
jics,*dont  les  racmes  foient  réelles  &  algébriquiement 
intégrables  «  nous  établirons  le  théorème  mivant. 

23.  Théorème.    Si  ayant  fup^ofé  dx  =si  sdp  (s  ne 
déjl^ne  j^oint  V intégrale  rfe  ûfp)  ,    on  décrit  la  courbe  des: 

eo-^rdonnées  s,  (i  — p  p)  *  ,  J.  (  p-— p*  )  —  jp  ,  l'arc  de 

Cette  courbe,  que  j'appellerai  L ,  fera  s=a  j.  (  i  ~  p >)  — ' 
S.  p  (f  X.  Qu  on  prenne  les  difterentiellcs  des  co-ordon?^ 
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nées>  Ion  aura ^x.  (i  *— pp  )  *  — }  s.j>^P*  ('**"??)*  .» 
is^  (p-^p^  )«+-f  rfp  — •Sppiîp  — rfflp.Enfubftituant  rf« 
au  lieu  dt  s  dp ,   ces  dififérentielles  (c  réduifent  facile^ 

ment  aux  fuivantcs  (  i  —  pp)^'( ^s{i — pp) *—  3 pdx), 

p  (rfx  (  I  ^^pp  )  •-^  5  prfjf  ).  Si  Ton  prend  la  (bmme  des  quar- 

rcs  de  ces  différentielles,  l'on  trouve  {ds  (i — pp)^"^  p  dx)*, 
dont  la  racine  is  (  i  '^pp)  ^^ip  dx  9  fera  rélémcftt 
de  l'arc  L  ou  fera  =^  L.  Ajoutant  &:  retranchant  la 
quantité  différentielle' ^rf(  I  -^pp  )  ,ron  a  rfj.(  i  — pp)-t- 

sd{i  "^pp )  -h  ispdp  — '  i prf jc  =  rf  L.  Je  fubftituc 

%dx  au  lieu  de  %sdp  ,  pour  avoir  (f^  (  1  —  pp  )  •+- 

j/(i— pp)  —  pijip;=rfL$    donc  en  intégrant  Ton  a 

j  (i  —  p  p)— Sprf«  =  L,ce  qu*il  falloit  dértiontrer; 

donc  Spéîaf  =  L  ~j  Ci  —  pp^i  ainfi  Imtégrale  de  la 
. différentielle  pdx'eA  égale  à  1  arc  L >  moins  la  quan* 
tité  s  (1  —  p  p  ).  On  doit  remarquer  que  l'on  peut  pren- 
dre pofitivcmçnt  ou  négativement  les  co-ordonnées  > 
^  car  il  en  réfuïtera  toujours  le  même  quarré ,  pui^ue 
.le  quarré  d'une  Quantité  négative  eft  toujours  pouti£ 
AinS  la  fommé  des  quarrés  des  différentielles  dfes  co« 

, ordonnées  fera  toujours  le  même  &  =  (rfL^*,   De 
^même  lorFqu'on  prend  la  radne  rfL,  il  eft  incertain  iî 

cette  racine  doit  avoir  le  figne  ■+•  ou  le  figne  r-  ; 

c'elt  pourquoi  il   fera  à  propos  de  donner  à  Parc  L  lé 

double  figne  ±  &  de  déterminer  enfuite  lequel  des  deux 
doit  avoir  lieu.  On  doit  fe  fbuvenir  de  ne  pas  omettre 
d'ajouter  une  conftante. 

/V     /i      'MV 

Soit  la  formule qu'on  veut  réduire  à  la  reAifi- 

X         .    . 

cation  d'un  arc  d'une  courbe  algébrique.    En  compa- 

CL  ***"  CL  d  X  d  X 

rant  nous  avons  p  =  — j  donc  dp= ■ ,  &  x  ==  — r- 

X  '         XX  dp 

—       ^^  ««  ^'^  _  yy — an       , 

^    >i      PP-^i      "J^—       XX      '  '^'      ^^  ' 

^as— "^—  (  »ir—  afl).  Les  co-ordonnées  de  la  courbe 


m 
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cherchée  font  donc— (^—— — J  9 ,  ou 

\       ax      ^  X 

(  en  prenant  les  co  -  ordonnées  avec  des  figncs  con- 
tjairej  )  1 i-  , $  donc  par  le  théorème 

W  ^     #T      %9 

Ton  aura (*« — aa)  ^  LxsS. .    Pour  là- 

u  X 

voir  quel  figne  Ton  doit  prendre  >  prenez  la  (bmme  des 

quarrés  des  diâférentieltes  des  co-ordonnées  &  vous  au- 

'    )  =iL.  Dif- 

férencicr—  — •(«»—^  pour  avoir— — -,  quantité 
quiétantajoutéeavccrf^r ^  ,  donne  la  formule 

'  propofée 5   donc  d  L   doit  avoir  le  figne  -4-  auflî 

bien  que  L  > &  la  véritable  formule  fera  ' r-(  xx'^aa) 

■  M-L  =  S  ^^ 

le  théorème  précédent  eft  inutile  toutes  les  fois  que 

f  f    ^  1 5  car  alors  la  co-ordonnée  J.  (  i  — pp )  *  eft 

imaginaire.  Pour  remédier  à  cet  incoovét!|ient  »  voici  la 
méthode  qu'on  peut  fuivre  :  ayant  fait  dx=:sdpy  àé^ 

l 
écrivez  la  courbe  des  co-ordonnées  ^.  (pp  —  i)*=j> 
^.  (pj  — p)  ^  x  =  u>   cela  pofé ,  Ion  aura  le  théo- 
rème fuîvant. 

s.Vi  rfu*  — ^jr*)  eft=x.  (pp— I  )  -f-S  .fdx.  Ce 
théorème  fc  démontre,  comme  lé  péeédcnt.  Car  pf€^ 
nant  les  difiTéreriticUes  des  co  *- ordonnées  ^  Ton  aura 


■■i 
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-+-  ^sjp^df^sip+dx^^du.  Subftitucz  dans  ces  diC- 
fcrcnticlles ,  rf  x  au  lieu  de  s.  dp  &  vous  aurcx ds  (pp —  i)* 

-f-  3P^*-(pp— I  )*— ^:r,ou(pp— iV  (rf^.(pi— t) 

•+-3pJA:^=rfjK,  &  p  .  (^<ir(pp — i}^ipdx\  ^=z  d  u.  Éle- 
vez au  quarré  la  valeur  de  (fjy,  &  celle  de  rfu ,  &  vous 
aùrezCpp— i).|^rfj  (pp— i)-*-3pàr^=  dy^,p^  x 

^rf^,  (pp  —  I  )  •+•  Bp<î*  )   =  du^i  donc  du*  -^ 

ijl%    t^       Ç^ds.(pp^i)-^3V^^J   ,  &  rf  J.  (pp~i>^ 

?pdx'=. y^( du^'^dy^)*  J'ajoute-  au  premier  mem- 
re  4p  pette  équation  &  j'en  retranche  en  mêtne  tcms 
j.  rf(i^j-i),  &j*ai  ds.(pp — i)-+- J(?  (pp— i) 

•— 1  J^rp-f-3prfjif  =  V^(rfu*'— rfj^)'*,ou  (  en  fubfti'» 
tuant  dx  au  lieu  de  xrfp  )  ds.  {pp-^  i)-4-^rf(pp— 'i  )  ^ 
H-p  dxssi  !/"(  d  u  * —  dy  *)  5  donc  en  intégrant ,  on  a  (A) 
sipp-^i)  -^Spdx  =sS,  y^idu^-^dy*).  Ce  théo- 
rime  eft  de  Ricàti ,  &  le  précédent  a  été  trouve  pat 
Jean  BernoulU. 

Servez-vous  du  théorème  de  Bernoulli  pour  inté- 
grer la  formule  l/'idu^  — dy,^  )  ,  par  la  rcdification 
a*un  courbe  algébrique.  Pour  cela  fuppofez  dy=:qdu  tk 
la  formule ' deviendra  du  V^(  t — qq\  ,  dans  laquelle 
Î9<^i  >  parce  que  ^u^  eft  fuppofé  plus  grand  que  dy  ^.  En 

cfftt,  il  eft  aifc  de  voir  que  la  valeur  qu'on  a  trouvée 
ci-deflus  pour  d  u  * ,  eft  plus  grande  que  celle  de  dj  *  *  *. 


*  j.  d(pp-T-i)=j.  xptipssxx.pffp. 

^"^  Car  en   multipliant    par  pp»  l'oa  a  un  plus  grand 
produit  qu'en  multipliajit  par  pp  —  i. 
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Suppofons  donc  que  la  quantité  qui ,  darts  le  théo- 
rème de  Bernoulli ,  eft  reptéfcncéc  par  p.  Soit  ici  repré- 
fentée  par  V^(  i— ^J  >  &  que  la  quantité  qui ,  dans  le  théo- 
rème oc  Bernoulli  eft  x ,  foit  ici  u ,  celle  qui  eft  s  dans 
le  théorème  de  Bernoulli  fera  ici  appcUée  ç  >  c'eft  pour- 
quoi ayant  introduit  ces  valeurs,  l*on  a cîu=  ^/^  ^  *» 

&  les  co-ordonnées  de  la  courbe  Cètoritiq  '  >îf  *  V^Ci— Ç?) 

—  II.  Enfin  vous  aurez  Lsaç.  j*— S.  rfuV^(i— ç^) 
ouî7^— L  =  S.du|/(i  — î»)  =  S.Ï/^(du*— <)^M- 
Si  Ton  fubftitue  cette  valeur  dans  la  formule  A,    il 

vient  sArt  '^^)'^S'T^x^^  îî*  — L,o\xS^pdx=i 

-  ç  2  _  j.  (  pp  —  I  )  —  L  ,  qui  ne  peut  être  troublée  par 
aucune  quantité  imaginaire  loffquc  pf  >  i.  Ainfi  Ion 

voit  par  les  deux  théorèmes  préccdens  que  toute  formule 
différentielle  algébrique  5  c'eft- à-dire  ,  qui  ne  renferme 
aucune  quantité  tranu:endante,  peut  être  conftrujt*  par  la 
reftification  d'une  courbe  algébrique.  ^ 

t^  Pkoblbme.  Conjhuire  la  formule  i^^r^f^T^* 
L*on  ne  peut  employer  le  théorème  de  Bernoulli ,  parce 
que  en  faifant  p  =  j/.^v  >  1  on  auroit  ^jf  ^ 


x-a,     ' 


8^   I  «...  p  p  = ,    quantité     négative  (  au- 

trement  :^ — a  feroit  négative  '&  ï/*  f  *  —  fl  ) ,  imagi- 
naire auffi  bien  que  la  formule  prôpofée  )j  Ainfi  il  faut 
avoir   recours  au  théorème  de  Vincent  Ricati.    L'on 

aura  doncpp—  i—  ^_^  >^V^P  —  /^_^yy  ap. — 

,  à  caufedeppssii 


ap.(.v  — «)*  7,         ^\z 


X — ^ 


*  Car  dans  !e  tliéorême  de  Bernoulli  dx  œj*  .  djf;  donc 

kl  du  =:=  îd  (  i-îî)^  =  p7fi::^57- 

-♦-1 
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*«  ».(jc— a)7 


;  donc  J.  (pp— I  )=  3 .  |/^;e  .  J^(xw-a). 

«uÇuP1"'/°"  "?"""*  ^'^  '^'  coordonnées  de  la  courbe 
qu OH  doit  employer  font  x.  l^  ax  =  y     _  ^  =  „ 

ou  «  =  «,  en  changeant  le  figne  de  x.   Donc  par  le 
théorème,  nous.aurons  x y^x .y^(x — a  )  ^-  s.  ~<^^Kj? 

Conftruifons  maintenant  la  formule  j/'f  du'' dv^l 

par  la  reâification    d'une  courbe  algébrique.  Puiftme 
u^x,& quej^  cft.=a K « «,  l'on  «uri rf« L rf x,dy^ 

-p^  .Ainfi  laformulev^Crfu^— rfy2)devientrfxKCi~  t\ 
~  • rrz •idonc5=:|l^,,_jj_'^nf. 


■       ^ ,  &le«co-ordonnées  de  la  courbe  fèront 

j,K'*'  J^( *--,«).  &«  —  î a,  Suppfons cette  courb» 
décrite  &  appelions   L    l'arc  de  cette   courbe  qï'on 
doit  prendre   de  manière  que  L  croifle  ,  *  croirranr 
Ayant  fait  les  fubflitutions  convenables  dans  la  formulé 

î  ?  »  -  L  =  S.  K(rf«  »  ~  rfr  ^; ,  il  vient  z  K* .  KC*-<z) 
—  L  =  S.  K(  rf  u  *  —  d^  »  ).  C'eft  pourquoi ,  en  fubfti- 
tuant  cette  valeur  de  S.  K(  d  u  >~  dj.  ^  )  dans  Ik  formule 
B,  on  trouvera  i  |/"«.  K(*  — a)  h-:s  =li£i^=^ 

'       >/(«— ^)  =  *-»  ce  qui  fait  voir  qi^e  la  formule 
Tome  IV",  j^ 
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propofée  s'intègre  par  la  redlification  d*ime  courbe  al- 
gébrique fans  Taddition  d'aucune  <;^uantité  algébrique* 
Four  déterminer  la  courbe  >  je  fais  la  cq  -  ordonnée 
2y^a.y^(x  —  <z)=:m,  &  la co-ordonnée  jt  — ^ a  as=n; 
donc  4  a,  (x  —  a)  ::^  mm,,x  —  as/iH-a;  donc 
4a.  (n-hfl)  :=  mm  ,  équation  à  la  parabole  d'Appo- 
lotiius.  Avec  le  paramètre  4«<  je  décris  la  parabole 
A  M  (Fig.  7),  dont  rabfciffe  AP=B/i-+-aî  donc  ayant 
pris  A  f  =  a, Ton  aurai  P=cn>  Tordonnéc^PM  étaot=iR^ 
Je  prolonge  P  A  en  D  jufqu  à  ce  que  A  D  =  a ,  pour 
avoir  DP=s/i-f-xff=s9Ar;  c'eft  pottrqooi  ks  DP  étant  x-, 

A  HK     r  '  c        dx}/^x 

A  M    iera   =   S.    r^-: — '-^ — 7. 

Ramener  dans  cejeitai^ns  cas  LlKXÉGi^ATioif 

D*UNE  FOMULE  DiFFÉJlENTIELLE  A  CELLB 
I>*UNE  AUTRE  FoRMULE  DlFEÉRENTlEXXS 
PLUS    SIMPLE* 

2 y.  Soit  propofé  de  réduire  Tîntégrale  de  x"^  dx  x 
(a  +  bx'')^  ,ic  die  dex^  dx  (a  -f-  i'  ;ir  •*/ ,  en  fu  ppo- 

fant  Jn^q.  Je  prends  la  formule  x"*  "*"'(tfH-ix*y, 
dont  la  différentielle  eft  (ni-^i)iA:.;ir"(fl-+-ix")'-f- 
inp^*"^*  X""*  xrf  *  (a -i- ^^•)'""'  ;  donc 
(m -+- 1) .  S.  i  :r  •  JF»  C« -H- ft  ^ ")' =  *'•  "^ 'X 

o\iS.dx.x^(a-^^bx^}^ 


m— H- 1 

m  HKI 

'   De  même  S.  :r--^'^iAf  (i-4-ix»)>-^  =3 
m  H—  «  -4-  I  m  — t—  n  — t—  I 

S.  «•'»-^*«iAr(a-t-^;»?»)'"**;donc  Ton  awnr 


..  ..  . .. 
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■*<fc<>^— IMl  >  t  •  ■         »    fc  «Il   ■■    1     I     I        I     ■■         4 


(  m  -4-  I  )•(  m  -f.  n  -h—  i  ) 
&:  en  continuant  de  même ,  il  fera  aifé  de  voir  qi^en 

général   Ton  aura   S.  x'^dx  (a^-^bx'')^  «= 


^ ^  -^ -  -         ■  ^^iM  ■!  *«     X     wt 


m*+-î  (m-+- i).(mH^ii-4-l) 

^    -1 ' 'i^»  ■'*■"  ■.'■■'- 4,^^  oCCé 


■AbmMKi 


(i-f'm).(i'+-m-l-n)  (/-t-m-4-»n)..,.[n-m-t-/i  (t— ,i)l 

Le  (igtie  fupérieur  a  lieu  lorfque  t  efl  un  nom*' 
bre  entier  pofitîf  împaîr  ;  &  le  (îgne  inférieur ,  lorf- 
que  t  eft'un  nombre  entiecpofitif^  mais  pain  Main- 
tenant fi  p  —  t  =  r ,  ou  11  /7  —  r  ==  1 5  nombre 
entier ,  Imtégtale dé  x"^  dx  (a^bx •) ',  fc ré- 
duirai celle  de  j;""»-^'»  dx(a-^b  x'')  "'',  .&  fi  r=3 

î*- —  eft  un  nombre  e6^î^r  pofitif,  on  réduira  f in- 
tégrale de  la  formulé  proppfée  à  celle  de  la  formule 
;if«ix'(a-+-*jf*)'î  car  alors  on  aura  j  =m-j-m« 
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t6.  Mais  rintégrafe  de  r  «  "*-  ^  »  rf x  (  aH- ô  x."  /  &  ré- 
duit  à   rîntégrale    de  x^  dx  {  a-h  bx»  )»•,  lorfque 

'""^'"        ,  ou  lorfque  — ^^^ ,  cft  un   nombre  entier 
n  ^ 

pofitif  >  c*cft-à-dire ,  lorfque  la  différence  des  «xpoiàn« 
des  variables  hors  du  binôme  étant*  divifée  par  Tcx- 
pofant  de  la  variable  dans  le  binôme ,  donne  un  nom- 
bre pofitif,  &  pour  le  faire  voir  prenez  la  quantité 
««"»-'  (fl-f-Jx*)^"*"*»  dont  la  différentielle  eft 
(^q^i).xi  ix{a  -f- ix»)'"^«  H-  rfjf.Jvi  .(]»■+-  i)x 
3ei-«-i-^-»— ï  (fl-i-ix"y  ,oa(ga.-*-ii>c'î  {a'^bx*)P  dx 
-4-(ç^3C»-*-ta?")*^  (fl-f-S»")^  dx-^bn  .  (pH-  i)x 
x'i'*^'*  d9è{a-hbx'')P  =  iaq'^a)  .x^ dx^a-^bx")!'  tH 
<i7rpH-in  -Hî^H-i).  x^'*'*dx  («H-Jy»)^.   Donc 

^•.(flp-Hn-t-î-HO 
Suppofons  maintenant  qu'on  veut  réduire  l'intégrale 
de  x"^  (fjT  (a  +  fry")**'^  celle  de  sf^dx  (a-^bx^jp. 
Je  fais   q  ^  n:=i  m  f  ou  q  :s=z  m  —  n  ,  pour  avoir 

iLi5r:^±^S.Ar'-"-*rf*(fl-f-J:c'')r.Parlamémc 
(  (/ip-f-'w-H  ï) 

raifon S. x»- '"ix  ( tf -H 6 « " )^  ==  ,  .    ^ — — ^. 

f«iiuuw.  A  \  /         ô  (  I -f- /Ti -H /zp  —  /i) 

,-«     ^  ^ — .  Et  en  gênerai  on 

i  (/ip-+-m-f-i -r-n) 

«uraS.x«i»(«+6*-)»=:  -     i(„p.t.m.n) "* 
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i3  (np-hm-f-i)  («p-f-m-f-i— 72)(/z]:-4-w-f-z— a/z) 

I  I  ~  ■  "■  ■  I       - 

fl'  {i-hm — /7)(i  -t-m — 27<)...(f-t-m — t/z).S  ^c*"^*"  ^:>rfd-+-SA*  )? 

Le  fignc  fupérieur.  a  lieu  lorfquc  i  cft  pair,  &  Tinfé- 
rieur  lorlqiiê  t  cft  impair*  Ainfi  il  cft  aifé  ie  voir  que 

ttmr-«^=^">«>u  il  n?-r"U=r/i,  ouut=: ,  ou 

n 

fi  la  difFéreitcc  dcsexpofans  de  x  hors  du  bînome  di- 

vifée  par  rcxpofant  p  de  x  tlans  le  binôme  ,  donne  ,un 

nombre  entier  polîtif',  on   pourra   réduire   l'intégrale 

de  x""  dxia-'hb  x^  y  )l  ctl\c  de  x^  dx^a^bx   y^  , 

par  le  moyen  de  la  formule  précédeme  ,  on  en  opérant 

comme  on  vient  de.  le  faire. 

z7.  La  formule  S.  dx  ii'--^xx)^  dépend  de  la  qua- 
drature du  cercle  ;  car  en  fuppofant  le  rayon  C  A 
(Fig.  %  y  =  i,CP=«,Pp  fera==rfjt:.  Se  ydx  = 

rfx(i.  —  x»)^  exprimera  Télément  de  rairc  C  BMP  ; 

-I 

ainfi  S.dx{i—xx)^=  CBM?.  Si.  Ion  vouloir  ra- 

i  i 

mencTS.x^dx{i — *x)  *  àS.  dx{i  — xx)^»  Ton  au- 

roit  flass  i,i=:— I  ^OT=4^ /z  =  x,p  =  ^  >    &    Ton 
trouveroit  par  la  méthode  ci-defTus  (ay)  >  S.  jc^?x(i  -^jçjr)» 

•    ■.  ".         y  i  '    • 

xUi — xx)^   .     < x^  (i  — xx)»     . 


wi.m    mi  immK^f^ftmm^ 


■^««^•-«•' 
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f 


5.  5  .S.  ap*   (r-^^ap)»     -, 


(  »«) ,  l'on,  a  s.  *  »  <I  *  (  I  -  «  *  )  r  «  r^lfcLftl*  ^ 

,  10 

""ITT"'  ^   loJVg   <"^**)'    - 


~,«ï  (l^jf*)»  •^■^^•/^  .>»('""*»)*-* 


10.  8  10  .  8.6 


'  - ^ u    } — .*(i»-»«)*4- — i  •  f  •? rnMp 

•   en  fiibftituant  la  valeur  de  S.  «f#<i  —  «^)  »,&  faifànj 
,  attention  .au  muiuplicatçurî^4eS,x(||e(i'~^«A:'A 

;  De  l'Intégration  des  Différentielles 

?AR  QUELQUES    PROPRIÉTÉS   DE$   COURRES. 

^8.  On  peut  intégrer  toutes  les  différentielles  qui  ne 
.   font  ps^s  ftbfurdcs  par  les  propciétés  des  courbas. 

Soii  la  fornaule  "/L-.^^^^^i* ,  je  fois  cette  formule 

y 

mdxi'  mais  par  la   fe^^ion  .pjçéçédcntc   (U^  13  ), 
danda  traftricç  rélémcntde  l'abfciflc  cftr:zZt>^^^5îZ3Sl. 

♦  ,  y 

donc  rintégralc^S.  -^  ^   ^      ~^'>'j  eft, égale  à  une  ab- 
ftiflç  çprrç(portdan;i  à  Tordonn^c^  d^ine  trîi^ricç  doue 


n^tÊam 
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lai;angentc=  cuidt  mâxntcnatiJt  la  formule  ryr-^,  -v  , 

l'on  aura  (par  leN**.ii,  fcétion  précédentc)S.£^« — ^ — r 

=»  op ,  jf  étant  rabfcitfe  de  la  courbe  des  finus  hyper- 
boliques >  Se  y  Tordonnée  de  la  même  courbe.   L'on 


aura    de.    même    S.    -j^,      «^ r   =  x ,   x    étant 

y{yy~aa) 

rabfcifle  de  la  ligne  des  co-unus  ];iyperboliques.  Voyes 


^£5  FOKMULES  IXtlFFêRENTIELLÉS  DONT 

lIhtégaale  jytmmn  dv  Cbrcle» 

^Sl*  Avant  d'eQtrvr  en  matière  nc^i^  remar- 
querons que  tous  les  cercles  étant  des  figures  fem- 
blables ,  leurs  Ugties  homologues  droites  ou  courbes 
ebmihè  ks  arcs  femblabfes  ,  les  finus ,  les  co« 
finus  »  les  .tangente^  »  les  co  ^  tangentes  5  les  fé^ 
cantes  ,  les  co-féc^ntes  appartenans  à  des  arcs 
frmbtables»  font  dans  te  rapport  des  rayons  de 
cercles  ;  de  forte  q^e  fî  oit  nomme  R  \6  rayon 
dés  tables  ,  r  le  râyônf  d'un  cercle  quelconque  ; 
f  tme  dés  lignes  dont  ort  vient  de  parier ,  prife 
dans  le  cercle  du  rayon  R  ^  <v  la  ligne  homologue 
dans  le   cercle  du  rayon  r  ,  Toit  aura  R  :  r  :  ; 

rp      ^   •  '        R  .r  ,— .         /•  «. 
p  i,»is=is  ^^Scp^  =  — r-.  Dùtsc  G  IcHi  con- 

Jtv  ^  •  r 

i^\t  «  dans  le  c^rclf  dgiil  1^  rây^n  ^J^  & 
guon  eonnoîfle  p  par  les  tables,'  l*oq  con- 
poitra.l^  valeur  de  x  dans  Je  cerle  dont  4e.  .rayon 
efl  R  <,  &  réciproquement  fi  on'connoît  /?  par 
Iqs  tables  pour  le  éercle  Idu  rayon  R ,  i'oi\  con*- 
noîtra  facilement  la  ligne  homologue  pour  le 
cercle  dont  le  rayon  cil  r* 

N4 
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30.   L'inté|;rale  de  la  différentielle 


dx 


1^  ix  J.il. 

—  *^  eft 


c  c 


c 


s  étant  un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  eft  Tr 

&   la  tangente    x  ;   car  on   a   vu  ci  -  defliis  ; 

m 

fedion  précédente  (  31  )  ,  que  -^^      ^       ^-  - 


—  etoit 


A  A  -^x  X 

Télément  d*un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  ==  a,  8c 
la  tangente  =  x  ;  donc  fi  le  rayon  eft  ==  i/  A  ^  la 

^  d   X 

différentielle  de  Tare  fera  2=»  S ;  Jq^ç^  g^^j 


dx 


<|e  cercle  AM  (  Fig.  a  )  ;  donc  le  rayon  =a»  d  ; 
Se  rabfcifle  =  A  P  (  ou  fca  finus  yerfe  )  =»  *  i 

'^'  \7(è^^  ^'^  raément  d'un  tel  arc  ï  fec- 

a  d  x 

tion  précédente  jx  )  .  S.  ^^^^^^^.^=^,5 étant 

un  arc  de  cercle  B  M ,  dont  le  rayon  ==:^  a^8c 

le  finus  PC  =  Mg  =  a:  ;  car  les  triangles  fem- 
blables  CP  M,  M  m  71  donnent  P  M:  CMitnm: 

Hlm,  o}i\^(a  a-^x x)  ;  a  :  :dx: 


a  àx 


'donC;i  &C, 


\ 
» 
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AT  Ç 

cercle  dont  le  rayon  ==  a  &la  fécahte  =/i 

. -,         ^—  CL  A  X  f 

s.    7 ; ;  =  -^ ,  /  étant  un  arc  de 

cercle  dont  la  co-tangente  =  x  ;  car   on  a  vu 

dans  la  fedion  précédente  (21) ,  que      ^     — 

étoit  l'élément  d'un  arc  circulaire  dont  le  rayon 
==  a  ,  Scia  fécante  ==/,  &  que  - 


a  a  -^  XX 

étoit  l'élément  d'un  arc  circulaire  dont  le  ravon 
=?=  a  ^  Scia  co-tangente  ==  x  ;  donc ,  &c.  'On 
peut  auffi  remarquer  que ,  félon  ce  qu'on  a  dit 

au  même  lieu  ,  S.  77/  ^  e^  =/.  /étant 
un  arc  de  cercle  dont  la  co-fécante=^. 

Des  Quantités  Imaginaires. 

51.  Si  l'on  a  un©  équation  d'une  courbe  réduite 
a  cette  forme  jy  ==  a  at*  -h  bx""  -+-  ç  x^  --4-  &c. 
y  ne  peut  être  imaginaire  ^  à  moins  qu'il  n'y 
ait  dans  l'équation  quelque  expofant  pair  ,  & 
^e  la  quantité  fous  cet  expofant  foit  négative. 
Toutes  les  quantités  imaginaires  de  quelle  efpèce 
qu'elles  foient  peuvent  fe  réduire  à  la  forme  M  -+- 
^Y  —  I  5  ainfi  qu'on  va  le  démontrer  après 
avoir  établi  les  lemmes  fuivans. 

32.  Lemme  1.  (  cof.  p H-  V^~- 1  fin.  ;?  ) "a=a 
cof.  m  p  -I-  y —  ,  fin.  mp  ^  p  étant  un  angle ^  ou 


I 
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arc  dont  le  rayon  s=  i ,  ic  m  un  nombre  quelr- 
conque  ;  cette  propofition  eft  une  fuite  de  ce 
qu'on  a  dit  dans  la  première  partie  de  cet  ouvrage 
(  voyez  la  Géométrie  )•  Mais  pour  démontrer  ri-^ 
goureufement  que  cela  a  lieu  »  en  fuppofant  même 
que  m  eft  un  nombre  fourd  tel  que  \/^^  y  par 
exemple ,  je  prends  les  logarithmes  hyperboliques 
C  car  c*eft  de  ceux-là  dont  il  s'agira  toujours ,  à 
moins  qu'on  avertifTe  du  contraire)  de  part  & 
4'aatre  ;  ce  qui  donne  m  L .  (  cof.  p  -l-\/—  i  fin,  p  ) 

e=a  L.  (  cof.  m  p  -t-  \/ —  I  fin^  mp  ).  Différen- 
ciant *  en  regardant  p   comme  variable  5   on 

aura    (A)   —^^P*f'^'P-^\^W—^^^o^^P 

cof.  p  -+-V— - 1 .  fin.p 

- — mipÇm.mp-'^-mdp ^y^-^i  .coCmpi 


cof.  mp-HV—  1  .  fin.  mp 
Multipliant  les  numérateurs  par  —  y  —  i  ,  il 
m  dp  ^  C  cof  p  -4-  ^ —  1  .  Qn.  p)        ^ 


vient 


cof.p-+-V — i.fin.p 
mdp •  (cof.  mp  H-  y  — .  i  .  fin.  mp) 


«fc   «     ou 


cof.  mp-^^  \/ —  I .  fin.  mp 

md p  =  m  dp  y  équation  identique  ;  aînfî  Té- 
quatron  (  A  )  ,  dont  celle-ci  eft  tirée  eft  vraie  » 
donc,  &c* 

*  Voyez  vers  le  commencement  de  la  première  (èâion 
comment  il  faut  s*y  prendre  pour  différencier  les  quan- 
tité$  logambmîques ,  &  celles  qui  renferment  des  finui 
fc  des  co^fifias. 
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53.  Lkmie  il  u  étant  un  arc  dont  le  rayon  ==  i , 
Von  aura  k-*^-  .  ■— rL.Cfin.tiy — i-+-cof.w),En 
multipliaot  par  y  ( —  i  )•  Et  différenciant ,  il  vient 

j           />                    çoÇ.u.du}/^ — I  —  &n.u,du 
au  ^  y I  =  —7 -; ,    ,    „r ,  OC 

^  lin,  M  y  -— «  I  H*-  col.  u 

(  en  divilant  par  du  ^  ôtant  la  fraétioo  &  faifant 
attention  qw  |/  —  i  X  V  -r-  I  =  —  i  ) 
—  fin.  u  •-+-  co£  u  v^— •  I  =  coC  H  %/  -—  I  — - 
fin.  u^  équation  identique  ;  donc  Téquation  du 
lemme  dont  celle  ci  eft  tirée .  çft  vraie» 

34-  ThcoeÊhe.  Tipurej  le^  quantités  ima* 
jrinaires  de  quelque  efpece  qiA  elles  foient  ,  peuvent 
toujours  fe  réduire  à  la  forme  M  -I-  N  y  —  i  , 
M  &  N  étant  des  quantités  réelles  (  M  peut 
aujjp.  être  =r  o  ).  Nous  dUftinguerons  toutes  les 
formes  des  quantités  imaginaires  qu  il  paroît  pot 
fible  de  concevoir ,  l^  Soit  a  -f-  t  V'—  i  une 
quantité  imaginaire  9  a  II  b  étant  des  quantités 

réelles*  La  quantité  (  a  h-  i  V  " —  i  )  *  »  nn  étant 
une  quantité  réelle ,  pourra  toujours  fe  réduire 
\  la  forme  dont  on  vient  de  parler.  Faifons 
a  a  -+-  h  b  =  c ,  &  cherchons  langle p  ,  tel  que 

fon  finus  foit  =?=»  ~-  &  fon  co-finus  ?w=b  — ,  cet 

c  .  c 

angle  p  fera  toujours   réel  3^     puifque    a  ic  b 

font    fuppofés    des    quantités»  réelles.     Si   Ton 

fait   la   demi  -  circonférence  ==5  n  • ,    les  arcs 

dont  les  finus  —  &  les  ço-finus  — -  font  les  mc- 

€  c 


mes ,  fçrgnt^ ,  2  n  -H p,  4/1-+-;?  ,6n -4-f  ,  &ç. 
auxquels  on  peut  ajouter  ceux-ci ,  —  2n  H-p  , 
î~-4j n  *-+- jp ,  ~ 6  n  «4- p  ,  8cc«  Cela  pofé  »  09 
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■  ■■  I  III  > Il  I  I      ■    ■    II— ■■— — ^ 

==  c  (cotp  -+-  fin.p\/ —  I),  C^-t- ^V— •  i)*= 
c"*(cof. /7-I-  Cn.p  \/— .i)'"=r=c*  (cof.  mp^+- 
V  C —  I  )  •  'în.  mp  ),  par  le  lemme  premier;  donc 
en  faîfant  M  ==  c "•  cof.  mp,  &N==c*  fin,  mp. 

Ton  aura  (  tf  -+-tV( — i)"'  =  Mh-N\/-^i. 

2*.  Si  a  eft'  une  quantité  pofitive  élevée  à  un 
expofant  imaginaire  m-|-n y  ( — i  ) ,  Ton  pourra 
toujours  réduire  tf*-^»V^— »)  J  i^  formule  du 
théorème.  Soit  a "-^"V(—n  _-^_^j^  y/ ( — j^^ 

Ton  aura  (en  prenant  les  logarithmes)(m-Hn  V — i)  x 
L.  A  ==  L.  (  jr  -f-  y  v^ —  I  ).  Différenciant  ea  re- 
gardant a,  X  8cy  comme  variables ,  on  aura 

n  da     /-  ^^^^^^^  Ae^/fyT/" — i  ^^_^  xdx  -+-  y  dj^ 

a    V  ••^  x-^-y^  { — i)  ""^   xx^h-yy 

{xdy—ydx)  V{—  i)  .  -.         - 

— - — "^ •  en  multipliant  le  nu- 

XX  —h-  y  y  ^ 

mératcur  &  le  dénominateur  par  at  — -^  \/( — •  i }. 
Égalant  féparément  les  quantités  réelles  aux  quan- 
tités réelles  &  les  imaginaires  aux  imaginaires  (ce 
qu'on  doit  toujcxurs  faire ,  autrement  Ton  fuppo- 
leroit  qu  une  quantité  réelle  peut  être  égale  à  une 

quantité  imaginaire  ) ,  1  on  a = »^-^ 

^  H   .  X  X  i"j""' y  y 

^  nddV^rri)  ^^  (xdy—ydx). V^i—i)     ^^^^ 

a  X  X '-\-' y  y  ' 

en  divifant  par  y^C  — - 1  )  ,  cette  dernière  équa- 

.-.         j     '.         ndd  xdy^^ydx       *  .      ^ 

tion  devient  — -  ==^  — - — :  donc  en  mte- 

d  xx-i^yy 

gcant  Ton  aura  ces.  deux  autres  équations  m  Lt  ^ 
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===  L.yixx'^y y)  ,  &  nL  ^z  ==3/5  /étant 
un  arc  dont  la  tangente  eft  =  -^  ;  car  en  faifant 
lè  îayon  s=ii ,  la  tangente  =  ?  ,  Ton  aiîroit  la 
différentielle  de  Tare  = r*- — •  Donc  en  fai- 

iànt  d  e=3 1  &  j  s=  —  ,   Ton  auta  la  difFérén- 

X  d  y  ■■■■"  y  u  X  y 

feielle  de  FarcBs» — =^— r >   donc -^^    = 

XX— ^yy  X 

tang.  n  •  L,  a\  Ceft  pourquoi  en  prenant  dans  un 
cercle  AB  (Eig.  2),  dont  le  rayon  eft  fuppofé  ==c  i,; 
Tare  n  L.a  =  A  M,  Ton  aura  C  P  =  x  = 
côf.  n  L.  a  ,  &  PM  =y  =  Cn.  n  L.  a  5  donc 
a"-*-"V-  ia==:  AT  -f-jT  V^ —  I  =  cof.  nL.  a  -+- 
fin. nL.a  V—  i  ==:M -+-^N VCr-  i  ) ,en  faî-' 
fant  cof.  nL.  a  =  M ,  &  fin.  nJ^.a  =  N.  II 
cft  viCble  que  a  étant  une  quantité  pofitive ,  M 
&  N  font  des  quantité  réelles.  Si  on  prend  l'arc 

n  L.  tf  dansun  cercle  dont  le  rayon  =v^(y^-4-^*)  • 

a«=  fl*,  Ton  aura  (a-h-b^ —  i  )'".==  n *" cof. 

n  L.  a  H-  a""  fin^nh.a  V^^^  i  ;  (car  ,  félon  ce 

qu'on  a  dit  ci-deffus  (  29  >  dans  ce  cas ,  l'on  a 

ar  ==  a  "'cof.  n  L.^),  &  il  eft  vifible  que  cette  quan^ 
tité  fe  réduit  à  la  même  forme  M  -+-  N  \/^( —  i). 

3^  Si  l'on  a  la  quantité  C.aH- 1  \/ —  i  )  éle- 
vée à  un  expofant  imaginaire  m  —h-  n  V^ —  1 .  C« 
cas  fera  encore  compris  dans  la  formule  M  -i— 

N  V  —  I  :  car  foit  (a  -+- 1 V—  i  ^  "  "^  "  ^  ""  *  = 
*^"+"^  V —  ï  )  r  on. aura  ^  en  prenant  les  loga- 
rithmes, (m -+- nV-r— i)  .  L.  (a-+-i\/ — I). 
«=  L,  (JT -^-^^V^  •—  I).  Et  in  prenant  les  difFéren- 
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tielles ,  multipliant  fit  divifant  celle  de  x  -l-;^\/-^  t 
par  X  —  yy  --^i  j  &  celle  de  a  -4-  by*-^î 


1      /  «)  «  rfji?  -4-  yrf  y 

par  a— fc  V  — i  ,  Ion  a     ^^^y- 

ixdy  —  ydx)V(—i)  miaia-^bdh) 

— — ■ — ^- — — ^  ■  I    iii»       *  I     _ 

X  X --k- y  y  aa~^bb 


a  a '^^  b  b  *  <itf-+-èi> 

n  { adb  •^'^  bia)      «-     ^  * 

•^  j  ^    I    i^p   Eii  égalant  Tes  quantités  réelles 
aux  quantités  réelles  ,  les  iim^gmaires  aux  imsc^ 

«maires  •  il  vient  — irrr  — ^  *-^ — — "■ ,  / 

•  a  a  --f-  bh  aa  -^b  h 

xdx-^yiy  m{adb—tday       niada-^hdi} 


X x^^y y  *        aa  -^  bb  ^^^  aa-^t^b  b 

X  d  y  "^  y  ^  ^       Tk 

=  ^^    1    yy^'   *^^^^  ^  prendre  les  intégrales  ^ 

je  fais  \/Ctf^ -i-hh)  ==  c  ,  lare  dont  la  tangente  eft 

—  étant  fuppafép=;  aîofi  fmg=^p  —,  &  cof.fœA  ; 

donc  les  intégrales  -feront  m  Lr  ^  ^-^  n/y  =£B±fe 
L.  ^  (  X  X  ^^^  yy  y  ^  mp  ^-^^  nhé  c   s= 

À,    Tàfig.  -^  (  Adéfîgne  fjtfcde latôrtg*  -^L  \  ^ 

Mais  m  L.  c  —  np  ==  mL,  c  •—  n;>  L.  C5  e  étant  le 
nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  eft  :=tr  j 
donc  L.  V  (  A?  Ar-+-  yy)^^mL,c  —  n/L^r^ou 
V^CA?*-i-y^O  ^=  c*  e~*\  Ainfi  prenant 
V^(iia-4-fei)  a3=«f,  &  Taiigle./  tel  que  cof.  ;y 

^,  &  fîn.;^=i2s  "^  *  *^  feîfant  lô  rayon  du 
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cercle  »==  ^ {  xx  H-  y  y  )  3   on  aura  x , 
fin,  (  mp  -f-  n  L.  c  ).  Donc  j?  -+-  ^  \/^«—  i  : — 4 


(^H-iV — i)"-^«V(-i)    eft  réduélible  à  la 

forme  M  -+-  N  \/ —  i.  De  pluî  fi  les  expofàiis 
étoient  élevés  eux-mêmes  à  des  puiflaoces  dont 
les  expofans  fuflènt  imaginaires ,  ils  feroient  cooi* 
pris  fous  la  même  forme*  Car  fi  q^  r^t^  (bat  des 
imaginaires  de  la  forme  M  H--  N\/(—-  i),la 


r 


quantité  a^    fera  comprife  fous  là  même  forme  1 
puifque  r*  eft  réduâiole  à  cette?  forme  ,  &  par 

conféquent  auflî  j'  «^ 

4**.  Il  eft  évident  que  'toutes  lès  fraâions  for- 
mées par  addition ,  fouftraâion ,  multiplication  oii 
divifion  de  tant  de  formules  imaginaires  que  ce  folt 
de  cette  fornie  M  -f-  N  y  —  i ,  feront  comprifes 
dans  la  même  forme  ;  car  qu  on  imagine  tant  d« 
formules  imaginaires  a  — (—  i  V  —  i  ^  a  '  -+- 
b  '  V —  I  9  ^''  H-f  V —  I  y  &C.  qu'on  voudra; 
îl  eft  clair  qu'en  ajoutant  enfemble  ces  formules , 
Texpreffion  qui  en  réfultera  fera  toujours  comprife 
fous  la  même  forme,  en  faîfant^-f-  a  'h-û"  &c. 
r=M&  6  H-  i'  4-  è'  &c.=rN.Ileft  aîfédé 
voir  que  fi  on  retranche  quelques  unes  de  ces  for- 
mules le  réûiltat  (èra  encore  réduâible  à  la  m«me 
forme. 

Si  on  multiplie  a  -+-  b  y  —  i  par  a  '  •+* 
b  '  \/    —  I  9    le.  produit  aa^  — r  hh  ^  H— 
(  il  t  '  H-  fl  '  è  )  V —  1  ,  fera  réduatible  à  la 
même  forme  M  -+-  N  V—  1 ,  laquelle  étant  ean 
core  multipliée  par  a  ''  •-+*  f  y  (  —  i  )  don- 
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liera  auflî  la  même  forme.  Il  ne  s*agit  plus  que 
<le  la  divifion  :  or  il  eft  vifible  que  ce  cas  fe  ré- 
duit   toujours    à  une    fraftron  .de    cette   forme 

-T^r- — Tx — 77 — r-,  dans  laquelle  le  numera- 


leur  &  le  dénominateur  peuvent  être  compofés 
par  addition  ,  fouftraâ:ion  &  multiplication  d  au- 
tant de  formules  imaginaires  qu'on  voudra  de  la 
forme  M  —H  N  \/ —  i  :  or  cette  fradîon  peut  tou- 
jours fe  réduire  à  une  autre  dont  le  dénominateur 
foit  réel  en  multipliant  tout  par  C— D  \/ — i  ;  car 

alors  11  vient  ^ CCTPBD ^ 


^     c-r    ac-hbd    ..  bc— ad     ^, 

^  ^"  ^"^^^"^  ce  -f^BD^^-CG-^BD  ==^- 

on  aura  la  forme  M  -+-  N  V(  —  i  ). 

^^.  Il  eft  encore  évident  que  toutes  les  puif- 
fances  dune  formule  A  -rf-  B  \/ —  i  ,  dont 
Texpofant  m  eft  un .  nombre  entier  pofîtif ,  fe- 
ront comprifes  dans  la  forme  du  théorème. 
Car  (A —H  B  V^ —  I  )'"  n'eft  autre  chofe  que 
le  produit  de  A  -4-  B  \/ —  l  multiplié  par  lui- 
même  un  nombre  de  foisdéfigné  par  m  —  i.  Ce 
fera  la  même  chpfe  fî  m  eft  un  nombre  entier  né- 

gatîf  ;   car  aïors  on  a  -— -—^ -_  ,  qui  fe 

réduit  à  la  forme-- — —^ — ,  Celle-ci  fe  réduit  en 

M-hNK— I 

multipliant  haut  &  bas  par  M  —  N  y^—  i  ,    à 
cette  autre  — -— - — L_^ ,  qui  eft   évidem- 

ment  réduâible  à  la  forme  du  théorème. 

6\  La 


■taMHhi 


■^«■rti 
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6".  La  formule  générale  M  -4-  N  %/-—  t  rAm 
prend  encore  le  cas  de  N  .^  o  ,  &  par  confé- 
quent  toutes  les  quantités  réelles!  Il  peut  arriver 
que  le  produit  des  fortoes  imaginaires  foit  réel 
alors  N  =  q  ;  ainfi  le  produit  de  «  -+-  ^  i/l!!  * 

7°-nne  racine  m  quelconque  d'une  quantité  ima 
gmaire  de  la  forme  M-H  N  y^-  »  ,  La  toujo^s 

de  la  même  forme;  c'eft-à-dire  (a-h-b  %/— d  ^  ^ 
lera  toujours  contenue  dans  la  foÀnule  du  théo- 
rème. SoitV(iaa-^bb)=.c,p  uhangledont 
le  finus  ==  f  &  le  co-fîûus  =^  -f  ,  on   aura 

félon  le  lemme  ci^delTus  C  52  ) ,  l'on  a  (  cof.  p  -^ 
V--i.fiB./7)"  :.^cof.mB-f-l/~î    fin  m„ 
quelque  nombre  que^  foit  m  ;  même  fraftionnS 

doncC^-+-i/— ,)^  =  ^(a-t-b  V  — i> 
-=  ciCjPf:  i  ^  H-  .^_  X.  lin.  i  ^  ^,   jviais  c 
etaiit   uj^quantité  réelle -auffi  bien    que  a   &, 
P,»i  JJ  fera  une  quantité  réelle ;doncîVra-4_^-yL^T^ 
appartient  a  la  forme  M  -h  N  V  i  .    &  .„ 

^  La  racine  quarrée  dea+xr^b,  h  étant  boCtif  peut 
s'expnmergénéralement  par±  r('l±V^ff_+^\ 

■+-  V  ^,-— —— ^^J  ;  car  en  ^levanl 

cette  quantité  au  quatre  *  on  trou^^e  à  -+_  yl^.^ 
La  quantité  '^  —  ^  =  y/(^  ^b)  «=î  \/(~.  j/^a  * 
Tomt  IV,  O 
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fc  réduit  facilement  à  la  forme  M  4-  N  \/—  i ,  &  il 
en  eft  de  même  pour  toutes  Les  quantités  imagi* 
naires  quelconques  ^. 

35*.   Théorème.    La    quantité  imaginaire 

s  :±:  b  y  —  i ,   dans  laquelle  a  &  b  font  réels , 

peut  toujours  fe  réduire  à   la  forme   cof.  V  ± 

Jîn.  V  •  V  ( — I).  Soit  pris  Tare  V  dans  un  cercle 

dont  le  rayon  r  ==  y/'Caa  M-  bb)y  Se  prenant 

Tare  u  femblable  dans  un  cercle  dont  le  rayon = i, 

on  aura  cof.  V  =  — .  cof#   u  5?=;5  r  cof.  u ,  & 

fin.  V  ==  r  fin.  M  ;  donc  ^  rfc  ^  V^  —  i  =' 
r.  cof.  u±rfm.u  \/"-— i  :  or  fi  Ton  fait  cof  V^=  « , 

Ton  aura  fin.  V  =  ^  (rr  ^^^  cof.  V  J  ==j 
V^( a  a  -+-*t  b  —  aa)  =  b ;  donc  r  cof  m  Hf  r  x 
fîm  u  \/—  I  ==  cof.  V  ±:  fin.  V  \/—  i  ==  a 
±  t  /—  I. 

Remarque  I.  Si  Tonavoit  b^ — i  ,  il  eft 
vifible  qu'on  ne  peut  réduire  cette  qifÉ^ité  à  la 

"  inrM 


forme  M  --h-  N  y  "-*  i  qu  en  fuppofanrM  ==  o. 
Remarque  II.  L'on  a  vu  ci-defllis  (33) ,  que  Tare 

If  ==  ^  L  (  cof.  u  -+-  fin.  u  V''**  ï  )  >  donc 


i      "       ■       ■ 


*L«  quarré  dç  la  quantité  a-f-af/"— i  eft=:  aa-+-i  ja-j/"— i 

*--aaa  =  z.l/^-i  ,en  fupo(antiZ==iidonc  (i.ï/"— 1)* 
àpi-HiV^  — 15  ce  qui  fait  voir  que  la  racine  de 
la  quantité  1  .  l/"  -*-  i  peut  contenir  une  quantité  en- 
tièrement réelle  j  c'eft-à-dire ,  qui  n'eft  affeétée  d'au* 
t\xn  multipficateuf  imaginaire. 
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en  multipliant ,  de  part  &  d'autre ,  par  r  n  ,  Ton 
aura  mu  ==  '  >  L,  (cof.  u  -H  fin.  u .  V^— - 1) 
«=L.  (cof.  w-4-Ch.uV"— O*"'"^*"'    (car 

r « ^  rn.y  —  i    r  n  >  \/'—  X 

r= — rn  V^ —  l)t==L. — ;: 7;: ^ : 

m=L.  (  cof.  w  —  fin.  M  V  —  I  )  "'V^-  ^   5 

puifque    — 7 —7^ tt — —  ==  cof.  u  — - 

^  col.  u  -f-  fin.  u  V —  I 

iîn.  :/ V  —  7%  En  effet,  en  ôtant  la  fraâion  ^ 
Ton  trouve  cof.  li  *  -+-  fin.  u  ^  =  i ,  quarré  du 

rayon  i  ;  doncL.  (eôf.tt±fin- «  V— i)-^'"^""* 

c=  rnu  ===  rnu  L.  €  y  c  étant  le  nombre 
dont  le  logarithme  hyperbolique  =  1  ;  donc 
(cof.  u  H-  fin.  «V i)  :+:''»>/- 1  — 

quantité  réelle.  Si  Ton  faiè  M  -+-  N  y  -^— ^  i 
r  cof.  w  ±  r  fin,  tt  V' —  *>  ou —  +  —  \/— *  i 

=  cof.  a  ±  fin»  M  \/ —  I ,  &  qu'on  faffe  a  =2=3 
—  ,ft==  -^.ronautaCrfi^V^— i)^^*v^-ï=:. 

e  ^"  *  ;  donc  quand  on  dit  que  (a  +  b  \/— i)  »*  V- 1 

peut  foujôufs  fô  réduire  à  la  forme  M  4-  N  \/"— i. 
Quelque  foit  m ,  on  doitenitendre  que  m  étant  une 
quantité  réelle  ==  ^'  r  »  ,  N  fera  =  o ,  dans  la 
formule  M  -+-  N  \/  —  i  ,  ce  qu'il  eft  bon  de 
remarquer* 


^  9 


I  *         ym»j 


Oa 
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De   l'Intégration  des   Formules 
Logarithmiques. 

35.  L*on  a  vu  dans  la  première  fedion  comr 
ment  il  falloit  différencier  les  quantités  loga- 
rithmiques &  exponentielles  ,  on  a  vu  auflî  com- 
ment on  pouvoit  obtenir  dans  .  certains  cas  des 
intégrales  logarithmiques  &  exponentielles.  Nous 
allons  maintenant  reprendre  la  même  matière. 

Toutes  les  fois  que  Ton  peut  décompofer  une 
formule  différentielle  fradionnaire  en  deux  fac- 
teurs dont  le  dividende  foit  la  différentielle  du 
divifeur ,  l'intégrale  '  eft  égale  au  logarithmique  du 
dénominateur  en  y  ajoutant  une  confiante.  Ainfî 

d  X 

S.  —  ==  L.  X  -4-  C,  Quand  nous  n'ajouterons 

X 

point  de  confiante  ,  le  ledeur  doit  y  fuppléer, 

S. ^  =  L  •  (f  -+-  a).  Mais  fî  la  fraâion  dont 

on  vient  de  parler  contenoit  un  fadeur  confiant 
qui  n'appartînt  pas  à  la  différentielle  du  déno- 
minateur, on  mettroit  à  part  ce  fadeur,  &'  l'on 
multiplieroit  enfuite  l'intégrale  par  le  même  fac- 

A*ro     h  .  2x  d  X  f  e    2  x  d  x 

teur,  Amu  §• -  =  tS. ^ —  ==^ 


hL.(aa'+-xx)iS.^  ■     ^ — ==S,--7-  •  î — 

=  _.  S.  — -1- =— -L.  (jH-fl). 

ô  If  -f-a  b 

Si  la  différentielle  âppartencît  au  logarithme 
d'une  fradion ,  il  feroit  plus  aifé  de  s'y  tromper  ; 


•tm^mtimm 
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-        e     xdy ydx  ^     y 

par  exemple  >  S, — — ==  L.  -^^ 

y  X  X 

d  X 

Soit  la  difFérentielle  y/(^2ax-^xx)  '   ®"  ^"PPO" 
fant  x=^y  —  a,  éidx  ==  dy,   elle  devient 
^  /  .    , rr  ,    <l6nt    Tintégrale    eu 


L. (^y  -+-  \/(y  ^^^-^  aa)  )  -+-  C,  comme  il  eft 
facile  de  s'en  affurer  en  différenciant  cette  quan- 
tité.  L'on  a  auflî  S.  — ; — -  = 

V  (2  ax-^  X'x-y 

L. r  ^  -+-  ^  -+-  ^Ç2..dx -^-xx))  .    La    dif- 

férentiqlle      7-7 r devient  (   en 

\  {xx  —  hx  -^  e  )  ^ 

t ,  j 

faifant  <=  ;jr  -+--_)  =— \ 1. , . 

4 


■'^•"~*»" 


dont  l'intégrale  eft  L.  y  +  \/(j*  -^  -_    ^    c   ) 
==  L.  Qe ^ — f^\/(xx^Bx -+-  c)^  •   On  a  de 


o  d  X 

03 
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^        dxL.x  xh  .X  r      ^ 

s.  -7 rr  == H  L.   (  1  —  X  )^ 

(I X)""  I X 

A  regard  des  quantités  exponentielles  ^  on  verra 
(  voyez  la  feftion  première  n**.  26  } ,  £1  Ton  peut  les 
décompofer  en  deux  fadçurs  ,  dont  Tun  foit  la     - 
difFérentielle  du  logarithme  de  l'autre  ;  divifant 
alors  par  le  premier  faâeur ,  Ton  aura  Kntégrale 

cherchée.  Ainfi  la  dîfierentielle  x^  •  y  ^  ( -f— 

X 

d^.L.x.L.y^i^' ^y  eft  intégrabfe  ; 


parce  quey *  ( f-dj .L.x^ L.y  +  ^ -j 

x  y 

Xi 

eft  la  différentielle  du  logarithme  de  jt^    »  ou  de 

M» 

y^Ju*  X .  &  rîntégrale  eft  iT 

Selon  ce  qu  on  a  dit  fe6tion  précédente  (18), 

-,        d  X  lu*X  I  -r  >  ^      i^  ♦ 

S.-  -r. =îs  —  (L.*)  »,  &  S.  *-  (Uxy^dx  t= 

X  ^  ^ 

T  vn 


H-î  -r-^^^ =TI  ^  (L.*)*-"*  &c. 


^^.VKO^L^f.  Trouutr  t  intégrale  de  U  différent 

tielle  X*  dx  L,  *••  à  caufe  de  S.  x^  dx=s x  ""^^  , 

Ton  aura,9  pan  la  formule  S,  iy/ir  ps=:;r^  «^^  S»  ;r^^  ; 
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X  I 


S.  X"    d;r  =   a:"-*"*   L.  jk- 


J2  +  I  KH-I 

I 


•or»»-^', 


Soit  propofé  d'intégrer  laformule  m(L.xy^''^ — 

X 

M  X 

Je  fais  L»  jr  =  y  ,  pour  avoir  —  =5  rfy  ,  &^ 

(  L,  :if  )  "*  ""  *  ==  y  *  **  M  donc  la  formule  propofée 
eft  =ae  my'^'"^  à  y  ,  dont  l'intégrale  ==  jr  "*  == 

CL.:»)**,  Soit  CL. AT*")       — '^  jéfaisx^cir^y.. 

à,  y 

DoBcmx'""'*ijrœ2=dy,dx  = ^:r7»  De' 

•^  m  X       * 

plus  Ton  aûraL.  x^  ==L#y;Tubftituant  ces  valeurs, 
k  formule  propofée  devient  —  (L.y)»""-^  ,  dont' 

Tmtégrale  = -i-  CL.yr=  — ^--(L.^^/Lon 

m •Ti  m  »n 

a  auflî  S.  — — i== — ^L^y---,L  /" — ^  ._.  l,  1  ^^ 

y  ^       ^y^ 

L.  y  ==i-^  L»  y  ^  à  caufe  de  L,  i  =  o  ^  ce  qu'il 

eft  bon  de  remarquer  ^ 

â,  X 
38,pKOBLêMS,  Intégwr  la  formule h.x^ 

'    1"^  X 

Soit  p  -t— *i  sa*  M ,.  ou  ;r  îstwi  r— i-  u  >  la  formula 

04 
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Reviendra  -—  —  L.  (  ï  —  u  ).   La  différentielle 

u 

dçLu(l  — ^«)Qft  == =î-^dM.(l-"ll)"''==a 

— -  d u  —  udu  —  &c*  Donc  L.  (  i  —  u )  =a 
•-^  u &c.  Et  s. .  L .  u  =  C 

2  u 

.4- i£  -4-i  M*  +  i  a^+  J-  u^^^  ui+  &c. 
Ci  Ton  veut  que  cette  fçrie  foit  égale  à  o,  lorf- 
que  Ar=^  o ,  ou  lorfque  u  =  i ,  Ton  aura  C  +i  + 
^  +  j+^&c,=o,ouÇ=-i-i-.i-.;^  &c; 
59»  pKOBLêME.  Trouver  V intégrale  de  laf^r-^. 

mule ~7.L,Ar,  Jefaîstt=^i— x.&lafor-; 

(I— AT)*  .  •  ' 

mule  devient  — —  L.  (  i  —  u)  =  —  -+-  \  du 

uu  ^  u 

•+- j  udu  +  \u^^  du  &c,  dont rintçgrale  =C  + 

Ii#  M  +  -r-  H + h  — -   &c.    Pour  que 

1.2^    2.3      3.4     4.  y 

cette  férié  s'évanouiffe  lorfque  x  =  o ,  ou  lorf- 
que u  =  1  ,  Ton  doit  avoir  C  ;=  —  L.  i  — 

Jf _i i^ I I i_^ 

1,2     2.3"^3.4      *  î'^     ^-3      3»4: 

Car  L*  I  ==  o. 

40.  PnoBtiMi.  Sufjfofant  que  f  ejl.  une  fonâlîo.n 
ie  X  y  trouver  l' intégrale  de  la,  formule  dp  (L.af)». 
Si  Ton  ajoutoit  à  cette  différentielle  la  formule  p*(L.5f)'* , 
on  auroit  p(L.je)"  =  S.^p  (L.  x)^  '^  S.p  d  {L.x)"  i 
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iiS.  — -(L.  5f)»""*  5  donc  fi  S.  p —  =  q  ,  Ton  auia  de 

ix 
même  S.^ —  (L,x)''-^=3'(L.5f)"'' »  —  (n  — i)x 

S  }  —  .(L.at)»-».  En  opérant  de  même,  &  fuppofant- 

X 

s.   i^=.RiS.5^=t,S.i^  =:u  &c.  l'on  aura 

X  XX 

s.  (fp  (L.JP  )  "  =  p  (L.;if  )"  —  72 g  (L.af)"""*    H;- 
n.(n—  i).R(L.»')»-  2— -  n.(/z  — i)'.7z— j .?  (L.x)»-  3  &c; 
Si  n  cft  un  nombre  entier  pofitif ,  l'intégrale  ne  con- 
tiendra qu'un  nombre  fini  de  termes, 

ExEMPx.6  I.  Soit  la  formule  **dx(L.  af)*>  Ton 
auraii=2,p= ,  g  =  7 r— ,  &R=7 r-  5 

ionc S. ;c  «  J jtf  (Lï  ;c)  * =;c « -»- ^x  Z^^"^— 7?^^, -H 

7 — -^ — 77  ).SiTO=— i,fonauraS.—(L.^)*  =  -(L^)î5 

ce  cas  eft  excepté  de  la  formule  générale. 

Exemple   II.  Soit  la  formule  jc"*  —  ^  dx  {lj.x)^% 

x^  x"*  x^ 

rona72s=3,p=  —5   q=—ii  Rr=-—  ,    &  t  =«. 

—  sdonc  S.;^>»-ïrf:f(L.:>f)3s=:je«  /^itf^    — 

7n+  "^  ^  \        772 

j(L.ap)*         3.2L.A?        3-i.i\o-         /i 

•^ T-^ — h  -i —  i — «-  ).  Si  772  eft  un  nom- 

772*  772'  772^     / 

bre  entier  pofitif  >•  o  ,  cette  intégrale  devient  5=  o  * 
iorfque  Jtr  =  o. 

41  .Problème.  Trouver  Viriiégrale  de  la  formule  a^pâx, 
f  étant  une  fonSion  de  x.Vmfquc  rf.tf**  cfts=îflf^  rfjcL.flpar. 
la  nature  des  quantités  exponentielles ,  on  auia  auffi 

S.a»(I*=;-=: — «*5doncS.pa«djc=:r —    a*  p   «i^ 


n 
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Y^^S.afif*  Si  l'on  fuppolc  df  sa  qix  pour  avoir 
S»4r*  aJjTss-z — •«*«  —  j^ — ^  S.  a'^iq  ,  To»  aura  cette 

jx — rrS.a^rffi  &^  Ton  fait  iq  =3  Rrf»,  il  viendra 

ceneréduâionS.a^p^xs-; — a*p— 7? — rrff*  q  -H 

'  L.  A.     '^     (L.  a  )  *       ^ 

;s? — r- «*  R—  r» — TT  S.  a*  (î R,  &  ainfi  de  fiïitc.  L'on 
(L.x)*  (L.  fl)* 

peut  continuer  jufqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  une  for- 

nnle  intégrable  >  ou  à  une  forme  la  plus  fiable  de 

ion  eipece* 

ExiMPLE*  Soit  la  formule  a^x^àx^  n  étant  un 
nombre  entier  pofitif  ;  puifque  x"  =  p  >.  nous  auron» 

s.  a*^;i:»  rfaf  =  = — fl*Ar*— -= —   S.  d««»""'^*.  Si 
fott  fait  fucceflivement  x=zo,  i  ,  %,  ^,  &c.  Voa aura 

L  tf 

ha  (La)* 

La  (La)*  (La)  ^ 

La  (La)*  (La)'  -  (La)^ 

r 
t 

'     _  -  «  /*•      «.:«:»•*      n.(n — i).jif*"* 

(La)*  rr«-cy 


■P" 


Soit  propofé  4«  ti:o  wcï  Tifitégrate  a€  la  formule  -^  * 

Selon  ce  qu'on  a  dit  dans  la  premicre  partie  de  cet 
ouvrage  (  courbes  algébriques  47  )  »  en  appcllant  p  le 
logarithme  d'un  oombre ,  ce  nomJjre  fera  =  i  -h  p  -H 

JL-  -|,  -£—  &c.  Donc  nuifqae  L.  d*  =  »  L.  a,  l'on 
I .  X       1.2.3 

/    T  \  î 

aura  a*  î=i-f-  JcL.a-1-A:^^^ — ^-2J h  &c*    Si  Ion 

I    2 

multiplie  cette  féric  par-^,  &  quon  intègre  en  ajou- 
tant  une  confiante ,  il  viendra  S. =C-f-L.xH r— 

X  I 

1.2.2  r.  2. 3.  J 

pmcd  le  nombre  e  ,  dont  le  logarithme  hyperbolique 

foit  Vunitç ,  il  viendra  S. =5=  C  +  L.  x.H -H 

y  I. 

-1 .—  ^-.  i .— ^^ &c.  Si  Ton  fait  e^  =  7,  ou  x  L.  e=si. 

jff  =  L.  :j,cequidonneflflf=  — ^A  ""lê~       ST?  — 
P-,  Kon  auraS.:^  =C  -h  L.  L.  ^ -^  ^    + 

1  I  •  *  . 

Pour  que  cette  intégrale  s*évanouiffé  Ibrfque  ï~  o, 
la  confiante  C  doit  être  infinie ,  parce  que  le  logarithme 
de  o  eft  infini  (  négatif  )  c'eft  la  même  chofe  fi  l'inté- 
grale  doit  s'évanouir  ,   lorfque  :f  =  i  ,  parce  giic  lo. 
terme  L.  L.  ç  devient  alots  =  L.  o.Sii^eft  plus  petit  que 
l'unité  ,  L.  7  devient  négatif,  8c  L.  L,  ç  imaginaice  j  fc'^ 
Si  l'intégrale  eft  réelle  ,  dans  ce  cas  elle  lera  imagi- 
naire pour  les  v.alcurs^dkî  plus  gf  sondes  q^  ïunité,  fc 
réciproquement. 

Si  l'Ott  avôit  i  mfpgïer  I^  formote    »^  ^  — -  ?     cm 
faifant  r»  sssj ,  on  auroit  «"  **•  Vi^=;— 40  «  1^^5=5 


/ 
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L.j,  ou  L.  X  =  —  L.  j,  &la  formule  fe  cbangeroit 

en  celle-ci  •  ^-  dont  on  vient  de  parler.  L'on  peut  auffi. 

lorfquc  Tintégration  ne  réuffit  pas,  réduire  la  formule 
a*pdx  en  férié  ,  &  Ton  aura  S.  a*pix  =  S^fix-^ 

—  S.pxdx  H — ^^ — .  S.px^  dx  &c.;  ainfifip  =3 

«»  ,S  fl*P(i;cfera=CH H  ^- — 7^^ r-   -H 

n-h  I    •       I.  (rt-f-i) 

— ^— -r r-  &c.  Or  il  faut  remarquer  <jue  fi  n =—  i , 

au  lieu  de ,  Ion  doit  écrire  L;x. 

fl*  d  X  ^  I 

Soit  la  formule •  j  Ton  aurap=; ;  q  .sss 

7- rri   R=  7 rT>  ^=  7 TT  >  &C.Donc 

(i — x)^  (i — x)*  (i — *)  + 

«    a^dx  •  I  ,1 

i  —  x  \(i— jtf)L.a        (i  — «)»(L.fl)»^ 

■(i-;cV*(La)«     ^^') 

41.  P  R  o  B  L  E  ME.  Trouver  t  intégrale  ie  ta  formule  ex- 
ponentielle x*'d  X.   Je  réduis  x"*  en  férié  pour  avoir 

a:»  *=i-+-n«  L.jH ■      ^    -I ^ &c. 

i.x  '       1.2. j 

Multipliant  par  rf  jc  &  intégrant  chaque  terme  Fon  a 
S.  dxsEsje. 

S.x^dxiLxy^x^(^J^^^':^  + 

S.]c^dx(^x)^=.x^(^î^  ~  13^^  l±l£-  iiM) . 

\    4  4*  4*  4^  '^ 


Calcul   lNfé^AAx« 


Et  en  général  fi.  Ton  fubftituc  ces  fériés  &  qu'on  les 
arrange  par  rapport  aux  puiflances  de  L  «  >  Tiatégrale 
fera  exprimée  par  les  fériés  qu'on  voit  ici. 

n  X    .   n^x^      n^x^      /z^r*     ^ 
I     n«%/i       nx       nM,x^      n}x^ 
?3  (X'xY /  I      nx  ,  n^j:^     n'r»    ^ 

"   '■      ■  ■!        —  «*♦—         ■     ■■  —  ■  ■  «•     a?"/* 

1.4      Vî'      4*        i'         6î      *^^ 


N 


Soit  la  formule  e  ^  ((Zp+prfo:) ,  tf  étant  le  nombre 
dont  le  logarithme  hyperbolique  =  i  >  il  eft  évident  que 
l'intégrale  eft  =5=  ^  *  p. 

Il  eft  difficile  de  donner  des  règles  qui  faffent  trouver 
l'intégrale  dans  des  cas  femblables ,  &  fouvent  il  faut 
procéder  par  conjefture  5  comme  paf  exemple,  fi  Fon 

propofoit  la  fortnule^ 7-^7  on  pourra  ibupçonnerque 

l'intégrale  de  cette  diflérentielle  eft  de  cette  forme 


Pour  s'en  affurer ,  on  différenciera  l'intégrale  fuppoféc  ^ 

e^  fd\{i'^x)^xxàx^ 
pour  avoir  — ^ ; — ; — -r ^.Comparant^vecla 

formule  propofée.  Ton  trouve  rff  (  i+y)-+-jeç(i:v=:cJr, 
où  Ton  voit  tout  de  fuite  que  ^=1  &d^  =  o,  ce  que 
les  règles  ne  feroient  pas  facilement  connoître. 

]ta  différentielle  d  x  y^{  xx-^aa)  a  pour  intégrale 
la  quantité  \xV {xx^aa)'^\aaL  (^H-K^(^JH-tfa))-HC. 
Si  Ion  fuppofe  a  =  i  p ,  p  étant  le  paramètre  d'une 
parabole  ordinaire    dont  l'ordonnée  eft  y  ,    l'élément 

de  l'arc  de  cette  courbe ,  fera  ^— *^V^Oy-t-  —pp).  Donc 

.         P  4 
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Il     I        "H 


•et  arc  fera  ssz^l/^(jy^^p]^)  -f- ~^p  L.  QhY'iyy 

r+-  —  p  p))  -+-  C.  Or  il  cft  vifiblç  que  C  sa  —  — pL.— p. 

Des  Formules  qui  renferment  la  Différence 
d'un  Arc  Circulaire  ^  ou  du  Logarithme 
Hyperbolique  Simple  »  multipliée  ou 
divisée  far  des  Sinus  bt  des  Co-Sinus. 

43*  Nous  défigneronsle  logarithme  hyperbolique  fitnjple 
parx  au  lieu  de  le  défigner  par  m  »  comme  nons  Tarons  tait 
dans  les  feâions  coniques  (84)  >  &  alors,  les  deux  formules 

3ui  regardent  les  fmus  &  les  co-fiâus  multiples  ,  eti 
éfignant  le  finus  hyperbolique  par  x  A  ^  &  le  co-^finoi 
hyperbolique   par  c  •  h  ,   deviendront 

,  (c.A.jif4-x.A.*)'*-*-(c.  A.  je— **!.*•*)♦ 

(  c  •  A .  »  *M .  A .  «  )  »  —  (  c .  A .  «  — •  1 .  A .  «  )  • 

a.r»-' 

dans  ces  formules  j  r  défigne  le  demi-axe  de  Thyperbole 
équilatère ,  ou  fi  Ton  veut  le  finus  total. 

Si  dans  les  formules  qu'on  a  trouvées  (  géom.  17^)  on 
Itibftitue  X  aulieu  de  a ,  Ton  aura  pour  le  cercle  dont 
le  rayon  =:  r  >   &  :c   un    arc   quelconque 

(coCx-t-l/^— ifin  x')''-4-(cof.r— V^— ifin.;e)» 
Cof.yu-i>  I  ;_, 

-j.  (coCy+K— I  fin*x)»  —  (co£  »—!/'— I  fin.  AT)  * 

Ces  quatre  fotmtdes  ont  lieu ,  quelque  feit  le  nombre  n 
pofitif  ou  négatif  >  &  même  irrationnel.  Nous  défignons 
le  finus  d'un  arc  circulaire  x  par  fin.  x  ^  (on  co  -*  finus 


mm 


Calcul  Inti^^geal.  aj^j 


Ear  coi.  X  y  tangente  hyperbolique  pari.-A,oo-<angente 
yperbolique  par  cot.  A« 

Remauque.  L'on  fait  que  dans  le  cercle,  leco^finu^ 
eft  au  iinus  comme  le  rayon  eft  à  la  tangente  >  &  que 
la  taneente  eft  au  rayon  comme  le  rayon  à  la  co-tangentes 
or  c'eit  la  même  chofedans  rhyperboleéquilatère(Fig.  8)i 
car  (bit  C  P  le  co-fintts>  P  M  le  finus»  le  demi -axe 
CB  =  CA=r,  la  tangente  A/î=  t*  les  triangles  rec- 
tangles femblables  C  A/,C  P  M,donnent  CP  ;  P  M  :  :  C  A  :  Aj; 
ou  c  A  :  j  ^  :  :  r  :  r .  A.  Les  triangles  femblables  B  F  C,  C/A 
(ces  triangles  ont  les  anglesenF&  Calteries internes 
a  caufe  des  parallèles BF,C A)  donnent  A/:C  A::CB:BFj 
or  B  F  eft  la  co- tangente  coriefpondante  au  finusj^Mi 
donc  f.A:r::r:  cot.  X  De  ces  proportions»  on  conclut 

que  j.  A .  3c  =  -^ — - — ^-^ — ^  ;    fi  Ton    fubftitue   cette 

r 

valeur  àts.h  .x  dans  les  deux  premières  formules  Ton  a» 
,  (c.A.jf)  "  /(r-Hf.A.*)'^-+*(r— f.A.x)  \ 

c  •  A  •  Jl  •  X  =  — — —  1  ' .  •  1 

,  (c.A.af)"     /(r4-t.A.*)'^  —  (r— f  .A.jc'i  "'% 

Mais t.h^sr:        '     ,    donc  r •  A . /i •  *  =    *   '    — 1-  =5 

c.A  c.h.n.x 

t.h.xir  :xr:cou  A.*, Ton  a  cot. A./z.x.= 


t.k^flmX 

donc  l'on   aura  la  formule  fnivante ,  cet.  A .  /i .  jr  sa 
'^  •  vTr:rT"T — \Z — } ri — rr  /•  ^^^  de  lembla-* 

^(r-+-t.A.»)"—  (r— '«.A.*)»/ 
blés  fubÛitutions^l'on  trouvera  pour  le  cercle  ^  rang./» 5=: 

r      r  (y'+'V^H i)-tang.y}''~^r-V^(-i)>tang.y) 

î^^^^  V  (r^K(-i).tang.*)V(r-J/^(-i).tang.x) 

€ot,/i*  =  '••^H)-K''+^-t-tangjr)''-H/-K-i-ang^)«] 
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44.   P  R  o  B  L  fi  M  t.    Trouver  Vintégrale   des  formules 

cfc.«.ij.Ar  — J  h.x  d,ch.x     cof.  xJrtnM — Rn.xi,  cof.  » 

r  r 

Dans  la  féconde  x  défigne  un  arc  de  cercle  dont  le 
rayon  =r. 

-     ,.  «  cLx  d.s.h.  X'-^s.h.x.i.ch.x  ,. 

Je  dis  que  S.  ^=s2x,xdé^ 

iignant  un   logarithme  hyperbolique  iimple  ;  & 

-.    coCxd  fin.  X  —  fin.  x  d.  cof*  x  \ 

S.  ■   ■    ■        >  s=3  a:  ,  X  étant  un  zxt 

t 

de  cercle  dont  le  rayon  =:  r.  Dans  Thyperbole  équila* 

tere  (Fig.  8.  )^  le  feâeur  C AM  divifé  par—  donne  le 

logarithmique  hyperbolique  fimple  '^  correfpondant  au 
finus  P  M  (  voyez  la  feâion  précédente  21)  ;  donc  le 

logarithme  x  multiplié  par  —,  ou  —  =  C  A  M  $  or 

C  A  M  eft  égal  au  triangle  C  M  P  moins  le  demi^feg^ 

ment  A  P  M  >   lequel  demi-fegment  en  faifant  C  P  =3 

c.fc.«,&PM  =  xA,  fera  =:  S.  s  .  h.x^d.c.k.x  i 

j         rx       c,h.x>  f.h.x        o      L        j       1*      j 
donc  — ■= ••— S.x.A.jc.a.c.  rt.*;donc 

en  différenciant  les  deux  membres  de  Téquation  ,  ré* 

diùfant   &  dîvifant  par    —  Ton   a  (  A  )   dx  =s 

*  c  •h»x  •d  .  s,h  m  X  •^'■^  s  »h  ,  X  ■  d*c  >h,x       ,        ^ 
— — — y  donc  &c. 

r 

Dans  le  cercle  (Fig.  2)  en  faifant  CA= r,  Tare  AM=: jc, 

t  X 

le  fcûcur  CAM  =s  - —  =  au  triangle  CPM-4-  le  demi- 

2  ° 


*n'. 


Ceft  évidemment  des  iogariclunes  hyperboliques  fîmples 
<lont  il  sVgit  ici. 

fegment 


afti 


ifaWMMrti 


•4M 


C  At  C  U  L    i  N  T  é  G  &  A  L. 


â2f 


t ^  I 


lcgincntAPM,fera== 


*+•  S.  >—  fin»  ai  .  i  coC  :e. 


On  met  le  figne -—parce  que  le  (èâeur  croif&nt  >  le  co- 
^iînus  décroît  i  de  forte  que  fa  différentielle  eft  négative. 

^onc  en  différenciant  ,  réduiiant  &   divifant  par  —  , 
cof  X .  i.  fin.  X —  fin.  x .  d  cof  x 


a  d 


■«taVBMBtita 


>  doncScc* 


r.  PaoBLiEMft.   intégrer  lei  formules  ^ — - — ^| 

ims.h.x    dxcof.x       ^^-dxjln.» 

f  r 

,  ^Br.cof.je       A^          >»  — da?.fin. af  __     ^       ^ 
L  H---- =  fin.  x'i  S.  — * »-^ — ssscoCjtf.  Car 

danHl'hyperbole   (  cA.  ap)*  ==  r*4- (  jA.a?)'»;   donc 

en  (^Krenciant>  ch.x.di  chx=zshx.d.sk.x  Ovii.t.hx^àt 

shxM^Tï.k.x    .   j      t            ch.x.d.ch.x  —        ',* 
^7 ,  ocd.tn  ,x^=s        »   ^ ^"Ces valeurs 

éta^fucceffivement  fubftituées  dans  la  fermule  A  (4^  j 

dotflentrdâ^sscA.x.djA.x^—    *    ,'         »  d  s  héXm 
M  ch.x  • 

r  dM  s=  ^ — r— ^  ^d.ch.x^^th.x.i.ch.x  ou 
=   —  ,—^  Q  ^  cfc,  »)*-»- jÀ.jc)  *  y,  rd;ip;=« 

il?('(d.^)^-(*cA.x)»)oUrd*=:^^r*i    ^ 
i.;»;  \^        '^  '    /  c  h.x    7  • 

f  jc  =9    '[  *^'  Y  »  (parce  que  {ckx  )  * — C  *  ^•*)  .^=^^  J 
s  h.»x  X  >  -..  'tT     • 

[    J      ,           dxch,x    J     ,            dx.sk. X     *    . 
kufl.j.ft.a^sa s  a.cfc.«s=s.r— — ,,^   donc 

r  t      ■■    ^ir 

Tome  ÏK  '    P  . 
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-  ^  ix.ch.x       ,  «    dx.sk, X    ^      , 

r        '     .  r 

cercle    (  Fig.  %  )  ,    Ton  a  CM  :  MP  :  :   IVIttz:  mn  , 
CM:CP  ::Mm:  Mn,  onriûti.  xi:  ix  r — d.coCx  i 

'  ■•■••  U.X     ilfl    ^ 

r  :  coCr  :;  (fjif  :  J .  fin.  xj  donc  rf.  coC  *=: -^ 


r 


^    S,    . s-  cof.*i  a.  un%  Jc  ss  ^ —  , 

r  r 

^     ^    dx  ,  Cof,  X         r 

r 

4^.  P  R-o  p  o  s  I T  i  o  K.  VçnA  tpujours  Us  quatre  théo-' 
rêmes  fuivans, 

m.' S.  (cA.*).*'.de=s(m— i)r*S.(cA.x)«-"'^  dx-h 

'-  '       r.(co{;:c)«--»  fin.  «i  ^       '     .       - 
mb (SLiC lm.îtr •)*•  rfa:  s ( m—  i) f>  S. ( fin; «;)?•- * i( jp  — 

Pour  démqntrcr  le  premier  th.éorémo  je  remarque  que 
a.[(cA\jt?)'»-ï  s  h.  xf^lm-^i  ) .  (cL.x}'^-  ^  sr'h  .XX 
dfCh.x  H-X  cJi  .x)"*^^  d.sk.x.  Subftituant  les  vakurs 
de  d,c h. x'f  d. s k.  X  qu'on  vient  de  trouver  ( 4^ )  >  & 
(c  A^x^)  *j-jr^  au  lieu  de(xA,x)2',  &  multipliant 
tout    parv.r  j  ^il  vient  r  d'^[{c)i\x)  *^»  s  h.  x)2  = 

H-  'tx  .1i)'^dx'y  donc  m.  (c.  A  .»)•*•  iAr  =  (ro  —  iV  *x 
(cA.Ar^*»7^rf.^'-+-r  J[(cA.a:)*— »xft.;r)]5  donc  en 
intégrant  ,'S.'m  (ci,  x)'^&=£:  (te  «  i) .  r*S.  (cA.-:c)  "^  *  J* 


CAtcui,  Intégrai..  a^- 


éU^l     w1  ff  ■"'  ^*^  '^^"'«"'r*  P«  la  formule 

-H  (  jA  .»)"    »  rf.cA.  «.  Eu  faifant  les  mêmes  fubft; 
tutxons  que  nous  venons  défaire,  excepté  que  !«; 
fubftituerons  la  valeur  de  (ch  .x)- ^r^  h- (s  h,x\^ 
au  heu  de  celle  de  (  .  A  .*)  ^   nous  parviendrons  à  la 

H-(i«~0  (xA.*)-rf*+(,A.r)-rf;,,doncenré. 
4uifant,  tranfpofant  &  intégrant,  m.S.(sk.x)-"  dx=a 

Pour  démontrer  le  troifième  théorème .  je  me  fers,  de 
laformulerf.(con*)'''- '  fin.«  =  (;„^,).(coC;f)  ..-»  „ 
fin.  X  .dcof.  ^H-  (  cof.  *)  —  '  dûtt.  X.  Subftituez  les  va-  ' 
leurs  de  rf  cof  x ,  d.  fin.  x .  trouvées  ci-dcffus  Uc  >    ^rr; 
vez  r  *  -(  cof.  x)^  au  lieu  de  (fin.  .)  s  &  ^J,;;  jj^^^; 
par  r,  il  viendra  rd  [(col.  x)  »'  -  '  fin  *  j  ==_(;;,_,  n^' 

icor.x)—  '  dx-t-im~l).(coùx)''dx-t.icoC.x)'^dx' 
àoacm.S  (coùx)-dx=^im-^i)rKS.Çcor.x)'''-idL 
H-r(cof*)'— 'fin.*.  ^        "* 

Le  quatrième  théorème  fe  démontre  facilement  par  h 
formuierf  [(fin.*)»- 'cof.r]  =  (;„_,).(,î„^^i:!/« 

coCx.rf  fin.*+(fi„.xj  — .rf.,en*.  Si  l'on  ftbfti- 
tue  les  valeurs  de  rf.  coi.*,  rf- fin.  r,  &  celle  de  (conx)^« 

'"''"Ti^^"'?'*  ^  *î"*'"^'y  P^^""«omme  dans'le  cas 
précèdent ,  1  on  trouvera ^-S.  [&n.x)-  dx=i:(m—  "i  z 

S.(fin.*)"— »rfx-.f.(fin.5f)  — «cof*. 

47;  PxoïiLtMB;  /«(5gr«r  lei  formules     '^^ 

^•A^  j  (cA-*)*  ' 

.  ro*  r  a*  rrf* 

(jA  *)  »     '      (  cof.  *)  »  »        (  fin.  X  )  »■     ^*''"  a 
^  r  .  dx       t  k.x  ' 

( «  A  .*)-—  cAv*  •    '-"*  ^""  <^"  premier,  théorème  * 
car  en  fuppofant  i«=i9 ,  il  en  refaite  i*^quation  o  sa 
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r  S.  -7—7 — TT  =     ,  '    .  Par  le  fécond  théorème ,  Ton  a 

d.  X  c  H  •  X 

dansce  cas,—  rS.y — r r-;  »:  — r^ — •  Le  troificme  donne 

(s  h.  x)^        s h.x 

^        dx  un.  X       ^   ,  ..       ^  . 

T  S*  -7 — ? — TT  =  — r —  >  «  le  quatrième  fait  voir  qua 
(  cof.  X  )  *        col.  X  ^  ^ 

ç         rfjf         .^  cof  Jf 

"^      '  (  fin.  .r  )  *         fin.  j:  * 

• 

^8.  PnoBLCMis.  Intégrer  les  formules  ch  .x  .ixis.hx.dx; 
coH  X .  <f X  >  fin.  X  (j  X.  Si  dans  les  quatre  théorèmes  ci- 
defius  >  Ton  fait  m  =  i,  ou/a— ^i=o>  Ton  aura 
Sich.xdx^=irsk,x  î  S.  j/i.^x=r.cA.x  5S.cof.x(7x=3 
r  fin.  xi  S.  fin.  x  .  rf  x  =  —  r  cof.  x. 

On  voit  au(fi  facilement  qu'en  faifant  m=;2   dans 
les  mêmes  théorèmes  ci-deffus >oum«— i  =  o$à  caufe 

de  S.  (ck.x)*"""  *  rfx  =  S.  rfxsssx,  le  premier  théo- 
rème donnera  2S.(cA.x)*ix  =  r*x-f'rcA.x.jA.x. 
Il  eft  aifé   de  voir   que  le    fécond    théorème  donne 

aS.  (t  A.x)  *  rf«p  =  — r*  xH-r  jA.x.cA.x.  Par  le  troi- 

iîème  théorème  Ton  a  1  S.  (  coH  x)*rfx=Er*«  -H 
r  cof.  X .  fin.  X.     Et  par  le   quatrième ,  l'on  trouve 

1  S.  (fin.  x)*rfap=:r*x— r,fin.x.coCx. 
4p,? KO Bhzuti^Intip'er  les  formules --^ 5 — r —  } 

C/1»X  al/Z.X 

if  X  d  X     ' 

5  — - — .     Nous  avons  trouvé  ci-deffus    (  4f  ) 

fin.  X     cof.  X 

réquatîon  rdxxs  —    .     —  r  *  ,  d'où  l'on  tire  i  x  = 

c  A  •  X 

'    ',.-  '   .  Subftituant  cette  valeur  de  dx  dans  laprc- 

miere  formule  &  multipliant  par  r  >  l'on  trouve 
rr.d.sh.x         r^.d.sh.x     ,,./,!  /- 

tnule  eft  égale  à  un  arc  de  cercle  A  M  (  Fig.  2  ) ,  dont 
}a  tangçiite  A  (  |s  x  A  •  x.  Cck  fuit  de  ce  que  par  la 


«I 


Calcul   Intégra l,  229 


fcâion  précédente (31), -^ — — cft  rélémcnt   d'un 

Û  CL  "t"  ■*  X 

arc  de  cercle-  dont,  le  rayon  =a>  &  la  tangente  x  ; 

donc  fi  le  rayon  =  r  &  la  tangente  ^=z  sh  .x  f   Télé- 

_       j  1.      y  TT  d^  sh.  X  t>      dx 

ment  de  lare  fera  =a=    ,   .   .    1 — r;  i  «partants. — r-— 

r 

Nous  avons  encore  trouvé  (  4c  )  >  rix=s  -^7 — ^  r  »  5 

•         j          r.dch.xr   -        rrf^f  r^.dch.x 

donc  a*a=s sdonc  — r— =s 


rrd.eh.x 


% 


Si  dans  une  hyperbole  équtlatère  dont  le  demi-axe  C  A 
=»r ,  Ton  prend  la  co-tangente  BD  (Fig  ^)  =  cA.ar=CP 
'^Fig.  Z),  &  que  par  les  points  C  &  D^  on  tire  laiigne  CM» 

le    feâeur   CAM   divifé    par   —    ou  le  logarithme 

hyperbolique  fimple ,  ferais: S.  -r-r — rrZTz*  ^^^*  ^"*^ 

de  ce  que  Ton  a  vu  dans  la  (èaion  précédente  (  ^i  )  # 
que  torique  le  demi-axe  de  Thyperbole  équilatère  eft=a  y 
0C  la  co-tangente  =s  7^  l'élément  du  logarithme  hyperbo* 

lique  fimpic  eft  = ^  j  donc  Tintégral^  cherchée 

(  n'ayant  pas  égard  au  fighe  )  eft  égale  au  feâeur  CAM 

4ivifé  —  &  par  r ,  ou  eft  =5  — ^ — •  Il  eft  aifé  de 

Si        '^  rr 

voir  (jue  Thypcrbole  A  M   (  Pig.  p  ),  dont  on  fc  fêrt 

pour  intégrer  cft  la  même  que  l'hyperbole  A  M  (Fig,  8  ) , 

dans  laquelle  on  prend  c/x.x. 

Four  intégrer  la  troifième  formule ,  je  remarque  que 
nous  avons    trouvé    ci  -^  deifus  (  4;  )  >  la   proportion 

r  :  fin.  X  :  :  dxx'^i  cof  x  j  donc  d  ;if  =5=  —  -^^ *—  =s 

fin.  X 

fin,;.     ">  en  feifant  r  -  1  ,  &  alors -jjj;;^  =s 

Pi 
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r-jr-— — ..  Ea  faifant  le  rayon  =  r,  on  a  -r =• 

(  Un.  X  )  »  '  fin.  X 

—  r*rf,cor*    — Irrf.cof.x      — vrrf.cof»  .        -  , 

-7-7« — — — — i —  —  — î- — ^ —  y  8e  en  Eu«> 

(fin.*)*  r  — col.  X  r-4-coUx 


unt  rssi,S*^     sa—  L. K-  =5  —  L,(tangente)*  — » 

fin.*     1       i-f-coCx        *      ^     °       '    1 

&e  L.  tangente        «.  En  e0èc  «  fcn  fuppofant  f  =s  1 9  foa 
verra  aifement  que :-«—  =3  (  tangente  )  *.  —  x , 

comme  il  (MÉk  la  formule  -^^ — 3^  =a  (  tiing.;  •  —  m  > 

qu*on  a  donnée  4ans  la  première  partie  de  cet  ou- 
vrage (  Géoméc,  170}  i  or  la  di0ërentielle  logarithmique 

Je — - — jr-  fe  trouve  en  divifant  la  difiërentielle  de 

I  -♦-  COL  X 

cette  quantité  par  la  quantité  elle-même  »  ce  qui  ^onnc 

i^  a  d .  co£  «      .  ^  d.  coC  x       »  a.         i 

— - — »— rr  1  wnfi  —  — - — ji — —  n  eft  que  la  moi* 

1— (cof. x)  »  '  i  —  ccoh x)  *         ^ 

lié  de  cette  difiétentielle. 

Il  eft   facile  maintenant    d'intégrer  les  formules 

«.dx     âdx«*f-idx     aix — bdx     _  .  r       r       i 

STi'       fin.»     '      én.x    '    ^*^"  *"   ^"PP**^"*  '* 

rayon  du  cercle  (  dans  lequel  on  prend  Tare  x }  =  i 
ou  s=  r.  Car  il  elt  vifîble  que  la  grandeur  du  rayon  ne 
peut  faire  de  difficulté.  En  général  dès  qu'on  fait  trou- 

(M  ^^^^    vïvfe        ^0    % 
_- — p— ^  , 

on  peut  facilement  avoir  l'intégrale  de  7 —  »  B  étant 

une  quantité  confiante  »  &  le  rayon  de  (l'arc  x  étant 
fuppofé  =s  r. 


m 
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n  étant  1  arc  de  po  degrés ,  &  r  le  rayon  du  cer- 
cle ,  on  a  (voyez  la  Géométrie  N**  139.)  (tang.  )»  . 

Ç ^\:=zrr.  r   ^^^    — \  Donc  en  faifant  r=  î  , 

Ton  trouvera  L,  tang.  ( ^   =    L.   i   . 

Lf  (  iH- fin.  ;e )  —  L. ( I  —  fin.  a: ).   Mais  en  ruppofanc 

„  ,  i.  fin.  X    ^      dx 

toujours  r=ï.  Ion  a  ez^  =  — -p — ,  & 


I    H- 


cof.:*  cof.^ 

d.fm.x     _  d .  fin,  x _  l  d-  fi"-  ^ 

(  cof.  )^  X  i.i-^(fin.  )^«  I  H-  fin.  x    "** 

-  i.fin.x  1  s  -     .  N,  / « -♦-*  \        j 

*'--  '    ..      =  —  tf.  L.  (tangO*  (- J  i    donc 

I  —  cof.  :«:  2»  °      \     2     • 


S. 


dx  T     .-^^    /«  +  >: 


cof.  ^ 

jo.Thioremb.  Simefim  nombre  entier  pqfîtifù'împaîrf  les 
formuksS.(ch,x)'^dxyS.{sh^y"dx',  S'(co{:.x)^Jx;S.(fin  x)  dx, 

font  éxaâement  intégrahles.  Car  elles  dépendent  de  linté- 
gration  d'autres  formules  femblablcs  dans  lefquelles  Tex- 
fofant  eft  m  —  x,  celles-ci  dépendent  d'autres  formules 
femblables ,  dans  lefiiuelles  Texpcfant  eft  m  —  4 ,  &  ainfi 
de  fuite  jufqu  à  ce  qu'on  airive  à  des  formules  qui  ont 
l'unité  pour  expofant ,  lefquelles  (48),  font  exaftcment 
intégrablcs  ;  &  comme  les  fériés  pour  les  quatre  for- 
mules fuivent  la  même  loi,  il  iuffira  de  faire  voir  comment 
on  peut  avoir  la  férié  qui  donne  S.  (cof  ^)»  ^Af.nous 

aurons  S.  ( cof. x.)'^  dx.^^.(  cof. x.)'^"^  fin.  x  -h 

ilHiZlllT  *  S.  (cof-  x)  "•-i  dx.   Par  la  même  raifôa 

m   . 

S.(coC*)'"-^<ÎJ^= — ' — (cofaf)''-*^    ûn.x^ 
V  '   — '  m —  a 

P4 
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^.r  *•$.  (coCdf)  «-+<f;tfj  S.  (coC*  )~'''^cîx==à 

-î— .(coCx)  «-"5.  fin.  jr^^-Ili.  r  *.$.(  cof.  jc)  '^-^^  rf^r , 

■ 

9c  ainfi  it  fuite.  Donc  S.  (çoC  ;c)*  i^aa  •^.  CcoC  je)  "^*  fin.  5f 

Ht 

OT .  («I  •-•  *  )  m*  \jn — i).  (m— 4) 

m.  (m  —  1  ;.  Q  wi— 4  ).  ^ /»— 6  ;. 

S.  (cof.  «)""*.^rf*;  &  en  procédant  de  même > vous 
aurez  une  férié  dont  tous  les  termes  feront  multipliés 
par  lin.  x  y  les  expofans  de  cof.  ^  fuivent  la  férié  m — i  « 
m — }  ,  m— 5,  &  jufqu*à  o,  ce  qui  arrive  au  dernier 

terme.  Les  coefiîcicns  des  termes  feront  — ,  — ; ;  . 

,     — -x?         v>  &c.  multiplies  refpeâivement  par  les 

m^im — i).(m — 4)  '^  '^  *^' 

termes  de  la  férié  »r,  r*,  r^,icc.  le  dernier tetme  étant 

multiplié  par  r  "*•  Si  m  eft  un  nombre  pair  pofitif >  Ton 

parviendra  à  un  terme  qui  contiendra  la  feule  v£Utablc 
dx  qui  dans  les  deux  premières  formules  s'intègre  par 
le  moyen  de  l'hyperbole ,  &  dans  les  deux  autres  par 
un  arc  de  cercle)  car  x  eft  égal  dans  les  premières  »  à 

un  fe£leur  hyperbolique  divifé  -,  &  dans  les  dernières 

à  un  ièâeur  circulaire  divifé  par  -  ou  ce  qui  revient  au 
même  >  eft  égal  à  un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  =:  r. 

5  r  Pour  traiter  plus  facilement  les  cas  dans  le(quels 
m  eft  un  nombre  négatif,  il  eft  à  propos  de  changer  Un 
p«u  les  formules  ;  &  comme  la  même  méthode  a  lieu  . 
pour  toutes,  il   fuffira  de  l'appliquer  à  la  première.  Je 
c|2f^nge  Iç  figue  de  m  ppur  la  rendre  de  négative  pofi^ 
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(cM-^»'  doncentranfpofant,»H-i.r^  S.  (^;, .,)  J^,  « 

fti^  I  =  m-4-  I  , Ton  aura  (n —  i)r  *  S.^    ,  ^^^    ==: 

(72— i)S.  — 1 — ^^ H  -,— r^.  En  opérant  de  même 

fur  les  autres  formules ,  on  aura  (/^—  i.)  r*  S.     ^  ^  ^ .-  sss 

/  ..«rf«  ,  x->  ^*  ^  fin»* 

/-      \   ic      ^*         ^         \c        ^^  r  cof.  « 

Oi— x)  r  *  S.  ;3rr— T- =^  C  ^-^^  )  S. 


CoROLAiRE.  Si  n  eft  pair  »  il  eft  vifible  que  les  formules 

^*  içh.x}-  '^ish.x)-  ^^'{coCxr  '"*'  (fîn.x)»  ' 

font  exaâcment  intégrablcs  5  car  il  fuit  de  ce  qu'on  vient 
de  dire  que  ces  formules  dépendent  d  autres  formule^ 
Icmblables,  dans lefquelles  Texpofant  eft  «  —  2>  &  celles- 
ci  dépendent  d'autres  formules  dans  lefquelles  Texpoiant 
eft  n  —  4  &  ainfi  de  fuite ,  ju(ques  à  ce  que  Texpolànt 
foit  z  5  or  Ton  a  vu  ci-deflus  çiue  ces  derniers  (ont  exac« 
tement  intégrables.  Si  n  eft  impair  >  on  prouvera  pat 
un  raifonnement  femblable  >  que  les  formules  dont  on 

vient  de  parler,  dépendent  de  celles-ci-rr ,f — r—» 

ç    ■>    X         ,  dont  la  première  dépend  de  la  reâi- 

fication  du  cercle;  la  féconde,  de  la  quadrature  de 
l'hyperbole  9  &  les  deux  autres  slotegrent  par  les  lo^ 
garitbmes. 
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jî.  Afin  de  faire  comprendre  comment  on  peut  inté- 
grer les  formules  qui  renferment  à  la  fois  des  finus  &  des 
co-finu$>  nous  allons  éublir  les  quatre  théorèmes  fuivans. 

(nH-n)  S.  (x  A.y)— *  (çk.x)'^'*-'dx  =r  {sk.  x)^(ck.  x)  «-H 

mr*  S.  {shxy-^    {ch.x)'^'^  dx. 

fjM-n)  S.  (ci-  X)  ""-»  (sh.  X)  «^^  dx.  —  r  {cL  x)"^  {sh.  xY  — 

TiT^  S.ich.x)^'    (sh.x)^'^  dx. 

<»-f-«)  S,  (fin.  xy-^  (cof.  x)'^'dx  =  r.  (fin.A?)»  (cor^)~-f- 

mr*  S.  (fin.Ar)»-*    (cof.Ar)"^^  dx. 

{iH-/z)S.  icoùxy^'ifxn.xY'*'^  àc=:— r.(co£;i:)~  (fin  *)»-♦- 

iir*S.(cof.x)"-*  (fin.'»)""*   <I«^- 

Pour  démontrer  les  deux  premiers  théorèmes,  fc  re- 
marque que  la  difFcrentielle  de  Ç(ch.x)^{s  A.*)»)cft 

r=  «2.(jA.  :if )»  (  cA.  ;v)»-i  d.cA.x  -H n  (cLx)"'  (,sh.x)  «-"^  i. jA.  *- 

-.    j  ,    .        dx.sh.x      j     ,           dx.ch.x        j^„^  ^„ 
OricA.x  = ,fl.jA.5f  = >  donc  en 

fubftituant ,  l'on  aura  la  formule  rd  /(cA.  *)*  (jA..r)  "^=» 

K.(xA.je)"-*-ï  (cA.*)"^^  d;r-f-n(cA,*)''^»  (jA.x)"*»  (f*- 
Si  dans  cette  formule  on  fubftitue  la  valeur  de 
ish.x)^-^^=  (sh.  je)»-'  •  ((cA.;tf)*— r*^,ron 
aura  (  en  tranfpofant  )  le  premier  théorème  5  &  fi  au 
liçu  de  (cA-Jc)"»-»-"  ,  l'on  fubftitue  (ch.x)»»-^  x 

/'r*H-(jA.je)»|),  Ton  aura  le  fécond  théorème. 

Lonaauifi  rf.  (  coCx)».(fin.;f)»  =  m.(fin.«)»x 

(cof.je)'»-^i.cof.;(r-f-«.(cof.;p)»».(fin.af)»-irf.('fin.«> 

•      .    ,     •            —  (f*.  fin. ^j^         d.x.coCx 
Mais  d .  cof.  »  = ,  c.un.air= 


r  r 

donc  en  fubftituant ,  il  Tiendra  r  J .  (  cof.  x)  » .  (fin.  *  )  » 
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Clin,  x)»-»  dx. 
Si  au  lieu  di  (fin. «)»-»-  »  l'on  écrit  ( fin.  a:  ) »- 1  x 

(  r  *  «^  (  coCv  )  *  ^ ,  &  qu'on  faflc  les  tranfpofitions  ne- 
ccffairesji  l'on  trouvera  le  troifième  théorèmes  &  fi  l'on 
fubftituc  (coC«)»-« .  ^r*  — (fin.a:)*^  ,  au  lieu  de 

(  cof  *  )"'"^S  Ton-  aura  (  en  tranipofant)  le  dernier 
théorème^ 

Si  71  étant  un  nombre  entier  pofitif ou  négatif,  m  eft 
un  nombre  entier  pofitif  >  on  doit  fe  fervir  du  premier 
théorème  pour  les  quantités  hy;perboliques ,  &  du  troi- 
iième  pour  les  quantités  circulaires.  Car  fi  m  eft  impair 

&  TO  -i- 1  pair ,  l'intégration  de  la  formule  (  j  A .  jc)*""  *  x 

(cA.*)"*-^»  ix  dépend  de  l'intégrale  S.  (sh.x)—yx 

(cA.jp)»— *  rfx,  &  celle-ci  dépend  de  S.  {sh,x)'*-*^x 

(cfc.fl:)*»""^  ^.r,  &  ainfi  de  fuite  jufqu'à  ce  que  Tex- 
pofànt  de  ch.x  foit  =0  >  ainfi  l'intégrale  de  la  for- 
mule propofée  dépend  de  celle  de(jA.je)*— »rfjf=B 
(,skx)'^  dxytti  faifanx  n — i  =  m.  Mais  on  peut  intégrer 
cette  formule  par  ce  qu'on  a  dit  ci-deflus. 

Si  m  eft  pair>on  parviendra  à  uneformulequi  contiendra 
fA.jif  ou  cof.  X  avec  TexpoGint  i  5  ^onc  alors  l'intégrale 
de  la  formule  propofée  dépend  de  S.  (  j  A .  *)"  —  *  cA .  x  .d» 
=  r.  $.  (  sh.  X  )  """*  A  X  A.  X ,  à  caufe  de  ch.  xdxs=zrd.sli.x , 
comme  il  fuit ,  de  ce  qu\)n  a  dit  ci  -  deflus  (  48).  Or 

r.  S.(skx  y^  d^k  9c  =— (jA.x.)  »,  excepté  le  cas  de  /i=oi 

car  alors  l'intégrale  eft  r  L.sh,  y.lleft  aifé  de  voir  com- 
ment on  doit  s'y  prendre  pour  les  quantités  circulaires. 

Si  m  étant  un  nombre  entier  pofitif  ou  négatif,  n  eft 
un  nombre  entier  pofitif  «  on  fe  fcrvira  du  fécond  théo- 
rème pour  les  quantités  hyperboliques,  &  du  quatrième 
four  les  quantités  circulaires.  Car  par  ces  théorèmes» 
'on  démontrera  que  n  étant  instpair  fc  «-t-i  pair ,  la  foi^ 

mule  propofée    dépendra  de    S.  (cA.*)"^»    rfx,ou 

S*  (  çqC  se  )  »»-»  dx,  qu-on  peut  obtcnii  par  ce  que  Ton  • 
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dit  ci-deflus.  Si  n  cft  pair,  on  réduira  la  propofêe  à 
S.{ch.  jf)«»-i  sk.  X.  dx  pour  les  quantité^hyperboliqucs, 
&  à  S.  (cof.y)*-^  fin.  x.dx  pour  les  circulaires  j  mais 
sh.  x.ix:=r.dch.  x,  &fin.*i«=  — r.rfcof.  *,  donc 
on  réduira  la  propoféc  à  une  des  formules  r.  (cft.jc)  "^'  x 
A  ç^.  *ju — r.  (  cof.  X  )  "  ""^  i  cof.  x  dont  les  intégrales  font 

— .  (ch.x)  "» ,  -^  (  cof.  X ) »,  excepté  le  cas  de  m  =  o : 

car  alors  l'on  a  les  intégrales  r.  L.  ch.  x ,  — r.  L.  cof  x. 

y 5.  Pour  intégrer  les  formulés,  en  fuppofant  que  m  &  /i 
font  tous  les  deux  des  nombres  négatift ,  il  eft  à  propos 
de  changer  un  peu  les  théorèmes  ci-ceflus.  Il  fuffira  d'ap- 
pliquer la  méthode  au  premier,  car  elle  eft  la  même 
pour  tous.  En  changeant  les  fignes  de  m  &  de  n,  on  aura—* 

d  X 
^'''^-^'  (.h..^»-^^  r.A.^^mVr   Doncm.r^x 


S. 


d  X  .  r 


En  fuivant  la  même  méthode  les  autres  théorèmes 
deviendront  : 

n .  r*  S. 


(  toH-ti  )  .  S,  -T-r — : — T . — : 


iR.r^S. 


da:  r 


(fin.  *)•■*"*(  cof.  Af)"*-^  »        (  fin.  xr  (cof.  je)«  ^ 
'        ^'**''^-^(<în.;c)'-AcoC*)--^»- 


<ai*M>M^         Il         h  i— l*MM— — — 
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(cof.*)**-^^,(fin.;c)»-^ï        (cof.x)"».(fint.x)» 

L*on  doit  fe  fervir  de  ces  quatre  théorèmes,  de  même 
que  des  quatre  précédens:  car  m  étant  un  nombre  entier 
&  pofitif  >  Ton  doit  employer  le  premier  &  le  troificmc 
théorème.  Si  m  eft  imoair  >  &  m+ 1  pair>  l'intégration  de 
la  formuledans laquelle  rexpofantduco-finus eft  m+i, 
dépend  de  celle  de  la  formule  dans  laquelle  Texpofant  da 
co-£nus  t&M'^  1 9  celle-ci  dépend  de  celle  dans  laquelle 
Texpofant  eft  m—  3 ,  &  ainfi  de  fuite  jufqu'à  ce  que  cet 
expofant  f(tit  =  o.  Or  Tintégration  de  cette  dernière 

dépend  de  S.  _^,oudcS.^g^g;;^.qu'onpeat 

intégrer ,  par  ce  qu'on  a  dit  ci-deffus.  Si  m  eft  pair  & 
OT-*-i  impair,  il  fiiut  feulement  pouffer  le  calcul  jufqu^ 
ce  que  rexpofent  du  co-fînus  foit  =  i ,  fi  on  le  pouflirit 

F  lus  loin ,  de  manière  que  cet  expolànt  devînt  =  —  i  > , 
on  auroit  des  coefSciens  =±0 ,  qui ,  en  paffarit  aux  di- 
vifeurs ,  rendroient  les  quantités  infimes.  On  fe  fcrvira 
de  la  même  manière  du  fecond.  &  du  quatrième  théo- 
rémel  fi  n  eft  un  nombre  entier  ppfitif.  Car  fi /z  eft  impair 
&  n-*-i  pair.  Ion  arrivera  aune  formule  dans  laquelle 
Texpofantdu  finus  fera  =0 ,  Sb  Ton  aura  une  formule  qui 
contiendra  dx  divifé  par  la  puiffance  m -♦- i  du  co-fi- 
nus  >  formule  qu'on  fait  maintenant  intégrer.  Si  n  eft  pair , 
l'on  parviendra  à  une  formiile  dans  laquelle  l'expofanc 
du  finus  eft  =si  5  on  ne  doit  pas  aller  plus  loin  ^  a  caufe 
des  divifeurs=o. 

54.  On  voit  donc  comment  on  peut  procéder  lorfque 
l'un  des  nombres  m,  n,  eft  impair.  Si  l'un  &  l'autre 
étoit  pair^  dans  ce  cas,  par  le  premier  &  le  troifième 

théorème,  on  parviendra  aux  formules  /  l     x^n-inT'  » 

77 xi^iT — 7—-  On  -réduira  enfuite  (  par  le  fécond  & 

(fin.  jf)»-^^  coCjc 

|e  quatrième  théorème  )  l'intégration  de  ces  formules  à 
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t  .  , 

rintéaration  des  formules  — ; r ,  ^  '  ■   » — ;: —  , 

°  s  h,  X.  en,  X     fin.  x.  col.  x 

tl  eft   donc  à  propos  de  chercher  l'intégrale  de   ces 

dernières  formules.    Je  cheçche  premièrement  rihté- 

r*  i X 

eralc  de  la  formule  -7 r— .  Jefubftituc  au  lieu  de  r^  , 

^  sh»x.  cfux 

T  *  d  X 
fit  valeur  (cLx)*'  —  (sk.  x  )  * ,  ce  qui  donne  -r r^==^ 

Sflt  X»    C/l*  X 

dx.  (ch.  je)  *  —  dx.  (  jA.  «)  *       dx.  ch.  x       dx.  sh.x   ,,  . 
_^ ^ . i SS3  — j .—  — j .Ma» 

sh,  je.  cfu  X.  sh»  x  ck.  x 

ix.  clux=ird.sh,  X.  icdx*sh,  x=s^rd  •ch.xî  donc 

•        r^  dx  ^  d.sh,x         f,   d.ch,  X        -     . 

S.  -T r— =r. S. — ^, ^^r.O'  — ; =:rL.x/i.jip  — 

cn.x.  sh.x  s  n*x  cn.x 

•     .        «  o       ^x  rL.  ^  A.  :ip  —  r  L.  c  A.  je 

rL9cn«x^&S.  -7— --=:-f 


j/l.JC,  Ck^  T  * 


• 


1  .     S  h.  X 

r        en.'* 


--  .,    -.        ,      r^  dx         dxXcoCxy-hdx.fûn.x)^ 

Venons  à  la  formule 7 ?:-=  — ^-75 ■=-^ ^ 

nù.x,  coLx  fin.  X.  çof  ;c 

(àcaufedcr»  — (cor.*)*4-(fin.*)*)==i^^^+ 

— ^v-~  .  Mais  rfjf.  cof. x=s r.  dfm.x,8cdx.ûn»  *  =— • 
col.  je  ' 

,^       ,  r^rfx*  rrf.  fin. *        rd, coC x 

r.  fl  COL  jcj  donc  p ^  =  —7= — ,^  i 

fin.Y.  cof.x  un.  X  coL  » 


donc    en    intégrant    &    divifant    par  r^    Ton    aura 

-^  dx :*  ï  T     ^"'  ^ 

fin*x.  coLx        r        coL  x 


*%^ 
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?  

De  l'Intégration  des  Fractions 

rationnelles* 

f  f.  Soît  la  fradion  î ^.  En  divifant  le  numé- 

ratcurpar  le  dénoinînateur,autantque  cela  ce  pour- 
ra 5  Ion  réduit  la  fraâion  propofée  à  la  difFérentielley 

x^  ix  «+-  A  àx  — f- ,  dont  l'intégrale  ^== 

iL.  -f-  4ar  -4-  4  L.  ^^         ).  L'on  voit  par  -  là 

qu'on  peut  toujours  parvenir  à  une  fraâion  dans 
.  laquelle  l'expofant  de  la  variable  dans  le  dénomi- 
nateur foit  plus  grand  que  dans  le  numérateur  , 
&  cela  en  divifant  le  numérateur  par  le  dénomi- 
nateur^ autant  qu'il  eft  nécelTaire.  Ainfi  nousfup« 
poferons  dans  la  fuite  que  les  fraâions  ont  cette 
condition. 

Si  la  variable  avoit  quelque  expofant  négatif, 
on  pourroit  le  rendre  pofitif  en  multipliant  le  nu- 
mérateur &  le  dénominateur' par  rinconnue  élevée 
à  un  expofant  pofitif,  égal  au  plus  grand  expofant 

négatif.   Amfi  dans  la  traction  — 7 — ir : — » 

on  rendra  tous  les  expofans  négatifs  en  multipliant 
le  numérateur  &  le  dénominateur  par  ^^^^  &  l'on 


axdx-h-  x^  dx   ,,  ^  j^       r        r 

aura ;  1  on  pourra  donc  luppoier 

^ue  tous  les  expofans  de  la  variable  font  pofitifs  ^ 
puifqu'on  peut  facilement  les  rendre  tels. 


n 
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Si  Ton  avoit  une  fradion ,  ■  ;  :   l    ^    ;    ^  \Z» 

on  la  rendroit  rationnelle ,  pourvu  que  m  fût  un 
nombre^  entier  pofitif.  Car  u  n  eft  entier  &  po-- 
iîtif  9  il  fuifit  de  chercher  une*  férié  arithmétique 
qui  comprenne  tous  les  expofans  du  dénomina^ 
teur ,  parmi  lefquels  on  en  luppofe  de  fraâionnai-^ 
res.  Si  n  étoit  fraâionnaire  ^  la  férié  devroit  en^* 
core  comprendre  1  expofant  n. 

Soit  la  formule  ■■■■■■■   ^   îe  réduis  les 

expofans  7  &  7  au  même  dénominateur  ,  j  ai 
^  &  ^  ,  &  je  vois  facilement  que  la  férié 
\.  j.  \i  o,  eft  la  férié  cherchée.  Je  prends  le  terme  \ 

le  plus  près  de  o»  &  je  fais  x  ^  =•  f  ;  donc  j;  ==  j*  , 
dx:*=^6\^  à^^x^  ==  î"  5  de  forte  que  la  formule 

propofée  devient  ==  ~ — I ^i—.  ,  qui  eft 

,  rationnelle.  En  général^  fi  le  terme  de  la  férié  le 
plus  approchant  de  o  eft  -s  on  fera  x  1    ==  j  > 
ou  :r  '  ==  i  ^.  Si  Ion  avoit  la  formule  irrationnelle 

X  ^  u.  X    '  f 

■ 5  on  verroit  alfément  que  la  férié 


arithmétique  qui  renferme  tous  les  expoi!ans  du  dé- 
nominateur,  eft  Y*   j.  !•  o;    c'eft  pourquoi   en 

faifant  x^  «=  ?  j  (  on  fait  x  *"  ==  ç  '  &   non  pas 

«=  î  1  parce  que  }  8=i  Z fait  voir  quep==  2  ) , 

î 

.    Ton 


■aMw 
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ntmmmt^^mtÊ^fmm» 


Ion  aura  Je e==  îS *^  =*=■  i^ 9  ^ '^^^^^'^^icdx  =;:ai 
5  ?*  if  ^  donc  la  formule  propofée  deviendra 

".  ,       ^  ^  -£-  9  fraftîon  rationnelle. 
Suit  la  fraaion  — ,,*   '  "^f , u. ,  la  fërîe 

qui  çompreml  tous  les  expofaos  du  numérateur  8c 

du  dénominateur  eft  i|.  ||.  ii...  ^^. défais* ^  sa 
î,  ou *==?»%  die  ='  30  ?*»  d  ?,  &c.  &  la 

formule  propofée  devient  ^^^—^ ,  f,^ 

tion  rationnelle.  -      '  ,        _       • 

On  peut  voir  par-là  qu'il  eft  facile  de  rendre 
rationnelles  les  fradions  qui  font  dans  le  cas  de  ceÙes 
dont  vient  de  parler..,. 

'    On  voit  auflî   qiie'  l'btégrale    de  la  foimule 

41  d  T  di  -■-.'..       .  -^^  ■ 

ThkT  °"  "T+T  ^  ^^*''  ^  conftantè"  a  ne  peut' 
faîre  aucune  difficulté  dans  rintégration)  dé- 
pend des  logarithmes;  de  forte  que  S.  — iL=a 

a  auflî  5.±  j^==^-tL.  (x±b).  Maïs  fi 

,r  éîoit  <  b,  parce  que  ainfi  qu'on  Ta  re- 
marqué à  la  fin  de  la  première  partie  de  cet  ou- 
vrage, le  logarithme  dunç  quantité  négative  eft 
imaginaire  ,  du  moins  ainfi  le  prétendent  Hé  trè»t 
Tome  IK  Q  ^ 


H  !■>       III        I  >  ■ 


■■MaiMiliMM»aMa«<M*aMHM«HHPBaMMa«il 
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d  AT 

grands  Géomètres  ,  &  xju  on  entla  formule  tjt  — g» 


on  écriroît  =P  ~  ,  en  changeant  tous  les  iSgnes  , 

&  Ion  auroit  o.  ±  — .  ==5).  -+-  ■? 

i.  l  h  ^x).  La  formule-^î-^  ==  ^  -4-^^, 
a  pour  ihtégrale  L.  (  fc  -i-  î)  -4«-  £r* <?  r^  *  ).  La 


formule  — r--^ —  ==  -^rx  "^-^  >  «  P^^'^ 

intégrale  L.  ^^^ ,  &  la  formule  %r — ^ —  '}— 
.^,  a  pour  intégrale  L,  (ti*—  ^f). 
La  fradion  ^^O-a  pour  intégrale  aL«(T?— ^^)« 
L*intégralc  de  la  fraftion      '  ^ iV   f"^  "IJ"^ 


eft 


4 — .  /,  /  étant  un  arc  de  cercle 
dont  la  tangente  =  j  &  ,1e  rayon  z=ib.  Uin- 

t^graîe  S.  -^=-^  L. (iT^^J  ^0' 

comme  il  eft  aifé  de  le  vérifier  en  repaflant  de 
f  intégrale  à  la  différentielle.  Mais  — ^  cfl:  la  dif- 
férentielle d*un  arc  dont  le  .rayon  =  i  &  la  tan- 
gente =  y  9  ainfi  cette  intégrale  qui  fe  préfente 
fotts  une  tonne  imaginaîrc,  eft  cependant  très- 
réelle.  Mais   l'arc  dont  la  tangente  =s=3  ^  &  le 

t^yotkz^i^^fkx^^Hr-^-^  «ec.  (fée- 


"-— ^-l    nr  I    r       ii^'î 
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tion  a*.  n°i  31).  Donc  la  fomûie  de  la  féné  *•  — « 
dans  là  fraflion.  f  ^^  ^  on  fait  x+  ~  c  =  ?  ou  j^ 

ÎI  eft  vifîble  qu'elle    deviendra   ^ifciff^?— . 

gipîj  —^TTITïV  "  ^^^^'''"  ^^  "^  ^^  mamtenariÉ 
tacUe  d'irttégret^  que  h  h  foît  une  quantité  pofîtive  î 

ou  négative  j»  en  faifant  attention  que  'ZIILl^  ^ 

7  7 -j- iik  " 
tft  la  différentielle  d'un  arc  de  cercle  dont  la  co-tart^ 
gente   -=:^  jé 

Si   oiî   avôit   une    fraâioii    de    cette    formd 
axdx-h-fdx         ,      ^       ri«.      . 
^1  H-  c^-^1^^  ^^^^  lubftitution  de  ^ 


*  H-  î  ^  5  on  la  réduitoit  eti  deux  autres ,  dont 
f une  feroit de  la  forme  ^^^i\'^- ,  &  l'autre  de  là 

^^^^  "^r^  h  ^  ^"^  ^^  ^^^'^"^  ^  intégrei*. 

S6,  La  formule  7™^  ^  pm .  untégrei' facik^ 
fnem  par  la  méthode  fuivantCé  Je  pi*ehds  la  dîffë- 

l^tielIedefafonÈlufeT — : — rr>de  cette  fftanièrd 

(X-^a)^ 

eu   ^        ^    ■*  '    ■  A     I      —i^t.     *  f  gHÊ 

(r^^'à)'  (x    \a)p-        (at-^-û)^-^*   ^  ^^ 

«onfidérant  fucceffivôment   le  numérateur   &  U 


■r* 


24^    Cours  DE  MAXHéMATiQUKS. 


dénominateur    comme    variables  )  ;    donc 

x^  dx        ^ I  x^  q 


x  '""^  ^  d  x 
s.  rr*  Dans  cette  formule ,  je  fuppofe  d'a- 

bordî==n,p-Hi==m,&faîS.^^^^ 
I  a:"  n      ^     x''"^  dx 


Faifons  maintenant  5=71-— i  ,p+i==m — i ,  pour 

*    .    ^     x""^  dx            — I      x"^^  dx 
avoir  S.  - — : — ^^,1  -  == 


' S.  7^ r=r"-  £^  failant  q  ==  /i  — 2  : 

te  p  H—  I  =  ni  —  2  ,  on  aura  facilement  la  va- 


leur  de  S.  - — ■ — r— rr  9  &  aînfi  de  fuite  ;  de  forte 
(x-i^a):"  ^ 


que  S, 


x^'dx  — I  x"" 


(X'+^a)'^  m — I*   (x^^a)"^' 


n  x"-' 


(m— I).    (m— 2)*      (^-Htf)""" 

n.  (n — I) y"^^ 

(m  —  i)*(m — 2).  (m — 5)*  (ath-^)" 


2 


j  ••• 


«.(/i— i\   (n  — 2)...!  d^ 


(m-i— I).  C^ — 2).  (m — ^3).„  (m — n)    \  je-t-*)  *•-»  * 
Si  m -- n==  I ,  S.^— 3~^ 
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11  m— n=w ,  alors  S. =  o. 


S.  i;K'.<ar-+-û)  """  =  -^ "^ Si  n  eftasm  ou^^ 

TH^on  pouflera  feulement  le  calcul  )ufqu*à  ce  que  Tex- 
pofant  du  dénominateur  foit  =  i ,  &  le  dernier  terme 
-         ,        fuin — II.  n — iV.  (n — nz-f-i)      ^  x"^  "^dx 

Icra  alors  7 TTTZ — ZT^ 1;^ — r-^  ^' ' • 

(m— I),  (m-— 2).  (m— 3).mI  ^  -+-  a 

Suppofant  jf*"^*  *^*  5=r:r  A'%  &  divifant  x  par  Ar-+-tf, 

jufqu  à  ce  que  la  divifion  ne  foit  plus  poffible ,  on 

aura  une  fuite  de  termes  de  cette  forme  ^x  "^  dx 

Ax  '^"^^  d  X.  &c.  Et  le  dernier  terme  fera  de 


cette  forme  »  or  tous  ces  termes  font  inté- 

grables  algébriquement ,  excepté  le  dernier  qui 
s'intégre  par  les  logarithmes»  Si  n  étoit  négatif, 
on  poufleroit  Je  calcul  jufqu'à  ce  que  l'expofant 
de  7"+-  A  fût  ==:  1 9  &  Ton  changeroit  le  (îgne  de  tz. 

Nous  n^avons  pas  fiippofé  dans  cet  exemple  , 

que  la  fraâiôn  foit  pure ,  c*eft-à  dire  que  1  expo* 

fant  de  la  variable  dans  le  numérateur  foit  plus 

petit  que  dans  le  dénominateur. 

//  j^ 
57.  Soit  la  formule  -— .  C  a  étant  une 

quantité  pofitJve  ,  8c  g  étant  pofîtif ,  ou  néga- 
tif comme  on  voudra  )  ==  — î— ^ • 

g  a.  x*'  -h  5^*f  2. 

Par  une  continuelle  divifion .  on  trouve 

^  .  ... 

dx  dx 


g  eux** 


gi  a^  **-*  g^  A^  X 


»— 4 


&C« 


Q) 


<mMn§mn'^mmÈtmmmmmmummtmm,m*  kti,-    rr  ■" 


«H.6,  Cours  db  MathAmatiques, 

V  _ 

^  '  '  I  ■   ^      ■  » 

Si  72  eft  un  nombre  pair ,  le  dernier  terme  qu'oii 
4oit  ajouter  fer^  ±  ^^r- =îir  ^  ;^j:^. 

pn  fuppofant  g  a  =*  bb.  Mais  Ton  a  S, --« 

«==3   f  9  f   étant    un    arc    de  cercle'   dont    ^ 
çangente  ==  jf    &  le    rayon  ==  h^  On  a  auffi 

—  2b  d  X  Q     dx  o      dx 


!-»•  r-  ;  amli  la  torn?ule  ±  — .■ .:  . 

dépend ,  ou  de  la  reôîficatîon  du  cercle ,  ou  des 
logarithmes.  Lç  figne  —H  a  lieu  fi  n  dS^'-paire-r 
pient  pair ,  ou  un  nombre  de  la  férié,  4,8,  12  &c« 
Mais  on  doit  fe  fervir  du  figne  -—  fi  n  eft  im- 
pairenlenft  pair ,  ou  de  la  férié  2,5,  10,14  &Ct 
oi  n  eft  impair  »  il  faudra  pouifer  le  calcul  jufqu  à 
ce  que  Von  parvienne  i  ces  deux  tenues 
d  X  xdxf 

g^       a^    X  g    "•     a  *    ixx-hga) 

qui  s'intégrent  tous  les  dâux  par  les  logarithmes^ 
On  fe  fervir  a  ^es  fignes  fupérieurs  ^  Ci  n  ^à  con- 
tenu dans  la  férié  1,5*,  9,  13  &c.  mais  les fignes 
inférieurs  auront  lieu  fi  «  eft  un  des  nombres  dé 

<S,  Soit  la  fradion — ,  à  çaufe  qu'cn 

développant  le  dénpmiaatçur  on  y  trouve  le  tQrmî^ 

1 .  » 


f»! 


CAtCUlilNTÉGRAf.»  2^J 


(  x^x"^=^  X ^"j  il  eft  neceffaire  que  n  <2  m  ;   de 
plus  nous  fuppofons  que  B&mfontpofitifs&  entiers. 


Cela  pofé .  il  eft  aifé  de  voir  que  d.  , 

ç;i;*~?i'je Sipxi-^^dx.       g    x -^"^  d  x 


I        ^^   .        .      q    Q  x^^  dx      ^         - 

^T-  o.  -r — -■'  ■^.-  •  Suppofez 


ipaîntenant  q -+^  l  =  n ,  f  -+•  i  =b=3  m;  donc  , 
par  l  equatiçn  qu  on  vient  de  trouver,  S^~ — 

^  {xx-h-ga)"* 

—  I  x^^^  «—I 


X 


S»  7 — -  "; —    M»:>i  *  Faites  ^  + 1  ==2n  —  ii .  » 


.4.1  =  m  ^  I,  pour  avoir  S.  (— ^i^^t 


x^ *^ ^  d X 
S* 7 — — : \m^%*  En faifant ^  Hhi  =  n — 4, 

&  p  -H-*  I  =  m  — -'  iz  ,    on  aura  fecilement  la 


valeur  de  S.  -7 : ^m-^z  ?  &  ainfi  de  fuite. 

(  jf  AT  —h-  g  a  )  "•    *  '  - 


L*on  continuera  le  calcul  autant  qu*ll  fera  néceflkîre. 

Si  n  eft  pair  ,   on  continuera  jufquâ   ce  que 
f  expofant  du  divifeur  (bit  ==  i ,  auquel  cas  Je 

x^'^-^'^^dx 
dernier  tejpme  ide  la  fuite  contiendra  S. 


— % 

xx^ga 


&  comme  n  <^2m ,  Texpofant  de  x  darts  le  nu* 
xBçrateur/era  ou  :±=  o ,  ou  négatif.  Danç  .le  pre- 
mier cas  rintégrale  dépend  du  çejfcle  >  oïdis  dans 

Q4 


O        *  IIMI— <— Ml— 


M>*i 
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te  fécond ,  elle  s'intègre  par  la  méthode  ci-deflus 
(  5*7  ).  Si  n  eft  impair  &  pofitif  ,  ou  Ton  a  n  == 
2  m —  I  ,  ou  71  ^>  a  m  —  I  (  fi  la  fradion  rfeft 
pas  pure  ).  Dans  l'un  &  dans  l'autre  cas  on  con- 
tinuera le  calcul  jufqu'à  ce  que  l'expofant  du  dé- 
nominateur foit  ~->-7.  I ,   &  Ton  aura  au  dernier 

x^^^^"^^  d X 
terme  S,  —         -  '  Mais  dans  le  premier 

cas  Texpofant  do  x  au  numérateur  fera  ===  1  ; 
&  l'on  fait  que  S.     ^  /^-    ==  L.(xx+  ga)l  . 

Pans  le  fécond  cas  l'expofant  du  numérateur  fer'a>  2; 
donc  par  une  divifion  coqjinuelle ,  on  parvien- 
dra è  un  terme  de  cette  forme  — ^      .  ,  qu'on 

fait  intégrer  par  les  logarithmes ,  &  les  autre» 
termes  feront  intégrables  algébriquement.  Si 
n<^  2  m  —  I ,  pn  continuera  le  calcul  jufqu'à  ce. 
que  l'expofant  de  x  dans  le  numérateur  foit  «as  x 

&  l'on  aura  au  dernier  terme  St 


xdx 


(j^jv-f-gd) 


ITO— 71— I 


^'  (xx  +  gay*  î  ^'^^"^  ^^  nombre  entier  ; 
puifque  , — ^^  eft  entier  è  caufe  de  n  impair; 

^  î  ==  1 9  on  mtégre   par  les  logarithmes  ;   fi 
j  ]>  I ,   l'on  a.  S.  xdx  ^  (  xx-^ga) 


,     (Ar^-4-ga)-^-*-»^       •       /r       e  ^«' 
ï  • '^'      '--  SJn voit wui que S^~^ 

» — -a,    .- ,  excepta  le  cas  de  m  ==a:  jj  car  alors  S.--r 


^  1 
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yp.  Cela  pofé ,  je  dis  que  toute  fràâion  ra- 
tionnelle pure  de  cette  forme  t 

nx^"^  dx-h'bx'*"'^  dx'-i-'cx'^''^  dx-h-  &c.     « 

,eft 


întégrable  exadement  5^  car  en  négligeant  le  fac- 
teur commun  -j  9  qui  ne  peut  faire  aucune  dif- 
ficulté dans  rintégration ,  Ton  réduira  la  fradion 

û.  le  "'  '^  ^  d  X 

propofée  en  autant  de  fraâions . 


bxy^^dx     ,     •       ^  »•!  3    \ 

— Z —H  &c.  quil  y  a   de  termes   au  nu- 

mérateur  ,    &   chacune    dépend  de   la   fraâion 

P *  qu  on  peut  intégrer  par  la  méthode  dr 

deflus  (^(5). 

Toute  fraâion  rationnelle  pure  de  cette  forme  J. 
ou  qu'on  peut  réduire  à  cette  forme 

I  ax"^"^   dx  +  bx^'^'^^dx+cx'^'^'^^ dx  +  Scc. 

/  (a;  AT— h-g^  )'^ 

cft  intégrable ,  car  elle  eft  égale  à  la  fomme  des 

I       x^"**"^  dx    i       x^'^'^^dx 
fraâions    -j(^-jr — ; ^>^*^  ? : ^9&c% 

or  en  faifatit  m  —  i  =  n  dans  la  1  ",  m  —  2=:  n  dans  la 
S%&cX'lntégrale  de  chacune  de  ces  fraâions  dépend 

X  ^  d  X 

de  s.  •; r-  ,   intégrale  qu'on  peut  trouver 

Hxx  +  ga)"^  6         -1  r 

par  ce  qu*on  vient  de  dire  (  5*8  ). 

■■ 

*  Si  on    fait  m  —•  i  b=  «  r  la  première  fraftion 


-  jc*  dx 

fcra5=a;~— --r 


\ 


^* 


■R"9HBan«nnMMMMHMMMMw» 
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Toute  •  fraâloa  de  cette  foçme 


I        (ajc^"*-*  rfar-+-fc^^"-*='  ioT-H  &c.  ) 


•"*  "i  ^ 


(  en  dîvifant  le  numérateur  par  f  *  &  le  déno- 
nunateur  par  / ,  qui  eft  cenfée  élevée  à  1%  puiC- 

fance  m  ,  &  faifknt  -y:==3g,y  «=p)  peut 

être  intégrée  ;  car  ^n  fuppofant  x  -^  g  =^  ? , 
roD  a  x:=r=ï  —  g,ic  :<p'^-+-2gar-f-p=çî 
.^^p  —  ?*=  Ît-H  g«  9«n  faîfantp — g^=ga. 
Maintenant  fî  dans  le  numérateur  Ton  fubftitue  la 
valeur  de  x ,  Ton  aura  une  fradion  de  cette  forme 


qui  eft  de  la  forme  de  celle  dont  on  vient  de 
parler  &  qu  on  peut  intégrer  de  même  ,  que  g  4 
ibit  une  quantité  pofîtive  ou  négative. 

•    Ifo.  Soît  maintenant  la  ftadlion  pure  - — 7,  pétant  une 

fenâion  de  jr  dont  rexpofant  (bit  moindre  que  celui  dçx 
dans  q  autre  fonâion  rationnelle  de  x.  Pour  intégrer 
cette  fraâion  ,  il  faut  trouver  les  faâenrs  de  q  ,  cç  qui 
le  fait  en  égalant  q  ï  o ,_  &  cher(:hant  enfuite  les  ra« 
dnes  de  Téquation  9  =  0. 

Si ,  par  exemple  ,q=ix^'^ax^  ,]t  fâis«  '  — -or  *=o  5 
âonc a:*=:o,&ji:—- fls=oj  ainfi  les  faâeurs  de  q 

4bnt  M,x3cx'^r-a,ovix^Bcx  —  a.  On  réduira  en- 
fuite  la  fraâion  propofée  en  d'autres  fraâions  pures 
dont  chacune  ait  pour  dénominateur  un  des  l^âeurs  du 


P— »—         III»      ■!!         Il      I     .1  I— i*—>i  I        i— —1—      ■  .  ,  m,,    m 

dénominateur  dç  la  pro£ofçç  >   ^  il  fçr^  cnfuite  facile 
tfintégv«r.  -'*  - 

Soit  ^ —  =s  7 — .    V  ^ ,  M  &  N  étant  des  fondions 
q  (je-+-a).N 

rationnelles  de  x.  Pour  avoir  la  firaâion  correfpondantc 

Adx 
au  fafteur  ^-^-a,  je  fuppofe  cette  ftaôipn  =- 


A  l'égard  de  la  fraâion  qui  >  jointe  à  celle  -  ci  »" 
peut   retidre    la    propofée  ,   je    la  Tuppofe    égale    à 

que  R  fera  une  fonftion  entière  de  a?;  car  autrement, 
ayant  réduit  les  fraftions  au  même  dénominateur,  le 
numérateur  ne  feroit  pas  tine  fbnéèion  entière  de  x  *  ce 
qui  çft  contre  1«^  fuppofition.  Je  réduis  au  même  déno^ 

minuteur.  &  ,j«  ^-j^-^.,  „ {xia).^ ' 

En  comparant  les  numérateurs  ,  Ton  a  M  s:?  A  N  ^-i 

(^  4-  <  ) .  R  >  ou  R  sst  f-. — -^ —  j  donc  puifquc  R  doit 

être  une  fonâion  rationnelle  &  entière.  M— 'AN  doit  être 
cxa^ment  divîiible   parxH-d»  Ainfi  cnfaifantjeH-a 

«=o, impt  =5^ — «^ l'on  aura  M «^ANscs  o,  ou  Asas  ~  ,   co 

mettant  dans  M  &  A  N  la  quantité  -^  a  au  lieu  de  x. 

dx  d  X 

6i*  Soit  la  fraftion  pure -7 7-7 * — r>on  de*» 

^       {»'^xa).{xx — aa) 

mandt  de  trouver  la  firaâioD  qui  convient  aufaâeur  x<-ia. 

Adx 
rcpréfentant  lafraâion  cherchée  par— -, celle  qui  çon« 

'Rdx 

vient  k l'autre  faôcur*r!-w, étants»- ,  Yen  aura 

XX  —  aa 

€xix  Adx  Rrf»     -, 

N 

^^nt  d^s  M  9(  N  la  valeur  de  x   que  donne  le  fac* 


/ 
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teurx— >z(iégtléà  o.  MaisA^— z a  =: ordonne »=:2a; 
donc  A  =: =:  —  j  donc  I*  fraâion  cherchée  eft  = 

3    'x  — Itf'  f 

Aix 
Pour  avoir  la  fraâion ,  qui  convient  au  fac- 

tcur^e -4- fl,  l'autre  fraftion  étant : .  *  l'on 

XX — lax-hidA 

remarquera  que  M=ax,  fc  N  =  ;ip  x —  3  ax-4-  x  aa. 

Donc  A  =  =i^ devient  = =-  -,enfubftituant 

N  6a  a  6 

•—  tf  au  lieu  de  x-,  donc  la  fraâion  qui  convient  au 

ix 

faûeur  x  -4-  «  eft  =-7—-—..  Si  l'on  veut  avoir  la  frac- 

lion  qui  convient  au  faveur  *— a,  on  pouri'a  encore 

A  d  X 
fiippofcr  cette  fraâion  = ,  Tautre  fraftion  qui , 

X  "^"*  (Z 

avec    celle-ci  >    doit  rendre   la    propofée    étant   =: 

'  >  donc  M=try ,  &N=5xx —  ax  — 2ûa^ 

*ar  — a  X— t  aa 

Faites  x=tf,  &  vous  aurez  A  =  -rc  = = ; 

doncIafraaioncherchéeeft=-7--^.  En  effoOi  lott 

x.(x — a) 

réduit  au  même  dénominateur  les  trois  fraâions  qu'on 

vient  de  trouver  &  qu'on  en  faffc  la  fomme  •  Ton  aura 

la  fraâion  propofée.  Maintenant  je  prends  les  intégrales 

de  ces  fraéèions  &  leur  fomme  ~  L.(x-zfl)— ^  L.(*-i-a)— « 

-  .  L.  (x—  a  ) ,  donne  l'intégrale  de  la  fraélion  propofée. 

6%.  Telle  eft  la  méthode  qu'on  peut  fuivre  pour  trou- 
ver une  fraâion  iimple  qui  convienne  à  un  fadleur 
fimple  qui  n'en  a  pas  d'autre  qui  lui  foit  égal.  Voyons 
maintenant  comment  on  peut  s'y  prendre  forfqu'il  y  a 
des  faâeuis  égaux. 

"^  Le  dénominateur  eft  le  produit  des  faâ:eurs  x— «  1  a 
*  X  —  tf. 
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Soit  la  èaûion  pure  sr~^ —       ^  >  dans  laquelle  N 

ne  contient  pas  le  faâeur  x  +  a;  Suppofbns  que  la 
fraâion  qui  convieht   au  faûeur   (  x  -+-  a  )  ^  foit  =3 

—7- r- —  ,  1  autre  fraction  qui  >  avec  celle-ci,  doit 

(x-ha)*  ^ 

être  égale  à  la  propofée  ,  étant  =  -^j- 5  donc  .        >^^ 

A  X  -4-  B  R 

=  7 r:   •+■  -rr-  Multipliant  cette  équation  par  N 

•          r    /•          M     *        M  —  N.(Ax-f-B)      ^  ^  . 
&  tranrpofant ,  il  vient ; — r— rr ^=R.Mais 

R  doit  être  une  fonâion  entière  5  donc  M  — N .  (A  x  -i-B) 
fera  divifiblc  deux  fois  exaâement  par  x  -f-  a.  Et  en  fup- 
pofant  jc  =  —  a ,  cette  quantité  fera  =  o  ,  ce  qui  fervirai 
a  déterminer  JB  5  car  alors  M*—  N*  (Ax-t-B)=:o, 

M 

ou  -î^  —  A5P=B  ,   en  fuppofânt  x  =  — a.    Si  après 

avoir  fubftitué  la  valeur  de  B ,  on  divife  la  même  quan-.^ 
tiré  par  x  -*-  n ,  parce  que  le  quotient  de  cette  divifion 
eft  encore  diviuble  parjc-+-fl,  en  fuppofânt  encore 
jip  =  —  «  ,  il  deviendra  =  o  ;  d'où  Ton  tirera  une  nou- 
velle équation  qui,  avec  celle  quon  a  déjà  trouvée > 
luffira  pour  déterminer  A  &  fi. 

Soit  la  fraction  pure  ; — ^; — r— -7 r-.    On 

^        (X'¥-a)^,{xx  —  laa) 

demande  la  fraéUon  quî  répond  au  faâeur  quarré 
(  x-f-  fl)*  ,  l'on  a  M  =fl^—  %xx,  N=:xx —  ±aa. 
La  quantité  M— N.(Ajp-fiB)  qui  doit  faire  trou-- 
ver  les  valeurs  de  A  &  de  B ,  fera  donc  =  a  jc  —  1  a:*  -f- 
{z  aa^^x  x)  .{Ax-^B).  Mettez  dans  cette  quantité^ 
—  tf  au  lieu  de  x  ,  pour  avoir  —  ^  aa-^aa  ,  (B — a  A)* 
s=  o  ;  Donc  B  =  $  -H  A  .  a.  Subftituons  cette  valeur 
de  B  dans  la  même  quantité  >  elle  deviendra  a  x  ^— • 
X  XX  •+•  (laa— XX  )  *  (Ax-f-  }  -H  Aa),  qui  doit  être 
divifiblc  par  x-ha.  Difpofez-la  ainfi,  «x— jxx  -f- 
6fifl-f-(i  aa  — xx).  A.  (x-*-fl)>  ou(6â[— yx).(x-f-a) 
-t-  (  1  a  a  —  X  X )  .'A  ,  (x  -f-  a).   Divifcz  cette  quantité 

par  x-f-a^pour  avoir  tfa—j'^'^h:  (2  ax— xx) .  A. 
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Suppofantdc  nouveau  x='^a,   cette  dernière  quan- 
tité devient  ii.  a  -t-da.  A=o|donc  Assè-*»-  ^  ^ 
B  =  3-+-A.fl=3— ti=  —  8j&la  fraaion  cherchée  eft 

-    "^""^-'^".Cettcfraâioneft:    ""^^^ 


(7ï:7jr'«lo"t(j<0  l'intégrale  dépend  <lel  ^*^  , 

qu'on  peut  avoir  par  la  méthode  ci-deffus.  Pour  trou-^ 
ver  les  fraûiôns  qui  répondent  aux  faûeurs  ^  -+-  }/z  a  *  t 
a:  —  K  2  «a ,  qui  réfultent  du  faâeur  xx *—  2  ^^  é^alé  à  o, 
on  fera  K  »«^— ^  >  &  Ton  cherchera  par  la  méthode 
ci-deffus  (  5i  ) ,  les  frayions  corrcfpondantes  aux  faveurs 
jin^ples  x  -+-  J ,  a:  •*-  i. 

S'il  y  avoir  un  fadècut  triple  {x+a)^  ^h  frafition 
correfpoodaftte  aurok  cette  forme  Ç^^.^-^B^-^-Q-^Jf 

Soit  la  fraâion  .  ^^^^  j^- ,  N  ne  contenant  pas  x-^a, 

1  on  aura  r— ; — rr-^t  ==  - — 7 ;  ■       4-  ----    En 

rationnant  comme  ci-defTus  ,  Ton  wrra  que  Rsa  M^^^ 
N.(A.x*-f-B:tf-+-C)>&que  cette  dernière  quantité 
cft  divifible  par  (Jf4-fl)^  Suppofant  dahs  cette  quan-^ 
tité  égalée  à  o  ,  »  =  — a ,  Ton  aura  k  valeur  db  C  >  ex- 
primée en  A  &  en  B  ,  fubftituant  cette  valeur  de  C  dans 
la  valeur  de  Rj  vous  diviferez  cette  valeur  par  XH^  a, 
&  égalant  cnfuite  le  réfultat'à  o,  vous  aurez  une  équa- 
tion qui  déterminera  B.  Subftituant  de  même  cette 
vafeur  de  B .  divifant  pat  ar  -h  i ,  &  égalant  le  quo- 
tient à  o ,  après  avoir  fait-A-=s=~  a ,  vous  aurez  la  VïGcuf 
de  A  ,  &  en  rétrogradant  vous  connoîtrez  B  bc  C. 
C'eft  la  même  méthode  s'il  3^  a  4 ,  j ,  ou  un  plus  grand 
nombre  de  faâeurs  égaux.  Si  le  nombre  des  fa&curs 
égaux  cft.  TO  ,  la  fraction  correlpondantc  au  faéleur 
(  :r  -+-  fï  )  *•  fera  de  cette  forme 

(A;i?"»-ï  -+-Bje'«"^*-|-C:v^"*5....,4-P)rf:^ 

^"g*— »*—»—— ■«MM— ^M——  ■«  ■       ■   ■  ■    I      ■■ 


'■  ■»■   ■  ■      ■     !■    ■■  I     h  m 
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Soit  là  fraâion  -; r-r—  »  Je  cherche  d'abord  la 

{x  — a)  Kx  ^ 

fradtion  fimple  qui  convient  au  faflcur  x  qui  n'en  a  pas 
d*autre  qui  lui  Ibit  égal.  Soit  cette  fraâîon ,  fe* 

Ion  cfe  qu'on  a  dit  ci-deffus  {èi)   l'on  a  A  =  -rj-,  en 

fnettant  dans  M  &  N  la  valeur  de  x  que  donne  le  fac- 
teur X  égalé  à  o  ;  donc  puifque  M  =:  a  *5 ,  &  N =(-*-a)*. 

Ton  aura  A  =  -~ — -  =  —  a  ,  &  la  fraftion  cherchée 

m^mm   d  d  X  >        ' 

fera  = .  Pour  avoir  la  fraâion  correfpondantc 

au  fafteur  quintuple  (x  —  a  )  S  je  remarque  que  M=:a^, 

N=:e,&R=M— N.(Ax+-f-B:v3-+.C:ç^-t-Dx-t-E) 
quantité  évidemment  =  —  kx^  — -Bx*  —  C  x^*^ 
Dx^  —  ExH-tf^(T).    Ayant  fait  je  =  a ,    vous 

trouverez  (  en  égalant  à  o)  ,  E= — A. a* — Btf«  -i. 

Cfli  — Da-4-fl5.  Subftitufez  cette  valeur  dans  la  formule  (I) 
pour  avoir  —  A:v  ^  — Bx^ —  Cjc^»— DAr*H-(Aa*4*i 
B  a'-f-C  a  *+D  a  —  a^).x-^a^.  Divifant  cette  dernière? 
quantité  par  a?  —  a  ,   Von  aura  cette  féconde  fornmîc 

fc— -Ajr^— A.a.AT^  —  Aaa  .x^ — A  a  ^<ar  •—  ^  s 
IL  .       —B*5      —Ba.x^'—Ba^x 

^Cx^     — Ca;r 

Faites  apî=:  a,  pour  avoir— 4  A  a+ — 3  Ba  3  —  i  Ca*  — 
Da  —  aî=o5doncD= — 4Aa3  —  jBa^  — îCa — a*. 
Mettant  cette  valeur  dans  la  féconde  formule,  il  vient 

—  Ax^ — A  a  x^^^  Aa^x^  +  ^a^  X — *  aU 
•— -B^rî     — Ba.x'^+tiBa'^x 
— -C***     ^Ca.x 

+  a^  X 


m 
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-      ■        •  -  -  - — ^ 

Divifez  cette  quantité  par  «  —  a  pour  avoir  la  troifième 
formule  III.— Ax-'— 2 A a.:r*  —  ^Aa^x+a^ 

— -Bjt*       — iTia.x 

Faites  dans  cette  formule  aff=s  a,  &vous  aurez  Téqua* 
tion  — 6  Aa^  —  3  Ba^  —  Ca-Ha^s=o;  donc  Ton  a 
C=^  —  6  Aa^  —  3Ba  -h  a^  .  Subftituez  cette  valeur 
de  C  dans  la  troifième  formule  pour  avoir 

■—  A  Jr'    —  2A..ax'^+  ^  Aa^'X  +a^i  Divifez 
—  Bx"^      +Ba:x 

cette  équation  par  ic  *^a  ,  pour  avoir  la  quatrième 
formule  IV,  —  A  x^  —  jA.  a,x  —  a^.  Faites  x  =  a  » 

—    B  X 
&  vous  aurez  1  équation  —  4  A  a  *  —  B  a  —  a?  =05 
donc  B^=  —  4  A  4  —  fl  *.  Subftituant  cette,  valeur  de  B 
dans  la  quatrième  for^iulc,  il  vient  —  Ax^  -h  A  ax 

-+-  a^  X 
■—  fl  ï  5  divifant  cette  quantité  par  5? —  a.  Ton  a  la  cin- 
quième formule  V.  — r  A  je-l-ti*.  Suppofent  x  =  a  ,  il 
lîient  —  Aa  -f-  a  *  =;=o ,  ou  A=a,  Donc  en  rétrogradant 
Ton  aB  =  —  j  a*,  C  =  10  aS  D  =  —  10  a*,  E=5 
y  flJ  >  ainfi  la  formule  cherchée  fera 
{ax^-^  f  a-.x^-^  loaKx-  —  ioa\x^  $  a^).ix 

(x  —  a)  î 
En  effet  fi  Ton  ajoute  cette  fraftion  avec  la  fr^dlion  — 

&  qu*on réduife  au  même  dénominateur.  Ton  trou- 

vera  (  toute  réduftion  faîte  )  la  fraâion  propofée. 

Soit    la     fraftion       —^ ,  ,^  ,  la   fraûion 

X.  {xx-^-bh) 

qui  vient  du  faûeur  x  fc  trouve  par  la  méthode  ci* 

dcfllis 


wa*i 


«t 
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-*—  dx 
deffus  (6î,)=      ^    ..  Je  cherche  les  faâcurs  fimplci 

que  donne  le  fafteur  double  xx-hbb ,  en  égalant  ce 
fadeur  à 03  cequidonne^*= — W,ou*s=:±  ^j/'-^i, 

=  ifc  TO ,  en  fuppofant  la  quantité  imaginaire  b  j/"—  t 
»=  w.  Il  s'agit  clone  éc  trouver  les  fraâions  qui  con- 
viennent auK  faveurs  x  —  m  &c  x^m.  Lafraftion  quF 
réponi   au  premier   fadeur  eft  (  par  le  N^  61  )  d^ 

j^,  &  la  fraftion  qui  répoad  au  fécond  fadeur  a?  H-/»' 

dx 
^*  =^  ^Thm    ^^  ^'^^  '^""  ^^^  ^^"*  fraâions  ima^ 

ginaires  au  mêmcdénominateirr,  8r  qux)n  en  prenne 
la  Ibmme ,  Ton  aura  (  en  remettant  J  ]^^  —  i  au  lien 
\      '..      zxdx 

^^^y  yzi^èx  >  quantité  réelle.  Intégrant  cette  frac- 
tion ,  &  la  fradion  ,  Ton  aura  l'intégrale  de  la 

fraaionpropofée=:L.(»   ^-î*)-L.;c  =  L.  (îl±*!\' 

Si  Tonavoit  intégré  le's  fradîons ,  -    ^ -avant 

de  les  réduire  au  même  dénominateur ,  Ton  auroit  eu- 

^e  qui  fait  voir  qufi  la  foiçme  des  deux  logarithmes 
imaginaires  peut  être  -une  quantité  réelle.  En  .général 
fi  une  fradion  rationnelle  a  des  fadeurs  imaginaires 
la  fomme^  des  intqgrales  des  deux  fradions  qui  appar- 
tiennent à  deux  fadeurs  x-^m,  x-^m,  m  étant  une 
quantité  imaginaire ,'  fera  toujours  une  quantité  réelle.'  ^ 

i^  dx 
^3.  Soit  la  formule j.    La  fradion  qui 

h  *  dx 
répond  au  fadeur  double  je  *  eft  =  — 7-  >  ce  que  Ton 

X* 

Tome  IV.  R 
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trouvera  par  la  méthode  ci-deffus  (62)*.  Le  fadlcur 
(^x  j^lhy  donne(;e— m)> .  (^-4-ot)*,  en  fairantm=i|/'*-i. 
La  fraôion  corrcfpondahte  au  faveur  {x  —  mY  >  ^^X% 
{  par  la  méthode  qu'on  vient   d'expliquer  )  îis 

(^m.x-^mm  j  dx 
_Z d_,  la  fradkion  correfpondante  au  faâcur 

^—  -m.X'^^mmj  dx 
(;r-Hm)*étant  =  ^^ "^/^^^w •  Lafommede 

ccsftaftions  donne  la  fraftion  rcclle^^ 


a  — 


en  fubfti tuant  la  valeur  de  m.  Pour  intégrer  cqtte  fradHon> 

.         .  ---l^x^dx       '^'zb'^dx 
je  la  décompofe  en  ces  deux-ci 


»  y 


L'intégration  de  chacune  dépend  de  Tintégration  de  la 
fraûion   jr-^ >;;  »  qu'on  peut  intégrer  par  la  méthode 

ci^effus(j8). 

A  regard  de  l'intégrale  de  la  fradion  — ^  ,   ell» 

'  X 

—  *  —  I  J 1 

fft  égalée  s.  J**         d«=:  — i*x     as:- — . 

»  On  peut  voir  par-là  que  la  fomme  des  fraâions  que  peu* 

vcntdonner  à  la  fois  un  même  nombre  de  faôeursC^-r  m)  » 

Se  (  X  -H  m  )  *  >  fera  toujours  une  fraâion  réelle  quand 
même  m  (èroit  imaginaire. 

Si  l'on  avoit  une  fraâion  de  cette  forme 

/^jç  11»-+-*»-+-»  -f-J;»»"»-^  *»•+■»)  dfx 

z— — ; — - — - — — on  pourroit  tou* 


<  *  Les  Commençans  peuveat  fuppoftir  x*:s:(x^o}^t 
afin  de  fixer  leur  imaginatioa* 
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»~~— ^— ^ — 

tours  rintégrcr.  Car  il  cft  aifé  de  voir  qu'on  trouvera  faci- 
lement la  fifaâion  correfpondante  au  faâeur  x.  Le  fac- 

teur(**-a*)»^  donne  (»-<z)»(^-+-«)».  Le  faâeur 

{x^'hxàx-hb''  )"•  égale  à  o,    donné  a:*-H  2fl«  =a 

—  i*,  «  *-Hi««-f-aa  =s  a'"~b^9  ou:tf-+-a=:+p^ 

[  en  faifant  |/"(«*-i*)  =p]>  ou  jf-4-  a  qp  p=o  5 

donc  le  fafteur  propofé  donnera  (?— p)"'(j-f-p)"*,en 
faifant  x  +  a  =  j  >  ce  oui  donne  dx=:di;  Mais  on  trou- 
vera facilement  les  fraaions  correipondances  auxfaâeurs 

(j— p)w,  (7  -Hj^  )"•• ,  &  la  fbmme  de  ces  fraftions  fera 
réelle >  quand  même  p  feroit  imaginaire.  Il  fuffira  donc 
de  chercher  d'abord  les  frayions  des  fafteurs  fimples 
réels  ou  imaginaires^  qu'on  peut  repréfenter  par  x">,ou 

(çc-f-^)  *"  ,  ou  (x-P")*  ,  &  pour  avoir  les  fradlions 
que  peut  donner  un  taÂeur  double  de  la  forme  jc  *  -H 

2  ax-^b  *  dont  les  racines  font  fuppofées  imaginaires.  Von 
fera  l^  (aa-bb  )=p,  &  x-hé^y,  on  fubftituera 
di  au  lieu  de.  dx,  &  j-  a  au  lieu  de  x,  foit  dans  la 
prepofée ,  foit  dans   les  fraaions  correipondantes  aux 

faûeurs  (  f.-p  )"*  >   (  J  -+-p  )"■-    Si  les  fadeurs  de 


tn 


(jp*-f-»û^-Hi*)  étoîent  réels,  on  pourroit  les  re-*. 

préfenter  par  i^X'^g)^  ,  {x  ^  f)'^,  &  il  feroit  inu-' 
tile  dé  faire  jcH-assf.  Uneftpas  même  néceiTaire  de 
le  faire  dans  aucun  cas  ,  puifquen  faifant  a *-p  =g, 

e-f-p=/>on  peut  repréfenter  les  fadeurs  («-i-tf— p)  » 

(^-♦i(i-hp)«  par  (xH-ir)"**  f*-+-wp*« 

64.RjBjNfAiLQUB*  Quelque  foit  le  dénominateur  d'une 
fraâion  rationnelle ,  on  peut>  en  l'égalant  à  o ,  cher- 
cher (es  fadeurs  réels ,  &  s'il  a  des  fadeurs  imaginaires  ^ 
ils  feront  en  nombre  pair  ,  &  en  multipliant  deux  à 
deux  ceux  qui  contiennent  la  même  quantité  imagi- 
naire ,  mais  avec  des  fignes  différens ,  &  la  même 
quantité  réelle  avec  les  mêmes  fignes  t  l'on  aura  des 
fadeurs  réels  du  fécond  degré.>  or  les  fradions  qui  ré- 
citeront de  ces  fadeurs  donneront  des  quantités  réelles. 

CoROLLAiiiE.  On  peut   conclure  de  la   doc- 
trine qu'on  vient  d'cxpoler  ,  ijfie  toute  fradion  ru*:' 

Ra 


/ 
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■  ■       II..  M      ■■■■  ■  ■       Il  I    I    ■  Il      I  ■     Il  ,         l.mn ■■■■I>l IIIIHB      I        — 

tionnellc  eft  toujours  intégrablc ,  ou  algébriquement , 
ou  par  les  logarithmes ,  ou  par  les  arcs  de  cercle.  Vc- 
ritaolement  nous  n*avons  pas  de  méthode  générale  pour 
trouver  les  faâeurs  réels ,  fimples  ou  doubles  du  déno- 
minateur d'une  fraftion  rationnelle  quelconques  mais 
c'eft  un  défaut  de  l'algèbre  plutôt  que  de  la  méthode  d'in- 
tégration qu'on  vient  de  développer. 

Il  ne  fera  pas  inutile  de  remarquer  que  fi  quelque  fec- 
teur  du  dénominateur  étoit  multiplié  par  une  confiante  a, 
par  exemple ,  &  que  Ton  eût  a  x  '^  g  b  pour  un  tel  fac- 
teur, on  pourroit  divifer  ce  fafteur  par  a ,  pour  avoir  x  -^ 

i. —  =  x-h  c,  en  faifant  -^ —  =05  Mais  on  diviferoit 
a  o,  ^    ^ 

aufli  le  numérateur  par  a.  En  général,  il  n'eft  pas 
difficile  de  voir  comment  il  faut  s'y  prendre  pour  que 
chacun-  des  fa<^eurs  du  dénominateur  contienne  au  pre- 
mier terme  la  variable  x  fans  aucune  confiante. 

Des  Formules  Différentielles  r>oNr 
l'Intégrale  dépend  de  la  Rectificatiok 
DE  l'Ellipse  ou  de  l'Hyperbole  , 
séparément  ou  ens;emble, 

^j'.Selon  ce  qu'on  a  dît  dans  la  feftion  précédente  (38), 

fi  l'on  fait  Tabicifle  d'une  hyperbole  à  compter  dû  centre 

=ç,  l'ordonnée =:/,  le  demi-premier  axe=i,  le  demi-fe- 

,  .    hh  ax-haa  a  a — hb  , 

cond  axe  =  ^ ,  --; =|r,  ç  î  =     ^  .    - ,  — - —  =  ?  ,  la 

différentielle    de    Tare    hyperbolique    fera    = 

■■  ■-: ■ rTT>  Le  ucne  -f-  a  lieu  naa^^ba 

zV^^X'Zïzpx  —  bb)  ^ 

cft  une  quantité  pofitive,  &  le  fienc  •—  fi  cette  quantité 

cil  négative.  Mais  fi  l'hyperbole  eît  équilatere  ,ladifférea- 

ticlledelarc  leras=    - .-. nr- 

zy  (jxx — bb) 

En  faifant  la  puiffancc  de  l'hyperbole  sszaa ,  rabfciffc  at 

iympcotiquess{ja.^=:£^i^4»  ^liclcixientde  l'arc  hypcrt 


_  « 
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fcolique  fera :=s  ^.x^'^^dx}^ Çx x-h g. ^ ).  Dans rcllipfe 

.bb 
en  fuppofant  —• =^>  rabfcifle  du  centre  =12;,  j  j  =5 

« 

— , ; — -=p,  1  clément  de  lare  clliptnu« 

^ dx  y/^  0-^ 

^l^(j  X  —  X  X — bby 

€6^  Corollaire  L  L'intégrale  de  la  différentielle  ;if  "  *x 

"i  xl/'(xx  +  bb)  dépend  de  la  reftification  d  un  arc  d*hy- 
'^erb.ole  équilatere  entre  les  affymptotes  perpendiculaires» 
dont  réquation  eft  7  u  =  i,  è  =  A  ,  7  étant  rabfcifle  aP 
fi^mptotique  comptée"  du  centre,  ^  l'ordonnée,  &  en 
faifant  j  ^  =  x.  Car  (bit  s  cet  arc  hyperbolique ,  on  aura 

l*x'^'^ix  (xx  +ii)"5A?""^  d  x(x  x^bb)^i=iids, 

ic  S.  x'^*  d  X  {x  x-^bb)  »===zj  plus  ou  moins  une 
confiante  C.  II  fuit  de-là  que  l'intégrale  de  la  difFércn- 

tielle  X     *  ^x  (  « -f-  /*  *)  *  dépend  de  la  reftification 
de  l'hyperbole ,  lorfque  eScf  font  pofitifs  :  car  e  -hfxx  =; 

f.  (-^  +  «a:)j  donc*     ^  d  x  (,e   +  f  xx)*     = 

/>.«""ÎJicCy-H-*^ )»=/»*     \dx(xx+bb)^  , 
«n  faifant  j-:=  JJ. 
^7.  Corollaire  II.  L'intégrale  de  la  différentielle 


s=j^ — bD^  l  étant  1  abiciUe  comptée 

née  au  premier  axe,  &  faifant  b  «=»îî  — ii>ou  j  = 

l/^  ^— fl- Y  Car  en  fuppofant  que  cet  arc  cAs^s^ 

Ri 
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Ion  auraaxss-77=7 rrr 

iy{xx — 00) 


I   I 


■.  J *;e»ie.(jeje— îi)  »*> 


— ïE^sa:  y*  rf;ip.  (flf  «~  Jî)  ""^5  donc  77rr=:S,^  *  (fex 

(«»  —  **)   *  ».  U  fuit  delà  q»»c  l'intégrale  de  la  «Uf- 

fcrentîclle  jc  *rf5p(e-f-/xjc)"**  dépend  de  la  reâifica-* 
tion  de  l'hyperbole  lorfquc  e  eft  négatif  &/pofitivc> 

car  (e -h/a? ;c )■"*  =  /""*   (t-'+-*^)'"*5   donc  en 
Êiifant  -^  =  —  i  {,  Ton  a^ra x'^ dx{e -H/x jc )"*  »  = 


t 


/""*    «r*  rf;e(«jc— iJ)""*5  donc,&c. 
<^&.  CojLoitAii^E  IIL  Llntégrale  de  la  difl^rentielle 

jp"»  dx  (xx  ^fx  — ii  )  **  »  dépend  de  la  reaification  d'un 
arc  d'hyperbole  dont  le  (ècond  axe = z5>  le  premier  s=ïia>& 

dont  réquation  eft  mu= — •  (jj — a  à),  çn  prenant u  pouc 


aa 


l'ordonnée^  &  i  pour  Tabrcifle  comptée  du  centre^  &  eit 
hb  Tf  y^ / ax^-HuLK  _,         aa-^bb 


fiùfant 


aa       ^'  '      r        >^-*- 1^        "  a 

Car  {bit  j  cet  arc.  Ton  aura  is  =j/^(rfç*-f-rftt  *) 

X  a* x^  ix  {x  X  »j^  fx  —  Ji)"'»i  donc 


%.x'^ix  {xxJ^f  —  ii)""».  Il  eft  aifé  de  voir  que 

«  ■ 

l'intégrale  de  la  difFérentielle  trinôme  x  '^dx{e-hfx-^hx^)^^ 
dépend  de  la  rcâification  de  l'hyperbole,  lorfque  k 
étant  pofitif ,  e  eft  négatif ,  quel  que  (bit  /  :  car  e  -H 

fx+hx^  —  h(j^  -H-f^  -H  x^y,  donc  la  différen-i 


*  Ceh  fuit  du  H\  6j  >  en  ckangeant  a  tu  h 


mmm 
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ticHe  dont  on  vient  de  parler  eft  A  "*  *  T  rr-  4-4-  +«*  j   » 


> 


tts  A  """  (  *  5f  ^  p  5P—-  i  J)*"*  en  faifànt  — i6 

6p.  O^KOLL^RB  IV,  L'intégrale  de  la  différemielle  tri* 

Bome^*  dxipx^^xX'^bb)     *  dépend  de  la  rcftifica* 
tion  d'un  arc  d'ellipfe  dont  un  des  axes  eft'  x  a,  Taucre. 

a  J,  &  réquation  u  1/  = (  fl  «  —• j  ç  ) ,  en  prenant  u 

pour  l'ordonnée  7  5  pour  rabfcifle  comptée  du  centre  fur 

rare  la.  &  en  fi4fantg=«4^,î  =  J/^(^), 

tf  A     I     &  i  * 

&p  fia ^ — ;  car  foit  s  Tare  de  cette  ellipfclon 


■      T  T 


aura ix=  >/"(J?*-+-iu*)=xa *  «  *  rfr  (p;?  —  ap»—  54) ""  », 

U  eft  aifé  de  voir  que  l'intégrale  dd  la  différentielle 

trîmone  *r *  rf^  (  c  -f-/;c  -4-  A  :r  *  )  ""  *  dépend  de  la  reâ:i- 

fication  d*un  arc  elliptique,  lorfque  /étant  pofitive,  c  &  A 
font  négatifs  *j  car  fi  on  fait  /==  -f-c  quantitépofî- 
tive,  e=;-î,&A=:-r,  cette  différentielle  deviendra 

Il  i 

5=r'**«  *  rfx  (p  X  •  X  X'-ll)'^^,  en  fiippoiknt  p  5BS 

r  r 


*  Si  tf  ,  /  &  A  étoienc  1  la  fols  négaûfe  &  x  poftif ,  U 
différentielle  fcroit  imaginaire» 

R4 


\' 
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o\xaa  ^p  a^  hb;  donc  en  regardant  a  comme  une 
inconnuC)Oii  trouvera  par  la  méthode  de  la  réfolution 
des  équatioi»  du  fécond  degré ,  on  trouvera ,  dis-je ,  a  = 

'•^  —  -H  j/"  (ij»p-)-J6).  Onne  donne  pas  lefigne  — 

au  radical,  afin  d'cvîier  un  axe  négatif.  Mais  dans  relUpfc 

l"onap=î ,&  a  =  lp-j-KC^?'-i6). 

70.    Problemi.    Trouver    l'intigrale   de   la     ïtffirenûelle 
IL                                            hh        ' 
K'  dx  (bh—xx)     '. En fuppofam *  = ,on  aura 

«  '=ij~"  ,  (i*K=-  bbi~    d\,xx=h*^''^;  donc 

la  différentielle  propoféc  cft= — 7 == 

le  voir  en  réduifânt  la  dernière  fraAîon  au  dénominateur 

t  étant  un  arc  d'hyperbole  cquilatère  dont  l'équation  eft  uu 
t^jij/  -bb,j  étant  rabfciJTc  comptée  du  centre  fur  le  pro- 
mieraxej  6,&  enfaifant^^  f/  (-^ ).Toutccla 

fuit  du  corollaire  II  (67)illfu^c,  pour  le  comprendre, , 
de  changer  «  en  j  dans  l'équation  ry^  =:S.x'  d  x  x 

[xx-ib)'~*.  L'autre  différentielle  ^4^^^^— cft=^ 


\ 


'0kmmtmmmmmmmmmiiiÊÊmmmÊmmÊmmmmtÊlt 
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faifantj-Wj-  '  =t,  cequidonne  Jj+iij-»dj=à, 
=  —  a  ^/^  r ■ j  5  doncTintégrale  de  la  frac« 


US  OU 


moins  une  confiante  j  ainfi  Tintégralc  de  la  fraftion 
propofée  dépend  d'une  quantité  algébrique  &  dun  arc 
hyperbolique. 

hb 
71.  En  fkifant  x  =  — ,  on  trouvera  aifément  que 

l  ^ 

rintégrale  de  la  difFérentielle  trinôme  x'^dx(bbdtT  ^ 


>  I 


fait  par  le  corollaire  troilîème  (68),  que  l'intégrale  delà 

difFérentielle^^  Jj  (?î±:  p?— *  J  )~  *  dépend  de  la  rec- 
tification d'un  arc  d'hyperbole  dont  le  fécond  axe  =  2  i, 

1  •  b  h 

le  premiers  1  a,  l'équation  .étant  utt=  —  (jy^aa) , 

en  prenant  j  pour  Tabfcifle  comptée  depuis  le  centre  fur 
le    premier  axe ,    u  pour  Tordonnée  ,     faifant   g  =3 

— >&;=j[/^(  ''l'^Y  ).  II  fuit  delà  que  l'intégrale 

I  t 

de  la  différentielle  trinôme  a:  *•&  (e-Jhfx+hx^)  *  dé- 
pend dé  la  reâification  de  l'hyperbole ,  lorfque  e  étant 
pofitif  h  cft  négatif ,  quelque  foit  /  pôfitivc  ou  né- 
gative. Car  fuppofant  ^  =  —  c  ,  on  aura  e-^fx  -fc 


a&6    Cours  i>x  Màthémats^que's/ 

fiùfaDt  —  =i h,  —  =  rfc  F  *  àonc  x^ dx{e+fxHrhxT  '^  | 


• 


7X.  Pkoblemb»  Trouver  Vintégràle  de  la.  àiSkemielli 


f 


r      »ifr(ii  — arx)       *  •   n  eft   évident  que 
ix bdx'+'xdx'^ xdx  ^^      dx  (^■4-.y) 

irV^(Ji--«r>      ».r^  )/^(M  —  xx)       b.x^l/'ibb—xxy 

s 

Cqnent  celle  de ,  |/^., , rdépend  de  la  rcûificatîond'utt  ù 

arc  d'hyperbole  &  d'une  quantité  algébrique^  maisTin-  ^ 

tégiale  de    la   différentielle    r~^ —  fe  trou- 

h.x'^l/'ibb^xx) 
vera  de  la  manière  (Uivante  :  parce  que  bb^-^xx  =s 

(^+r).(^  — AT),  oft  aufa ; =» 

b  .x^  yÇbb-^xx) 

àxl/^ib-^x)         o         r        r       L  .  I» 

;  &  en  luppofant  J-4-x=j,  Ion  a 


«Wi-« 


»en 


f.x^l/'CJ-.*)   '•KCjWï-î?-***)    bViprzi-cc) 

£ttlant3  JJ=:p,  &2  J  3=  ccj  niais  par  îe  corollaire  IV 
(^9)9  l'intégrale  de  cette  dernière  différentielle  dépend 

d^  arc  d'ellip(e  5  ainfi  on  au»  S. f'^ ^ — 

par  la  reâificatîon  d'an  arc  elliptique.  Donc  on  aura 
intégrale  de  la  différentielle  propoSe  par  une  quantité 


■»> 


1- 
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en.  aleébricpiie  &  par  la  reâiâcation  de  rh}rperbole  &  dt 


75.  Corollaire I.  La.différentieIIe  * "" '^ix{xx^ll)"^r 
en  failant  «  =5  —  devient  = ; — ^^ =:» 

— ^  ^  qyj  j^  1^  même  forme  que  celle  du  pro- 


btéme  i  donc  ion  intégrale  dépend  d'une  quantité  algé^ 
brique  &  de  la  reâification  de  Thyperbole  &  de  Tellipfe. 

74. Corollaire II. En faifant bbss  — ,  &/=:— .c* 

1 

Ton  aura  ^(e  -4-/^ 5? )  =  c *  !/"(  bb-  xx)*   Faifant 
e=:-c,  on  aura  V^(e-t-/aPx)=/».^ArA? — rr-l    =3 

'  c 

/*  V^(^*-  ^0  >  en  faifant  bb—i%     ;  donc  l'intégrale 

de  la  formule  —7 : j-    dépend  de  la  reci 

x^  {c^fxx  )  * 
tification  de  Thyperbole  éc  de  l'ellipfe  ,  lorique  des  deux 

quantités  e  8c  f  Tune  eft  pofitive  ,  te  l'autre  négative. 
7j.  Llntégrale  de  la  différentielle  -^ — 

dépend  de  la  reAification  de  Thyperbole  &  de  Tel- 
lipfe,  &  d'une  quantité  algébrique.   Car  en  fuppofànt 

|^(x»4-ift)  =sy^x,  on  aura  xx'-¥-bb=:jj''ijx 

pjr— ,  K  -; »-; a 


m 
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différentielle  qui ,  au  multiplicatcuf  ^  i  prés,  a  la  forme 
de  celle  du  corollaire  premier  (  73  )  ;  donc  &c. 

76*.  Remarque.  L'on  peut  trouver  l'intégrale  de  toutes 
les  différentielles  qui  dépendent  de  la  reâification  des 
arcs  elliptiques  &  hyperboliques ,  foit  féparément  ou 
enfèitible ,  on  peut ,  dis  -  je  ,  trouver  ces  intégrales 
par  des  fériés ,  ou  par  la  quadrature  de  quelque  courbe 
algébrique,  en  fuivant  les  méthodes  qup  nous  avons 
enfeignées  ci-devant.  Nous  pourrions  aifément  rame- 
ner un  plus  grand  nombre  de  différentielles  aux  rectifica- 
tions des  arc^  elliptiques  &  hyperboliques,  foit  féparément 
ouen(èmble>  mais  nous  avons  d'autres  objets  à  confidérer. 
M.  Maclaurin  9  dans  Ton  Traite  des  fluxions., 
diftingue  différentes  clalfes  ou  ordres  de  différentielles.  La 
première  daffe  comprend  celles  dont  les  intégrales  peu- 
vent être  déterminées  exaftcment  en  termes  finis  par  des 
ezpreffions  algébriques  9  ou  géométriquement  par  des 
figures  reûilignes.  La  féconde  claffe  comprend  les  dif- 
férentielles dont  les  intégrales  peuvent  fe  trouver  par  les 
tables  des  finus  &  des  logarithmes ,  ou  par  la  quadra- 
ture de  l'hyperbole  ,l(erelfip(è  ou  du  cercle.  La  troifième 
claâe  renferme  celles  dont  les  intégrales  fuppofent  la 
Tcâification  des  arcs  elliptiques  ou  hyperboliques.  On 
peut  à  ces  trois  claffes  en  ajouter  une  infinité  d'autres: 
par  exemple, on pourroit  faire  une  claffe  de  toutes  les 
diâerentielles  qui  fuppoferoient  la  reftification  d'une 
courbe  algébrique  du  troifième  ordre  qui  ne  fcroit  pas 
cxaftement  reaificable  comme  la  ciffoide. 


L'illuftre  M.  d'Alembert  auquel  les  mathémattques 
doivent  tant ,  a  fait  beaucoup  de  recherches  fur  les  dif- 
férentielles de  la  troifième  claffe,  &  il  a  ramené  un  très- 
frand  nombre  de  formules  à  la  reûification  de  l'hyper- 
ole  &  de  Tellipfe ,  comme  on  peut  le  voir  dans  les  Mé- 
moires de  l'Académie  de  Berlin,  année  1746  &  1748. 


• 
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De  t^NTéGRATION  DES  FORMULES  DIFFÉREN- 
TIELLES DE  TOUS  LES  OrDR;ES,  ET  DE  CELLES 
QUI  SONT  AFFECTÉES  DE  SiGNES  d'InTÉGRA- 
TION ,  EN  SUPPOSANT  QU*IL  n'y  AIT  QU'UNE 
VARIABLE  DANS  CHAQUE  DIFFÉRENTIELLE,  OU 

s'il  Y  A  PEUX  / Différentielles  DANS  la 
MÊME  Formule  ,  qve  l'une  des  peux 
SOIT  constante. 

77.  Problème.  Intégrer  Véquation  différentielle 
d^  y^:^=p  d  x^  dans  laquelle  d  x  ejl  confiant ,  p  une 
fonSlion  de  x  ^  b'  m  Vexpofant  de  ?  ordre  de  la  dif^ 
férentielle.  Puifque  d  a;  eft  conflant ,  on  peut  le 
défigner  par  une  confiante  g,  &  exprimer  ainô 

l'équation  d*^  y  =  g""'^  P  dx^  &  en  prenant  les 
intégrales  de  part  &  d'autre  ,  on  aura  d''"^  y. — s 
g  '"'"^  S.p  d  x  —H  C  g*""  ^,C  étant  une  confiante  ar^ 
bitraire  qu'on  poiirra  déterminer  par  les  conditions 
données  ;  donc  en  remettant  d  x.  au  lieu  de  g  ,  onî 

aura  i  "^  ==^  dj;"""^  S.pdx-i-  C  dx,"^^  *  j 
mais  parce  que  p  eft  une  fonftîon  de  or ,  on  pourra 
trouver  l'intégrale  S.pdx  par  quelqu'une  des  mé- 
thodes précédentes.  Suppofant  donc  S.  p  d  x  ==^r, 
fonâîon  de  x  ,  on   aura  l'équation  d**""^^  y  -^ — r' 

fàx"^'  ^Aj^^^'  =  gr-^  rdx  H-  Cç»"-^  dxi 


/ 


&  en  intégflHÇîl  viendra  d"^^^  y=g«-*  S.  rdx 

Cg"^^  :*: + D  g*— -^  ^=^  dx^^S.rdx  +  C  xJx' 

D  ^x ''*'"*,  D  étant  encore  une  confiante  arbitraire 


*  En  difTcrcncîant  cette  équation  on  retrouvera  la 
propofée  3  car  cf  x  étant  conllant ,  la  différentielle  de 
C^ipc»*"»  fcrassc.    . 


i 
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ou  déterminable  par  des  conditions  données.  Onr 
continuera  de  même  à  intégrer  jufqu'à  ce  qu'on  foit 
parvenu  à  une  équation  qui  ne  contienne  aucune 
différentielle  ;  &  il  efl  aifé  de  voir  qu  il  faudra  faire 
autant  d'intégrations  qu  il  y  a  d'unités  dans  Texpo- 
fant  m ,  ce  qu  il  falloit  trouver. 

Exemple.  I. Soit d'-y^oix  ddy  =  ^ jp "•  i *•* ; 
en  intégrant  de  part  &  d'autre  9  on  trouve  d  y  B=ai 

^   '    Cdx;  ic  par  une  féconde  inté- 


nation ,  l'on  a  y  == -f-  Cx  -+-  D. 


Exemple.  II.  Soit  d^y  ==  ax "»  dx^  •+-  bx"*  dxK 
La    première    intégration    donnera  d  d  y   =* 

ii*"-*-'i;r*      .    bx'^'dx''    .    nj   t 

Li  flx  *  ;  par  une 


féconde  intégration.  Ton  aura  iy= -+ 

^  ^        (m-f-i).(;7i-4-i) 

h  jf*"^*  d  X 

'   Cx.dx -4-  D  dx  ;  &par  une  troî- 


fième  intégration,iI  vient  y 


(nH- 1  ).(m-H»  j.(«-f-3) 


(«-*-i).  («-+-»).  (w-f-s)         ^  i 

étant  une  confiante  arbitraire,  ogM|'on  déter^ 

mine  par  des  conditions  données,  '^i' 

78.  On  peut  réduire  une  différentielle  d'un  ordre 
quelconque  de  laformed^y  ==  aix  d  *-"'y-H 

p  dx'^k  une  équation  différentielle  du  premier  or- 
dre y  dx  étant  confiant  &  p  une  fonâion  de x  ; 
car  en  intégrant  de  part  &  d'autre  ,  on  aura 
^ i»-i  y  g_.  adx  d "*^*jr  -H  d  4^*^  S.  p  dx 
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C 4  ^""^ ,  C  étant  une  confiante  *•  En  int^canc 
une  féconde  fois ,  on  trouve  i'^^y^aaixâr^^ 
dx^-\S..(dx.S.pdx)  *  -^Cxdx^ 
Jy.dx^^^.  En  intégrant  une  trôifîème  fois,  il 
vient  i"^*  y  =  a  d  x  d"^^  y  -+-  Jr**-*x 
S.(^dx.%,{dx.S.tdx))    '    Cj:*i*«-* 


D  xdx"^^  -f-  Eix'^^i  te  en   continuant  ùA 

parviendra  enfin  a  une  équation  du  premier  oidrc^ 

Soît^par  exemple,Féquation  dddy  ==  adxddy  -4-^ 

pdx^^  on  aura  par  la  première  intégration,  ddy  =^ 

4i:r*iy  H-  i^*  S.j?4a; -H  Ci^r'j  &  par  la 
feconde  intégration 9  dy  ==  a  y  d  x  -i-  i£  x X 
&(i4r/&/?iAr)  -+-  C  xdx -+-  Dix==iiy4r-+- 
r  4 * -4-  C xdo;  -H D  d:r ,  en  faifant  S./?  rf  ;r==r, 
tcS.  rdx  =  u 

7p.  Théorème,  p  A^/zr  tout  ce  qu^on  voudra  ^ 
Ji  dx  efi  canjlant  ^^n  aura  V intégrait  S.f  dx 

p  X  —   S.  X  d  p  ==1  p  X  —    *fl£L 

^x^ddp x^dp      .       x'ddp 

<i^'d^p         ^      x-dp      xUdp        ^^rfy   ^ 

2.3,dw»       /  zdx  %.i.dx^        x.3.4.<^3^ 


X.  5.4.  J»^ 


p*  &c.  On  démontre  ce  théo- 


•  Cette  confiante  peut  être  =  o. 

*  •*  Nous  parlerons  bien-tôt  de  la  manière  dont  on 
peut  avoir  les  intégrales  des  quantités  qui  renferment 
des  :figncs  tf  intégration» 


\ 


f 
( 
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i:jêtne  en  prenant  les  difTérentielIes  des  deux  rnsni' 
bres  de  chaque  équation,  car  on  les  trouve  éga- 
les. A.inG  dans  la  première  équation  S.pdx  ^=:^px  — 
S.  X  ip y  on  trouve  en  différenciant ,  p  d  x  -=s 
p  dx  -+-  X dp  —  X dp  =  p  dx. Dans  la  féconde 


équation  ,  p  jt  —  S.  xdp  ==»  p  x  —  ^ 


i  ix 
e       X^dd  p  c       J  X*  d  p 

s.    L-,  ou-—  S.xa/;  si=: — £ 

z  dx  zdx 

S. --;  en  différenciant  de  part  &  d'autre  , 

&  fuppofant  d X  conftant ,  on  ^-^^xdp  ==  — 

zxdxdp     '     x^  ddp  _,\3C^dd,p  ^j^^m, 

■  ■      ,  '       '■■^       '  ■  ,         '  I  ,  I     *  T— '  "— '  xup  *  oc 

^   zdx  zdx  ^i.dx 

aînfi  des  autres.  Donc  S.  pdx  =±  px  -^  5  .^^; 

x^ddp        x^  d^  p     ,      x^  d^  p        a 

^  —  ^-  -^-  ^   ^  &c.  ce  qui 


donne  la  férié  trouvée  pair  M.  Jean  fiernouilli^  dans 
les  aâes  de  Léipfick  y  année  165^4. 
'   Lorfque-  f  eft  une  fonéèion  de  :r ,  on  délivro- 
cette  férié  de  toute  différeotielle.  Car  foit  dp  .=s 
jfrf^,  dq  =  rdx,  dr  =  tdx ^  &c.  on   aura 

S. pdx zs=tp X -~  — JL  -f- -4-  &c* 

*      ^^  ».3  ''T.34  ^ 

==  p  X  ^^  S.  qx  d  X  ==  p  j;  —   L    +1 

x^rdx  •*'*$'_.    ^'^      ^x^tJx 


n=  p  X  &C.   *. 


.  r  Selon  M.  Fontaine  (  voyez  fes  Mémoires  )  ,   pour 
avoir  S.  jdx,y  étant  "une  fonftion  de  ;f ,  on  doit 

Avant 
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^•73 


^  Avant  de  paflèr  au  théorème  fuivarit  tious  ra- 
taarquerons  que  l'od a  toujours d.ai==:udi^^ 


iifc     >[    I    II-.,,  ..  ■     ,. ..,.,   •  ,  ^ 


•  *n"'"pl«r  ^-;;i^  *  par  une  fuite  dont  oh  trouvera  M 
prcmicrterme  «mettant  ~r«^àulidùde*danslafbric- 
tiofljK }  lé  ftcohd  terme  fé  trouvera  en  fubftit uàlit  i-^  âU 
lieu  de;.^dans  la  même  fon^ionj,  jletroifiémèenlÛbfti- 
tuant-i^  au  lieu  de  *  j  &  ainfi  de  fuite  juf^u'âu  def. 

iiicr  terme  qui  fe  trouvera  en  fubftituant  *  "^lau  lieu 

K   '\\:^"^'  **^-  ^^  ''^  '  «PO&nt  de  »  ).  Par  exem- 
ple, fi  Ion  fuppofep  =  K(  i*-Àr  M,  prf«  fi.,,  ,.>,. 
ment  de  l'aire  d'un  demi-cercle  dont  1    dfamè!^^  ' 
«^le  rayon  =  ^  .&feWte  règlej^ajr^^,^:^ 

d'autant  plus  «xaftemént  due  Id  «ômb^e  «aA*-^  -  r 
plus  grand.  Sin=-  *.  &  i-!,    T        P<ifi*'t /l  fera 

s 


•^mm^ 
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idui  donc  u  j  «==: S.ud^^S.^du,  Ainfi nous 
aurons  le  lemme  fuivant. , 

LemMe.    S^udx  «=  u^—'S.^du. 


-.  »•-*-' — £7  =  — î--=s53.i,  en  faifant  paffcr 


hors  du  fîgne.  II  n'eft  pas  difficile  de  voir  comment 
on  a  trouvé  les  autres  termes  ;  le  poin»  indique  la 
multiplication.  Si  Ion  vouloit  l'aire  entière  du  cerclé  » 
on  multiplieroit  tout  par  4»  quarré  de  2,  de  pour  cela 

il  fuffiroit  ,  en  laiffant  tout  le  relie ,  d'écrire  —  au 
lieu  de 


29 

Par  la  même  règle  on  aura  S.  = x  x 


( 


I 


1»  2»  2» 

&C.  ^  s=:  X  X  C H •H 


.7*  /  M»-+-«        2»-HlJC 


-— — "  -+■  &cl  ].  Pour  déterminer  la  confiante  C 

qu  on  doit  ajouter  à  ces  {brtes  de  fériés ,  je  remarque  que 
la  première  fêrie  qu'on  a  trouvée  pour  le  cercle  de- 
rient  =  o  >  lorfque  x  =  o  5  donc  G = o.  U  en  eft  de  même 

pour  la  féric  i  x  f—^ lr&c.\  Donc  fi  alors  la  (cric 

doit  être  o  ,  la  cdhftante  fera  =  o.  Mais  fi  par  la  nature 
de  la  qùefiion ,  on  trouvoit  une  férié  =t  A ,  lorCque  je  =  o 
doit  donner  une  féric  =  o ,  Ton  auroit>  A  -4-  C  =0  ,ou 
C = —  A.  Par  cette  méthode  l'on  peut  trouver  paç  apro- 
ximation  l'intégrale  d^uae  différentielle  quelconque  à  une 
icule  variable. 


i*a*MrtM*i 
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80,   ThéorAmb.  p  étant  une  variable  mel- 
tonque,  on  a  les  équations  fùivantes  : 

I.     S.ixS,pixs!=sxS.pix  —  S,pxdx, 

2 

^^^-  ^-  d X    S.dx  S.  dx  $.    p  d  X      ^ 
x^  S.pdx  —  S^^^^P^dx-'-h'Sx.  S.px'-  dx — S.px^dx 

m  • 

^^^  ^^dx^^dx  S^  d  X  S~d^sr^t7 

&  généralement,  Jî  le  nombre  des  S.dx  qui  pré^ 
cèdent  S.pdx,  tft  m,&  que  i.a  .3  .4,, . . .  m 
défignt  le  produit  de  tous  les  nombres  de  la  ruitt 
^  >  ^  •»  3  *  4  «»  S  ^^*  jufquau  ftrme  m  de  cette 
fuite   inclufivement  ^  on  aura  Véquation  fuivante 

<^'tx.  S'^dx S,pdx  =  [x''S.pdx 


'•(^ 


X 


'  I-es  deua:  points  indi<ïucnt  une  divîfîon. 

Sti 
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le  Jîgne  fupérieur  a  lieu  lorfque  m  ejl  un  nombre  pair^ 
&  le  Jîgne  —  Jî  m  c/î  impair.  En  prenant  les 
différentielles  des  deux  rtiembres  des  quatre  premiè- 
res équatîpns,on les  trouvera égalessd'oùlon  pourra 
conclure  que  la  dernière  équation  doit  avoir  lieu  ; 
mais  on  peut  démontrer  le  théorème  de  cette 
autre  manière.  On  trouve  la  première  équation 
S.  dx.  S. p dx=:  X.  S,  p d x-^  S.px dx  par  le 
lemme  précédent ,  en  fuppofant  S.  pd  x  ==  u 
icx  =  ^,  ce  qui  donne  p  d  Ar==  du^p  xdx==s 
^d  u  y  d  X  ==  d\^  d  X.  S.pdx  ==:u  d^^  u  ^==5 
X  S.  p  d  X  ;  donc  par  le  lemme ,  S.  «  d  i  == 

S.dx\S,p dx^=  u^ —  S.^du  =2^  S.  pdx---^ 
S.p  X  d  X.  On  trouve  la  féconde  équation  par  la 
première  &   par  le  même  lemme  :   car  puifque 

S.dx.S.pd  X  ==  X»  S.p  dx  —  S.p  X  dx  y  en  mul- 
tipliant de  part  &   d'autre   par    d  x  ^   il  vient 

àx.S.àx.S.pdx==M  xdxS^  pdx  — •  dx  S.  pxdx;  &  en 

prenant  les  intégrales,  on  a  ^'dx.  ^Jx.  S.  pdx^s=s, 

S.xdx.S.pdx--^  »^.  dx»  S^,p  X  d  x.  Or  en;  fuppo- 
fant S.  pd  X  ==  UjScx dx  =  d i(  dgns  l'intégrale 

S.xdx.  S, pu  X y  on  a  pdx  ==:du,  } x*  =  j  , 
ui=^^  x^S.pdx  y^du===\p  x^  d  X  yudi  = 

X  dxS.  p  d  X  y  &  S.udi^==^  S.xdx.  S.  pdx    =3 

c  -  >    x^^.pdx  —  S^v  x^dx       « 

2 
Suppofant Sipx dx 3=b m:,  u^x 3=^ ç  dans  fînté- 

grale  S. dx. S.pxdx ^  on  ap xd  x  ==: du ,i.jp== 
i^ ^  ui^==ixS.pxdXyXdu^=sp x^d x^  ud%=i 


y 
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X  i  X  S.  p  X  d  X  f  &  par  le  lemme,  S.  u  i  j  =e=s 

S.dx.S.pxdx=:=ui — S.  j  du==  xS.pxdx'^ 

c         ij            2xS.pxdx  — T^S.px^dx 
b^p  x^dx=^ c 2- ; 

donc  S.  X  d  X.  S,  p  dx  —  Sédx.S.pxdx  =a 
f  *  S*  pdx — S.px*  dx — 2  xS.  pxdx  -+•  2S.px^dx 


...»  .   -.^ 

x^  S.  pdx —  2x  s.  p  xdx'-¥'  S»  p  x^  dx 

«^-^"^  I  I  II  ■  ■      ■  1*  I  «     Il     ■       Il     1 1 1  ■  I    I         I      w»^^»^    I        .  »  I  1 1  «  ^r— ^  — 1^».— »         ^ 

On  trouve  de  même  la  troîlîème  équatioa  par  la 
féconde  &  par  Je  lemmejla  quatrième  par  la 
troiCème  &  par  le  lemme ,  &c.  ;  Et  en  obiervant 
la  loi  de  ces  équations ,  on  parvient  à  1  équatioa 
générale. 

'81.  Remarque,  Suppofbns  que  l'on  a  une  (uîte  de. 
courbes  MA,  MB,  MC,  &c.  (fig.  10)  qui  aycnt  une 
abfciffë  commune  MP  &  terminées  dans  la  même  or- 
donnée indéfinie  PF,  &  telles  que  rairePAM==:A 
de  la  première,  divifée  par  une  ligne  que  je  fais-^^ij^ 
foit  égale  à  l'ordonnée  de  la  féconde  j  l'aire  de  la 
féconde  divifée  par  i  foit  égale  à  Tordonnée  de  la 
troifième ,  &  ainfi  de  fuite.  Suppofôns  encore  que  p 
fonftion  de  x  çft  l'ordonnée  de  la  première  courbe  ;, 
de  manière^  cependant  que  pdx  y  diflféreritielle  de 
l'aire  A  ne  foit  pas  intégraJble.  Nous  appellerons^ 
la  quadrature  S.  pdx  ==  A ,  quadrature  tranf- 
cendante  du  pfemier  degré ,  la  quadrature  B  da 
la  féconde  courbe,  tranfcendan te  du  fécond  degré  , 
&  ainfi  de  fuite  (èlon  l'ordre  des  courbes; or  Ion 
peut  réduire  ces  quadratures  tranfcendantet  À  la 
reftification  des  courbes  algébriques.  Car  A 


•1 


I 


'■■ 


^ 
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A 

S.  pdx  ;  6c  parce    que    —  eft  Tordonnée  de 

la  féconde  courbe  jAdx  =5  dxS.pdx  fera  la 

difFérentialIe  de  Taire  B  ;  donc  B  ==  S.  dx.S,  pdx  • 
L'onaufa  de  même  Taire  C  de  la  troifîème  coutbe  ss 
S,  [dxS.(dxS.pdx)  ];  &c.  MzisS.dxS.pdx===^S.pdx 
..—  S.pxdx  &  en  général  la  quadrature  tranfcendante 
d*une  courbe  du  degré  m  -4-  i  fe  réduit  à  cette 


forme      ^»  ix   S*  d  x     S.dx\..S.pdx    == 

x'^S.p  i;r—  ^x'^^^S.pxdx ^px^dx    . 

1.1.3.4.  .  .•  .  »i 
n  ne  refte  donc  quà  réduire   par  les  méthodes 
ci-deflus  (n**.  19  &  fuivans)  les  quadratures  S.  pdx  , 

S^pxdx ^S.px^  dx  ^ &c.  à  la  redificatipn  d'au- 
tant de  courbes  algébriques  qu'il  y  a  de  termes 
alFedés  de  S ,  &  en  fubflituant  dans  la  férié  pré- 
cédente ,  on  aura  la  quadrature  tranfcendante  du 
degré  m  -+-  i  réduite  à  la  redification  d^autant 
de  courbes  algébriques  qu'il  y  a  d  unités  dans  m  +  !• 

82.  Remarque  IL  Soit  p==y  l'ordonnée  de  la 
ipremière  courbe  »  l'ordonnée  de  fa  féconde  fera  =: 

— 21 =  S.  jr  d  X  ^  &c.  donc  la  quadrature 

tnmfcendante  de  la  courbe  de  Tordre  mHh  x  fera=s 

t  ■ 

T«  2.  3*  4'  5*  *  *    *     ^ 

Il  n'eft  pas  di£Bcile  de  voir  que  le  théorème  pré- 


— — — i— I^Mi»*»^  «I^M^i  .aril 
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cèdent  peut  être  utile  pour  l'intégration  des  dif-, 
férentielles  à  deux  variables  ^* 


*  Il  cft  «vident  qu'en  (uppofant  p  =jr ,  il  y  aura  plu- 
iîcurs  variables}  c  eft-à-dirc  deux  variables  dans  la  dif- 
férentielle de  Taire  de  la  quadrature  tranfcendante  de  la 
courbe  de  l^rdre  m  -+-1  >  oonc  cette  aire*  qu'on  peut  avoir 

au  moins  par  approximation^  fera  =5  ^.  (f  « .  S.  ii  x...  S.y'dx 

Zc  la  différentielle  de  Taire  fera=s  dx .  S.dar..'. ,  S.  ydx. 

Pour  avoir  la  furface  des  courbes  qui  expriment  des 
intégrales  qu'on  ne  peut  pas  avoir  autrement  >  fuppo- 
"  ^  Ions  qu'on  ait  une  formule  différentielle  ydx,Sc  qu'on 
ait  befeia  de  connoitre  Tintégrale  S*  jdx  ,  fans  avoir jr 
exprimé  en  x.  Pour  cela  on  confidércra  les  valeurs  dejr 
commr  les  ordonnées  dune  courbe  dont  eft  JtTabfcifle  3c y 
l'ordonnée ,  &  Ton  calculera  arithmétiquement  un  grand 
nombre  de  valeurs  de  y^  &  la  furface  de  cette  courbe 
•torrc^ondante  auxj^  amfi  calculés  fera  à  peu  près  Tin^^ 
tégrale  cherchée.  Si  les  trois  ordonnées  PM  (a), 
Tm-Çb),  Nrt(c)  (Fig.  11  )  répondent  aux  abfciffcé 
AP,  AT,  AN,&queTon  aitPTî=TNŒi,  lafur- 
facp  P  M  /z  N  fera  (  en  coniidérant  Tare  M  n  comme  une 

ligne  droite  )  = H >  &  s'il  y  avoit  un  pks 

grand  nombre  d'ordonnées  f  yg&c.  on  auf oit  pour  lesef^ 

c  -+-  /      f'^S 
paces  fuivantes h  ■     ■     &c. 

Mfeis  fi  Tare  M  ni  «  qui  joint  trois  ordènnées  confé- 
uitives  eft  un  arc  de  courbe  parabolique  déterminé  par 
ces  trois  ordonnées ,  voici  la  manière  de  trouver  la  fur- 
fkce  de  Tefpacô  P  M/z  1^. 

Dans-  uae-  courbe  du  gienre  parabolique  dont  Téqua^ 
tion  elb>=aiA.-f-B^-h  C  «^-H  D^p*  tct.  Si  Ton  a 
t^isi  ^tècmûsêt»  a  ,  B  ,é  «KJrrefpondantet  aux  abfciiTes 

.S4 
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J?g  ^'Intégration  des  Différentielles    a 

pLtJSIgX/RS      VARIABLES. 

83.  Théorème»  Si  p  tft  une  fonSion  qudcon^ 
aue  des  variables  x  ^  y  ^\  ^  u  »  tfc^  on  aura  la  dif^ 


mi00a»4fmÊmmmmmmm^Ê0m 


»      * 


o>  i,^,Ia  furfafcçPMnN  fcr«i  =  ^<2-f-^i-+-|c,coinme 

on  le  verra  bien-tôt.  Subftituons  pour  A,  B,C  des  fonâions 
iç  <;»  i|C,  telles  qu'en  mettant  zéro  au  Ijçu  de  x  (l'origine  des 
X  cft  ici  fuppofé  en  P)  Ton  ait  /  =  fl,  que  mettant  i  au  lieu 
de  « ,  Ion  ait  jf  =  J  ,  &  qu'en  mettant  1  au  Heu  de  a:  , 
l'on  air.  jr  =  c.  Ces  conditions  feront  remplies  en  faiiànt 

jf=sa-fT(J  -r-a).»-f-  f -r*  J-f-  -^1  .;,f ,  (x— .  i% 

Alors    l'élément  jrf«  de   FM/iN  fcr*i  ==;  aix   -Ir 

(i-p-  ci).xix'+'  (-^ — r-i-l ^^  ,(Ap;erfjtf  —  xix)i 

4onc   l'efpacc  PM/zNou     S*  ydx    fera  =3  <ï ji:  -f«; 

>a^        j     y^  ^    ( — 6H )     ( r  -^  )•       Si 

dans  cette  expreffion  on  fait  xssz  ,  Ton  aura  la  fui^ 

face  cherchée  ==  j(i-f-j  i -4- j  c,    Sx    Ton   avoit    une 

fuite  d'ordonnées  a  ,  b  ,c,  e,  f,  g,  &c.  Le  femient 
fompris  çntre  les  ordonnées  ç,  e  „  f  {  on  fuppofe  icur 

4iftance  =  i)  feroît  5C-+-|^-h|  /j   &   en    gêné- 

irai  Faire  4e   I9  courbe  feroît  égale   à   un  tiers  de  la 

prpniière  &  de  la  dernière  ordonnée,  plus  ^   de  la   fe-»: 

fonde  &  de  la  quatrième  ,  &cj  Ceft-à-dire  des  termes 

de  rangpair,-*- 1  de  latroifièmc,  de  1^  çinquièn^e^  &Cj, 

^'çftrà-dirc,  des  termes  de  rang  impair. 

Les  lettres  a,  b,  c,  &c. ,  quand  il  s^agît  de  Paire  de 
l^l  courbe  déiigneni>  après  l'opération  >  des  itirfaces  &: 
BPi;  dç$  lignes 5  Dç  fprtç  que  fi  Iprdpnnée  <^=:  i  pîçit 


!mmvma 
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féremielle  d  p  ;  premilrement  m  faifant  varier  ^ 
&  conjiàérant  les  variables  jy  ,  î  ,  w  ,  &c.  comme 
confiantes  j  fecondement  en  di^irentiant  comme  fi  y 
étoit  variable ,  tout  le  refiç  étant  confiant ,  &  airifi. 
défaite.^  lafomme  de  toutes  ces  différentielles  fera 
la  différentielle  cherchée.  Par  exemple  ,  pour  dif- 
férencier la  fbndion  x  y  ^  ,  je  confidere  x 
feul  comme  variable ,  ce  qui  mç  donne  y  ^dx^ 
je  différencie  enfuite  en  regardant  jy  feul  comme 
variable  &  j  ai  *  ^  rf  y ,  &  enfin  je  traite  à  fon 
tour  ^  çpmme  variable  pour  avoir  xy  dT^iic  la 

lordonnée b i=s%  pieds  &  l'ordonnée c=  3  pieds , la furface 

défignée  par  fa-f-^é-f--  c  vaudra  4  pieds  quarrés. 

Supppfbns  quç  oç  repréfentc  un  arc  de  cercle  &  qu*on 
veuille  «ivoir  S.  (<?  — çoH  ^if)***  dx  lorfquc  5f  =  po*  de- 
grés ,  on  pourra  fuppofçr  rfx=s  *  degrés  fi  Ton  veut , 

j5c  chercher  les  ordonnées  (a-^cof.  x)"*  d'une  courbé 
dont  X  feroit  rabfciffe  ,  en  fuppofant  fucceffivement 
^  =  o,:r=2^,^=4^  &c.  jufqu  à  x  =po  **  inclufive- 
ment ,  ce  qui  donnera  46  ordonnées/  On  en  trouvera 
tout  autant  pour  le  fccond  quart  de  cercle.  On  ajou- 
tera enfcmble  le  çiçrs  de  la  preniière  &  de  la  dernière.  Sec. 
comme  on  vient  de  l'expliquer  &  Ton  aura  la  valeur  du 

moins  approchée  de  S.  (  a  '—  eof,  x)*^  dx.  Suppofon^ 
m  =  %  y  fl::=3  &  le  rajon  =  i ,  on  cherchera ,  par  le 
moyen  des  tables  ,  les  valeurs  de  cof.  x ,  dans  la  fup* 
pofition  de:^  =  o,de:c  =  i**,  &c.  Retranchant  fuccet 
fivenaent  ces  valeurs  de  a  3=  3  ,  &  prenant  le  quarrç  du 
refte  ,  on  aura  toutes  Içs  ordonnées  néceffaires  pour 
avoir  par  approximation  la  valeur  de  l'intégrale  dont 
on  vient  de  parler.  Si  on  avoir  calculé  les  ordonnées 
de  degré  en  degré ,  on  auroit  fait  le  premier  x  =ç:i  **  5  Mai$ 

(tf— cof.  x)^  d  x  auroit  toujours  été  l'élément  de  Taire 
'  de  la  courbe  dont  la  furface  doit  donnçr  l'intégrale  it 
}a  formule  propoféç. 
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dlfTérentielle  entière  eft  =^  ^d  x -*—  x^dy 
xy  d^.  Ce  qu*on  tjçouveroit  de  même  en  dîfFé* 
rentîant  à  l'ordinaire  ;  ce  théorème  ne  paroit  pas 
avoir  befoin  de  démonftration. 

84.  CoROjLLAiKE.  Si  p  ne  contient  <îue  deux 
variables  xicy^  qu  on  ait ,  par  exempte,  p  ==  axy^ 
la  dîfférentielie  dp  pourra  être   repréfentée  par 
Adx  —H  Bi  y.  Dans  la  fuppofition  doRt  o»  vient 
de  parler  A  eft  ==  ay  ,  8c  È  eft  =t=  ax,  A  étant 
une  quantité  finie  qu^on  trouve  en  diifèrentiant  p 
dans  là  fuppofition  de  x  feul  variable,  &  B  la  quan- 
tité finie  qu  on  trouve  en  diffi^remiant  p  dans  la 
fiippofîtidftdejf  feul  variable.  Si  p  contient  trois 
variables  x ,  y^  ^y  Ton  pourra  repréfenter  d p 
par  Adx -+- B  dy  H—  D 4  ^ ,  A  étant  la  quan- 
tité finie  qu'on  trouve  en  différentiant  p  dans  la 
fuppofition  de  x  variable  ,  fî  la   quantité    finie 
qu'on  trouve  en  différentiant  p   dans  la  fuppofi- 
tion de  y  variable ,  D  étant  la  quantité  finie  qu'on 
trouve  en  différentiant  p  dans  la  fuppofition  de  j 
variable  ;  &  ainfi  de  fuite.  Si  on  fuppofep  ==  xy\. 
Ton  aura  A  =y  î',B===  x^,D  ss^zxy. 
.    8/.  Lorfque  la  différentielle  dp  a  un  intégrale  , 
on  peut  la  trouver  en  intégrant  dans  fon  expref- 
jCon  A  d:r  -H— B  dy  -4-  D  d  ?  Hh-  &c.I^  Le  terme 
Adxj  en  regardant  x  feul   comme    variable, 
at^.  Le  terme  B  dy  en  regardant  y  feul  comme 
variable,  &  ainfi  de  fuite,  jufqu'au  dernier  terme  *  ^ 
&  en  comparant  toutes   ces  intégrales  ;   car  li 
elles  font  toutes  les   mémies,  on  aura   dans  la 
pi^miere  S.Adx  l'intégrale  chieschée*  Si  elles  font 


«p 


"^  Cela  doit   s'entendre  toujouss  en  ajoutant  une 
confiante. 
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différentes 5  on  ajoutera  à  ce  qu^etUs  ont  de  corn* 
xBun  ^  tous  les  termes  qui  font  leurs   diiFérences 
pour  avoir  l'intégrale  p  ^k  laquelle  on  ajoutera  une 
confiante  C.  Voici  la  raifon  de  ce  procédé  :  puif- 
qu  on  a  trouvé  le  premier  t«rme  Adx  tti  diflFé- 
rentiant  dans  la  fuppofition  que  x  feul  étoit  va- 
riable ,  en  intégrant  Adx  dans  la  même  (iippo- 
Ijtion  ,  on  aura  une  intégrale  S.  A.  dx  qui  rendra  p 
dans  la  même  fuppoiltion.  Mais  parce  que  p  peut 
contenir  des  termes  dans  lefquels  x  ne  fe  trouve 
pas  &  que  tous  ces  termes  s'évanouiflent  lorfqu'on 
différencie  dans  la  fuppofîtion  de  x  feul  variable  ^ 
on  ne  retrouvera  pas  ces  termes  dans  Tintéc^rale 
S^  A  d  Xy  mais  on  les  trouvera  dans  les  autres  inté- 
grales S..  Bdy  jS.Dd^  y  &c.  dont  les  différentielles 
ont  été  trouvées  en  fuppofant  que  j,  îf,  &c»  étoient 
variables  fucceffivement  :  car  Biy  étant  la  différen- 
tielle de  p  dans  la  fuppofition  de  y  variabb ,  les 
termes  de/7  dans  lefquels  fe  trouve  jf  n ont  pas. été 
détruits  par  la  différenciation  de  p  qui  a  donné 
B  dy  ;  on  les  trouvera  donc  dans .  l'intégrale  S.  Bdy,, 
ic  ainfî  des  autres. 


Soit    la  différentielle  Adx  -H-  B  d  y 
5  ^  *  X  *  d  X  -f-  2  ayxd  x  H—  b  dx  -+-  2yx^  dy 
ax^dy  '-+-  2  cy  dy.  L*on  aura  A ::^=.  ^y  *  x* 


a  ay  X  -4-  b,  B  =  2  y  x  ^  -4-  a  x  *  -4-  2cy. 
En  intégrant  Adx  dans  la  fuppofition  de  x  feut 

variable,  on  à  S.  Ad  x  ==^*  ^ '  -+- ^  y  ^ *  -+* 
bxiSc  en  intégrant Bdy  dans  la fuppontion àex 

confiant  &cde  y  variable,  on  uouve  S,  B  iy  =»« 

y^x^  -^  ax^y -+- c^*-  Ei*  comparant  ces  in* 

kégf  aks  Qft  trouve  que  leurs  termes  communs  foirt 


] 


« 
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y*x'--^ax^y,Sc  que  leurs  termes  difFérens  (ontcy  ^■ 
&  bx.  Ajoutant  les  termes  communs  avec  les  termes 

difierens ,  Ton  aura  Kntégrale  cherchée  y^  x^  — H- 

ax^  y  —H  b x  H-  cy *  -H  C  ,  en  ajoutant  une 
confiante  C, 

S6.  Remarque.  I.  On  voit  par-là  qu*en  fuî- 
vant  cette  méthode  on  intègre  à  chaque  fois 
comme  s'il  n'y  avoit  qu'une  variable  ,  &  que  cette 
opération  fe  réduit  à  Tintégration  cfune  formule 
différentielle  qui  rie  renfermeroit  qu'une  variable. 

Remarque  II.  Si  Ton  avoit  une  formule 
ax^  dx+by""  dy+c^  "  rfifjpourvu  que  chaque  terme 
ne  renfermât  qu  une  feule  variable,  on  en  auroit  l'in- 

•       ax^         fc  y  *""*■*  - 

tegrale    >  •+•  -^ — —  H-  c  L.  r ,  en  prenant 

celle  de  chacun  de  fes  termes.  Si  on  a  la  for^ 

mule  ^*'y*"dx^on  pourra  l'intégrer  facilement 

lorfque  le  fadeur  différentiel  y  "*  i  at  fera  z^^di 
en  raifon  donnée  de  bia^  quelque  foit  Texpofant  p% 


Car  on  aura  aibiii^ d^  :  y""  dx 


donc  la  différentielle  î*y"rf;r  fera 


H 


a' 


l 


dont  l'intégrale  eft = — ^ '■ — ,  excepté  le  cas  ou 

p  -+-    71=  —  I  ;  car  alors  l'intégralg  eft  5=t 
—  L.  ?. 

a 

87.  Théorème.  Si  P  eft  une  fonBion  quelconque 
€omfofée  de  deux  variables  x'^  y  &  dç  conflames , 
ù^que par conféquent  dV foit  ==  Adx-^Bdy, k. 
différentielle  dehdx prije  dans  la  fuppofuiQn  d^  « 
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confiant  Gf  de  y  variable ,  fera  égale  à  la  différent' 
tielle  de  B  dy  prife  on  fuppofant  y  confiant  &•  x 
variable.  Si  dans  la  fonâion  P. on  îubftitue  x  -4- 
dx  z\x  lieu  de  ;r ,  y  -+-  dy  au  lieu  de  y,  &  que  par 
ces  fubftitutions  P  devienne  P  ^  ^  on  aura  d  P  == 
P  '  —  P  ==  Kdx  Hh-  B  d  3'*  Si  dans  la  fonftion 
P  on  fubftîtùe  feulement  jc  -+-  i  ^r  au  lieu  de  jr , 
en  confidéraiit  y   comme   confiant ,    &   que  par 
.  ^tte  fubftitution  P  devienne  T  ;  en  fubftituant 
enfuite  dans  T^y  *+-  dy  au  lieu  de  y ,  T  devien- 
dra P  '  :  puifque  c*eft  la  même  chofe  de  fubftituer 
en  même  tems  dans  P  les  deux  quantités  x  -4—  d  x 
au  lieu  de  x.&c  y  -4—  dy  au  lieu  de  ^^  ou  de 
fubftituer  d^abord  dans  P  la  quantité  x  H—  d  x 
au  lieu  de  x  pour  changer  P  en^T  &  de  fubftituer 
enfuite  dans  T,^-+-  ^jy  au  lieu  de  y.  Par  la  même 
raifon  fi  on  fubftitue  d'abord  dans  r  la  quantité  y 
— f-  i  ^  au  lieu  de  y  pour  changer  P  en  r  ;  en  fubl- 
tituant  enfuite  dans  r,  la  quantité  x  H—  dx  2i\x 
lieu  de  x  ,  Ton  changera  r  en  P  '. 

Donc  fi  on  différentie  P  en  fuppofant  x  va- 
riable &y  confiant  y  la  différentielle  fera  T — P 
==  A  ^  JT ,  &  fi  Ton  différentie  P  en  fuppofant  x 
confiant  &  y  variable  ,  la  différentielle  lera  =: 
t  — -  P  =  B  rfy.  Mats  parce  qu'en  fubfti tuant  y  + 
dy  au  lieu  dey  dans  P  &  T,  T  devient  P  '  &  P  devient 
t ,  &  que  par  conféquent  T —  P  devient  P  ^ —  r, 
la  différentielle  de  T  —  P ,  ou  de  A  ^  ;r  ,  eft  P  '  — 
t  —  T  -J-  P ,  en  retranchant  T  - —  P  de  P  '  —  t. 
De  même  puifqu'en  fubftituant  dans  P  la  quao* 
tité  y  -H—  dy  au  lieu  dey.,  P  devient  t ,  &  t  — - 
P  devient  Biy,  &  quen  fubftituant  dans  t  &dan»P 
la  quantité  x  -4-  d  x  bm  lieu  de  at,  r  devient  P'  & 
P  dévient  T,&  que  par  conféquent  r-—P  devient  P' 
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—  T ,  la  différentielle  de  B  ijy  ,  ou  de  r  —  P ,  fera 
en  fuppofant  x  confiant  &cy  variable,  fera,  disj-e,  = 
V —  T — t-f-P==Ai;i' jdonc,  &c. 


88,CoROLLAiRi  I.  Donc  la  différentielle  d  (A.ix) 
prife  en  fuppofant  dx  confiante  ic  y  variable  eft 
égale  à  là  différentielle  d  (B.iy  )  prife  en  fuppofant 
feulement  x  variable  ;  donc  d  A.  dx  =a=  d  B.  dy  , 

ou  ^ — ^  =  L^ — :;  c  eft-à-dirc,  qu'une  différop- 


tîelle  Adx  -+-  B  dy  ne  peut  être  intégrable  Se 
donner  une  intégrale  finie  P  ,  fien  prenant  la  diffé- 
rentielle de  A  en  faifant  varier  y  &  divifant  cette 
différentielle  par  i  y ,  le  quotient  n*eft  pas  égal 
à  la  différentielle  de  B  prife  en  faifant  varier  x 
8c  divifant  par  dx* 

89.  Corollaire  II.  Si  P  eft  une  fonction  de 
trois  variables  x  9  y  ic  ^  ^  Se  que  par  confé- 
quent  Ton  ait  d  P  =  A  d  Ar-f-  B  dy  H-Ci  ?  > 

on  aura  les  trois  équations   i— — l  ==  L.- — 1  , 

(d  A)  _  (4C)  (iB)  _  (d  C) 

== ,  — - —  5=  — . —  ^  en   prenant  la 

dr  dx        ai  dy 

différentielle  du  numérateur  de  chaque  fraéèion , 
dans  la  fuppofition  que  Pon  fait  varier ,  la  feule 
variable  qui  fe  trouve  au  dénominateur.  Car  puif- 
que  K  dx  -+-  B^y-4-Cdçeftla  différentielle 
de  P,  fondîon  des  variables  x ,y  &c^ ,  fi  on  fup- 
pofe  îf  confiant ,  le  dernier  terme  s'évanouira  & 
la  différentielle  d  P  fera  ==  Adx  ^-  Bdy  ^  ic 


Yon  aura  (38  )  i—^  =^\   \  Sî  on  fuppofey 

dy  dx 

confiant ,  Bdy  s'évanouira  &  Ton  aura  i  P  =s 
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Adx  -^-Càt;  donc    ,      ==      .     «SiQnfuppofe 

^  confiant ,  Ton  trouvera  d?  ==  B  ijf + C  i j  5  donc 

— j — ^  =  i-- — :  ;  donc  fi  la  différentielle  A.dx  -f- 

B  d^  Hh-  C  a  j ,  ne  donne  pas  les  trois  équations 
(iA)_  (JB)  (dA) (dC)  (4B2  _^  (dC) 

Idy      ^        rfar/     di  dx^    d^  dy       \ 

cette  différentielle  n*aura  pas  d'intégrale  finie  P.  Si 
Von  z  A  dx  +  l&dy  +C^-4-Dr ,  pour  que  cette 
différentielle  ait   une  intégrale  finie ,  il  eft  necef- 

laire  que  1  on  ait  les  équations  ^^ — -  ==  -^ — i   ^ 

(dA)    ^_^    (dC)     (dA)        (dlD)     (dB)  

dz'  dx      -i    dt  dx    ^     dr 

(dC)  (dB)  (dl>)       (dC)  (dD)       . 

ày  Jt  dy      '     dt  dx 

aînfi  de  fuite  pour  un  nombre  quelconque  de  va- 
riables. On  doit  donc  avoir  autant  d'équations  qu  H 
y  a  de  manières  réellement  différentes  de  combiner 
les  lettres  A ,  B ,  C ,  D  ,  &c.  deux  a  deux  *.  (  On 
peut  confulter  le  Traité  des  G>mbinaifons  dans  nos 
Inftitùtions  Mathématiques ,  dernière  édition  >. 

"^  Pour  trouver  ces  combinaifonsil  n'y  a  d'abord ,  comme 
on  vient  de  le  faire  dans  le  dernier  exemple ,  qu  à  oool- 
parer  le  premier  coefficient  à  tous  les  autres ,  chercher  en^ 
fuite  les  équations  que  donne  le  fécond  coefficicût  comr 
parc  à  tous  ceux  qui  le  fui  vent  5  on  cherchera  de  même  les 
équations  que  donne  le  troifième  comparé  avec  fous  ceut 
qui  le  fuivcnt,  &  ainiî  de  fuite  ,  &  l'on  aura  facilement 
coûtes  les  équations  qu  on  cherche.  Voyez  ce  que  nous 
avons  dit  dans  notre  algèbre  Icmmc  iii.N^.  19.* 
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5)0.  Lemme.  Suppofdnt  que  A  e/?  une  fonBiort 
de  y  ù'  de  X  Çr  qu^on  ait  trouvé  Ùntégrale  S*  Ad  x 
en  confidérant  x  feul  comme  variable  ^  fi  on  diffé* 
rende  cette  intégrale  enfaifant  varier  y  feulement  , 

4a  différentielle d.S.Ad  x/cm=i=»  iyS».  ■   ^ é 

rexprcflîon  (dA)  fignifie  qu*on  prend  la  différent 
tîelle  de  A  en  faifant  varier  feulement  y  dont  la 
différentielle  fe  trouve  au  dénominateur.  Sôit  P 
une  fondion  de  y  &   de  x ,  Ton  aura  d  P  == 

Ad:c+Biy,&i^'i2==^^L\88);donc4S=^ 

S_i.i  AT,  &  en  intégrant  dans  la  fuppofition  de  x 

.  dA 

feuî  variable ,    on  aura  B  =8*  ,  .   d  at  ,     SC 

Bdy  ==  i  y  S.  — -.  d  X  i  donc   la  .  différentielle 

dy 

dA 
totale  Ai xH-Bi^  =:Adx  -4-4}^ S. .dx\ 

ày         « 
mais  S.  A  dx  étant  l'intégrale  P,  Ton  aura  d  (S*  A  dx) 

s=s=  Bdy  ^en  faifant  varier  y  feul  dans  Se  A  dxt 
SoitP==  ax^ y^l^on  aura  d  P  ===  ^ay^ xdx  -H 
3  ax^y^dy  z=szAdx  -4-  Bdy;  donc  A  =i 
aay^  X  ,  B=  ^ax^y^^d  A.==sb  6  ay^  x  dyi 

en  faifant  varier  feulement^ ,  ^— ^  ==   6  ay^x  ; 

dy 

ainfi  Ton  aura'  S.  -— -.  J  x  =  ^  a  y*  y* 
(en  intégrant  dans  la  fuppofition  de  y  corîftânt)  ;  & 
ij.  S.  (^\  i/x  3=5^  x^yUy  «=*  B  i> 

On 


r 
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Oh  appelle  différentiella  compltttes  celles  qui 
font  intégrables  dans  l'état  où  elles  font. 

5)1.  THéoKftHEX.  Si  une  différentieile  ne~  donne 

pas  les  équations  dont  on  a  parlé  ci^dejfus ,  elle  rCtft 

fos  complette  ;  mais  on  peut  V intégrer ,  Ji   elle  Iti 

donne.  La  première  partie  du  théorème  fuit  de 

ce  qu'on  a  dit  ci-deuus ,  la  féconde  partie  fuit 

du  lemme.  Car  fuppofons  la  difTérentielle  d  P  ==: 

A 
.A  dx  -+-  Biy  ==  Kdx  -4-  if  y.  S.  -- — •  ^ix 

(Par  le  lemme  précédent  )  ;  ïïntégrale  P  fera 
=  S.  A  i  AT  en  regardant  x  feul  comme  va- 
riable ;  or  on  peut  évidemment  avoir  Tintégrale 
At  K  dx  en  fuppofant  que  A  eft  une  fondion 
de  confiantes ,  ou  qu'elle  ne  contient  d'au- 
tres variables  que  x*  Si  on  trouvoit  plus  de  fa- 
cilité à  prendre  l'intégrale  de  dy  --1^.  ^at  ,  on 

pourroit  la  prendre ,  cela  revîendroit  au  même. 
Soit  dP=  Ad  X  -^  B  dy  =z  2a  xy  dx  -+- 
a  a  X*  dy,  YonzmaS  A  d^:  =  tf  a;  *y,  en  re- 
gardant y  comme  .  confiant  ;  Ton  aura  de  même 

S.  Bdy  ==  SJy  S.  -j-*  d  x  ==  a  x^  y  ^   en  re- 

dA 
gardant  dans  S*  — •  dx\x  feul  comme  variable 

dy 

le  regardant  dans  la  féconde  intégration  y  feul 
comme  variable.Si  l'on  avoit  la  différentielle  d  P= 
Ad  X -+- Bdy  -+-  C  4 ?,  elle  ferpit  complette 

fi  l'on  avoit  ^  «=  ^) ,  m  ==  ^,(4?)  == 

rfj.  dx        di  dx     d^ 

—:*  car  il  fuit  du  lemme  qu*en  prenantconvena- 

blement  les  différentielles ,  l'on  aur(5it  dS.dA.dx 
Tomt  IV,  T 
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Cd!j[;  donc  S.d  A,.dx  =  P ,  en  regardant  dans  A^ 
X  feul  comme  variable  &  ainfî  de  même  pour  un 
plus  grand  nombre  de  variables. 

92.  Remarque  I.  Le  lemme  précédent  fuppofe 
que  l'intégrale  P  de  la  différentielle  A  d  x  — |— 
JB  dy  eft  une  fondion  de  a;  &  de  y  mêlés  enfcmble 
dans  tous  les  termes  de  P ,  &  que  par  conféqu«nt 
il  y  a  plufieurs  variables  dans  tous  les  termes  de  î  P  *: 

car  fi  Ton  fuppofe  P=a  ax^y+  by  *,  Ton  aura  A= 

aaxy^Sc  B==  ax^  +  2by;  orrottaS.AiA;== 

S,2  axy.  dx  z=^ax^y  y8cd»S.Adx^=xaxx  dy^ 
en  regardant  dans  S.Adx  ,y  comme  conftant  Se 
dam  d.S.  A  dx^y  feul  comme  variable  ;  donc  on 

auroit  a  x^  dy  =  Bdy  iLax"-  ==  ax^  -*-  ^hy^ 
ce  qui  eft  abfurde  ;  ainfi  quand  dans  une  difTéren- 
tielle  il  y  aura  un  terme  tel  cfue  2bydy  qui  ne 
contiendra  qu'une  variable,  on  peut  l'intégrera 
part  comme  ne  faifant  point  partie  de  la  dinéren- 
tielle  ;  autrement  Ton  ne  peut  avoir  A  d  x  -f- 

Bdj^==  Adx-h-dy.S. -— •    dxé    S'il   y    a 

trois  termes  dans  la  difFcrentîelle  d  P  =a=  A  d  x 
-+-  Bdy  -4-  C  d  ^  ,  il  faut  pour  que  la  dé- 
monftration  duthéoréme  ait  lieu  y  que  chaque  terme 
contienne  les  trois  variables  x ,  j  ,  ^.  Si  outre 
ces  termes  il  en  avoit  un  qui  ne  contînt  qu*une 
feule  variable ,  on  Tintégreroit  comme  ne  faifant 
pas  partie  de  là  différentielle  ^  &  fi  outre  les  trois 
termes  dont  on  vient  dé  parler ,  il  y  en  avoit  deux 

*  Sous  le  nom  de  variables  on  comprend  les  dilfé* 
tcnticUcs  rfj'jdiçt 
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qui  renfermaflent  chacun  les  mêmes  deux  variables  x 
&  y ,  par  exemple ,  on  les  intégreroit  à  part  (comme 
ne  faiiant  pas  partie  de  la  différentielle),  fi  Tan  avoit^ 

à  l'égard  de  ceé  termes ,  l'équation  i^^^  ==  M^^  , 

.     .  y         ^* 

fans  quoi  ils  ne  feroient  point  integrables.  Mais 
de  quelle  manière  qui^pa  chofe  arrive  y  fi  on  ne 
veut  pas  faire  toutes  ces  attentions ,  on  peut  fe  con-» 
tenter  de  voir  fi  la  diflerentielle  propofée  fatif* 
fait  aux  équations  du  n*«  88  &  8p  :  car  alors  elle 
fera  complette. 

P3.  Problêmx:»  Etant  donnée  une  différentielU 
du  premier  ordre  à  tant  de  i/ariahles  qi^on  voudra  , 
trouvzr  Jî  elle  efl  compktte  ou  exaSe ,  &•  V intégrer 
îorfque  cela  arrive.  On  cherchera  fi  la  différentielle 
fournit  toutes  les  équations  qui  doivent  avoir  lieu 
félon  les  corollaires  ci-defFus  (88  &  8^  )  ;  fi  elle  ne 
donne  pas  ces  équations ,  elle  n  eft  pas  complette ,  âc 
on  labaodonnera  ;  fi  eille  les  donne ,  on  trouvera  fon 
intégrale ,  ou  exaâe ,  ou  dépendante  des  quadra- 
tures par  la  méthode  fuivante  y  qui  revient  à  celle 
du  n^  8/.  Soit  la  différentielle  Aix-rf-  B  dy  h— 
Cd^  H-  D  du  -+-  &c. ,  qu'on  fuppofe  complette  ; 
on  prendra  l'intégrale  S.  Adx  en  luppofant  x  feul 
variable ,  on  prendra  de  même  l'intégrale  S.Bdy 
en  regardant  y  feul  comme  variable ,  on  rejettera 
de  cette  intégrale  tous  les  termes  qui  fe  trouvent 
déjà  dans  S.  Ad x^  &  on  ajoutera  le  refte  R  à 
l'intégrale  S.  Adx.  On  prendra  S,  C  rf  ^  en  confi- 
dérant  ^  feul  comme  variable  &  l'on  ajoutera 
à  S.  Adx  -4-  R  tous  les  termes  de  S.Cd^  qui  ne 
fe  trouvoiœt  pas  d^a  dans  cette  première  (|uan* 
tité  j  pour  avoir  S^Adx  •+-  R  -+-  R^  On  pren- 

Ta 


I 


i 


2$2     Cours  de  Màtmémati^ues. 


dra  S.  jy.  du  en  confîdérant  u  feul  comme  va- 
riable ^  &  rejettant  tous  les  termes  qui  fe  trou- 
vent dans  S.  A  d  Jf  H—  R  -4-  R  ',  on  ajouterai 
cette  intégrale  lerefte  R",  &  Tintcgrale  exafte, 
en  ne  fuppofant  que  quatre  variables  ,  fera  = 


S.  Adx  -+-  R  -+-  R  '  "~H^'  '  3  a  laquelle  on  ajou- 
tera une  confiante  ;  on  c"inueroit  de  même  s*il 
y  avoit  plus  de  quatre  variables.  On  s  aflurera 
qu'on  ne  s*cft  pas  trompé  en  prenant  la  différen- 
tielle de  Tintégrale  trouvée,  qui  doit  être  égale  à 
la  différentielle  propofée, 

IL  Méthode.  On  prend  d'abord  l'intégrale 
S,  Adx ,  comme  on  vient  de  le  dire ,  on  différencie 
S.  Adx  en  fuppofant  y  feul  variable  ,  on  retran- 
che cette  différentielle  du  terme  Bdy,  &  s*ilrefle 
3uelque  chofe  ,  on  prend  l'intégrale  de  ce  relie  , 
ans  la  même  fuppofition  de  y  feul  variable ,  & 
défîgnant    cette  intégrale  par   R ,  on  l'ajoute  à 
S.  A  dx  pour  avoir  S,  A  dx  +R.On  différencie  en- 
fuite  S.  Adx  -4-  R  dans  la  fuppofition  de  ^  feul 
variable,  on  ôte  la  diflférentielle  du  terme  C i j , 
te  s'il  y  a  un  refte ,  On  en  prend  fon  intégrale  R  ' , 
&  l'ajoutant  à  la  précédente ,  l'on  a  S.  Adx  -+-. 
R  -+-  R  '  ;  on  continue  de  même  jufqu'au  der- 
nier terme ,  &  l'on  ajoute  une  confiante. 
Exemple  I.  Soit  la  différentielle  d  y.  L;  x  -+• 

y ^ . ==  Ad  X  •+•  B  dy ;  en  faî- 

X  hh  -^  XX 


fant  A  ==3  ^  Hh-  —. ^,&B  =  L.**,  on  trouvo 

X  ob  '^  XX 

que  réquauon  ^4^  =x  i^'  a  lieu  5  AîrC  la  diffc'w 
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rentîelle  cft  complette*  En  me  fervant  de  la  pre- 
mière méthodey  fàxS.^dx^yLx+S» ^ ncsn 

bb  -h  X  X 

yL.x  •4-n7,  ni  étant  un  arc  de  cercle  dont  le  rayon 
==i,  &  la  tangente  =^.  L*intégrale  S.Bdy 
prifc  dans  la  fuppofition  de  x  confiant,  eft  7  h.x, 
que  je  rejette  par  ce  qu  elle  fe  trouve  dans  S.lkdx. 
JDo;nc  ïkitégrale  cherchée  eft^  L.  ^+  th  ,  plus  une 
confiante*  On  trouve  la  même  chofe  par  la  féconde 
méthode. 

Exemple    IL     Soit    la    différentielle 
^y  dx  -f-  jff  i  V  H—  ^  <ty'  if*  dy  — xyd^i  _^ 

<»    Ai*-j-Bij-HC<ft.  En  faifant  A  s»  JL; 

î 
B=s— +  3fl;'*&C=:-^i!î2,  l'on  a  lei 

équation,  (^Aî  =  <^)  «,  JL ,  (^  =  (^C)  ^ 

_JL.  (f  =  <4C)«^_Z..  doncladiffg. 
rentielle  efi  complette.  Je  me  fers  de  la  féconde 
méthode.  J'ai  d*abord  S.Adx  ==  r-^  ;  différent 
tiant  cette  quantité  en  ne  faifant  varier  que^,  il 
Vient ^  qu*on  retranchera  de  B  i^  ,  ou  de 

xd        ^ 

^  ^-^  S  (ly*  dyi  il  refte  3  éty^  dy  ,   dont 

rintégrale  ==  ay  ^ ,  qu'on  ajoute  à  la  première  î«« 
tégrale  trouvée  S.Adx  «=«  ^  f  la  fomme  cft 


35^4     Cours  de  MATHiMATiQUKs. 


imm 


xy 


h  ay   (D) ,  diiférentîant  cette  fomme  dans  la 
fupi^ofition  de  X  feul  variable ,  on  a — xy  f"*  i^  == 

1^  ^\i  /i  9 

•—  .y  .1 ,  que  je  retranche  de  C  if ,  &  comme  il 


pe  refte  ri^n ,  je  ne  puis  pas  en  prendre  Tintégrale 

pour  l'ajouter  à  l'intégrale  D  ;  donc  -^  Hf-  tf  jf  • 

eft  l'intégrale  cherchée.  On  trouveroit  la  même  in- 
tégrale par  la  première  méthode. 

ËxBMPLE  IIL  On  propofe  la  différentielle 
a^ix  '-k-'  ^xx  ix  -+-  b^ày  H-  acydy 
ax  i^,  H—  hy  i  i  H—  u^  d^  -f-  2,^uiu 

En faifant  a  j -H 3  A?*t=A,fcç  -f-  2  cy=B^ 
^x  H-  fcjy  -+-u*=3  C  j  ajw-Hj  M*  =5  D, 


L'on  a  les  équations  ^iL^ 


(rfC) 

1!> 


ix 


ix 


m 

ày 


O, 


(rfC) 
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donc  la  dilFérentielle  propofée  eft  exaâe.  Je  me 
(isrs  encore  de  la  féconde  métkode,  &  j'ai  S.  Aiix== 
«r  ^*  -H-  ar  " ,  dont  la  différentielle ,  en  faifent  va- 
rier 7  feul ,  eft  =  o.  Retranchant  o  de  B  i  y  , 
il  refte  B  <i  y ,  dont  l'intégrale  en  fuppofant  y  feul 
variable ,  eft  =  h  \y  -+-  cy^.  L'ajoutant  à  la  pre- 


mière intégrale  qu'on  vient  de  trouver ,  il  vient 
il  isjc  -+-  *  '  H—  })\_y  -4-  c^  *.  Difiërentiant  cette 


«quantité  en  nc&ifant  v^ier  ^ue  i,  l'on  a  axi-^hiinx 
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cette  quantité  étant  retranchée  de  Cd^^^  il  reftera 
M^^^,  dont  rintégrale  en  confidérant  [  feul  comme 
variable ,  eft  m  ^  ;j^ ,  qu'on  ajoutera  à  la  fomme  déjà 

trouvée ,  pour  avoir  a  i^x  -4-  x  *  H—  b  ^y  -+- 

^  y  y  +•  M  M  :[.  DifFérentiant  cette  fomme  en  fup- 
polant  u  feul  variable ,  il  vient  2  ^^u  du  qu'on 

retranchera  de  D  ^  m,  il  reftera  ^  u"^  du  dont  Tin- 
tégrale  u  ^  étant  ajoutée  à  la  féconde  fonune ,  donne 

rintégrale  cherchée  =  ut^x  -+-  x '  H- b^y  -H 
c  y  *  -4-  Il  ^  i[^  -f—  tt  * ,  à  laquelle  il  faut  fuppofet 
qu  on  a  ajouté  une  conftante.  On  doit  toujours 
fuppofer  qu'on  ajoute  une  confiante  à  chaque  in- 
tégrale ainfi  que  nous  Tavons  dit  ailleurs.  On 
trouveroit  la  même  chofe  par  la  première  méthode, 
&  Ton  pourra  employer  l'une  au  Tautre  félon 
qu'on  le  trouvera  plus  facile. 

94.  Dans  la  fuite  nous  appellerons  équation 
différentielle  une  formule  différentielle  égalée  à  o  5 
Cependant  nous  la  déCgnerons  fouventpar  le  mot 
d'équation.  Lorfque  la  quantité  qu'on  différencie, 
eft  égalée  à  o ,  la  différenciation  peut  en  faire  difpa- 
roîtrc  quelque  fatîèeur  mêlé  de  variables  qui  mul- 
tiplie ,  ou  qui  divife  tous  les  termes  de  l'équa- 
tion différentielle.  Par  exemple ,  fi  on  différencie 

la  quantité    ax*^  ,.^b x* y  -+-  s ,   Ton  aura  la 

différentielle  aaxfdx"^  aby  xdx  — -  bx^dy^ 

Mais  fi  l'on  fuppofe  ax^  —  bx^ y  -4-  c c=: o  , 
l'on  aura  Téquatiôn  différentielle  dkixdx  — ^ 
ah  y  xdx  —  bx  xdy  ==  o  ,  laquelle  étant  di- 
vifée  par  le  faâeur  commun  &  variable  x ,  fe 
réduit  Ï2ad'x  —  2bydx  —  iordy  ssœ  o.  De 
xnéme  en   égalant  à  o  la  fonâion  différentiel](p 

T4 
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t^ 


axy  d  X  —f-  h  y^  dx  —  c  xy  ^  dy  .. 

par  le  fadeur  — ^ ,  Ton  a  l'équation  diffe-. 

rentielle  axdx  -+-  bydx  —  ex y^  dy  =  o» La 
formule  d^^-^indx -^mdu  ^  dans  laquelle  n 
8c  m  font  des  quantités  confiantes  ou  variables  ^ 

étant  égalée  à  o,  &  divîféepar  e  ^••'''  ,  c  étant 
le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  3=3  i ^ 
donneradç.c""^*^'-— îni^'"^*^'  —  g-s.»rfjr  ^ 

mduy  dont  Tintégrale  eft  ^e  ""^  •''':.^S,  e""^'**^'  .min 
sfBBt  o  ;  car  en  différenciant  cette  intégral© ,  multi- 
pliant enfuite  par  e  ^  •  '^  *  ,  on  a  la  différentielle 
propofée.  Nous  n'avons  pas'  ajouté  de  confiante 
dans  l'intégrale ,  le  Leâeur  doit  y  fuppléer.  Ainil 

fon  a  î  «=  c*-'^*.  S.  «-^••'''.miu-4-C, 
C  étant  une  confiante. 

py.  Il  eft  évident  qu*on  peut  par  les  méthodes 
du  problêmis  précédent  intégrer  une  équation 
différentielle  quelconque  du  premier  ordre  Adx+ 

B dy  -4-- C dx  H-  'Ddu+  &c.  ==  o,  lorfquelle 
fournit    les    équations     1^  =  ^,(^  = 

dy  ux        d^ 

î^,  &c.  Mais  fi  la  différentielle  Àdx+B  dy+Scc; 
dx 

étant  conférée  comme  n'étant  pas  ==  o ,  ne 
donne  pas  ces  équations ,  on  ne  doit  pas  con- 
clure qu'elle  n'eft  pas  intégrable  Jorfqu'on  la  con- 
Cderc  comme  ==  o  :  car  CP4)  il  pourroit  fe 
faire  qu'elle  eilt  perdu  un  faâeur  variable  que 


/  • 
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nous  défigneron^  par  P  ;  de  forte  que  fi  on  rctrou- 
vôit  ce  fadeur  P  ,  en  multipliant  Téquation  diffé- 
rentielle par  P  ,  on  lui  donneroit  la  forme  T?  Adx 
.^^TBdy  -"HPCi?  -4-  PCiwM-  &c-  =  o, 
qu'elle  avoit  avant  la  divifion  ,  ce  qui  la  ren- 
droit  complette ,  &  elle  donneroit  les  équations 
(à? A)  _  (^PB)     ((fPA) ^  (aTC)  ^        . 

font  néceflaires  pour  quelle  foît  complette.  De 
Jmême  il  peut  fe  faire  que  féquation  différen- 
tielle A.d  X  — î-  B  dy  =^  o  ne  donne  point  l'é- 


quation i£-2  ==«  ^^ ,  quoiqu'en  la  multipliant  par 
un  fadeur  convenable ,  il  foit  poffible  de  la  rendre 


întégrable. Soit  A  dx  -4-  Bdy  ==:  a  jr™""  ^  jy"  d  x 
H-  b x^  y'^]d y  =  O  ,  il  eft  évident  que  cette 

équation  différentielle  ne  donne  pas^^=^\ 

*       à  y  dx 

Mais  fi  on  multiplie  tous  fes  termes  par  le  fac- 
teur    ^   „  ^  elle  donnera  enfuite  cette  équation 

X    y 

&vfera  par  conféquent  intégrable  ;  car  on  aura 

^^  bdy  -  ,_.  ^ 

û—  -H ==  O  •  OU  aL.  X  -+-  bL.y  ==  C 


X  y 

(  C  eft  une  confiante  )  =  L;  *  •  yK 

V 

*  On  doit  faire  attention  que  rexprcflîon  -^ — ^  fi- 

gnifîe  qu'on  prend  la  difFérenticUe  du  numérateur  en  faî- 
fant  varier  feulement  la  variable  dont  la  différentielle  fe 
trouve  au  dénominateur,  &  qu'on  divîfe  enfuite  ladif(é«* 
xentielle  du  numérateur  par  le  dénominateur.  Il  en  eft  de 
même  pour  les  autres  exprcflfions  de  cette  naturet 
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p(S.  Remarque.  Dès  qu  on  a  trouvé  un  faâeur 
P  qui  rend  intégrable  une  équation  difFérentielle^on 
peut  en  trouverune  infinité d  autres PV  qui  aurontla 
même  propriété,  en  prenant  pour  V  dans  ces  fadeurs 
une  fonâion  quelconque  de  rintégraleS.P(AJA:-t-Brfy). 
Dans  l'exemple  précédent,  en  faifant  V  =  x  ''y  ^  le 

faâeur  — ^c.  ,  aura  cette  propriété.  Si  l'on  fait  V 

t?=j:''jf*%le  fadeur  ^^  =3 ^''  —  "'jy*'-* 

aura  encore  la  même  propriété  ;  or  Ton  peut  donner 
àr&june  infinité  de  valeurs  fucceflîves;  donc&c. 
de  même  on  peut  auflî  prendre  pour  un  autre 
&âeur  le  produit  de  P  par  une  confiante  arbitraire. 

97.  Soit  Téquation  différentielle  2  a  (fàr.-*— 
ahyd^'-^bxdy  =0,  ouAdx  +  Bdyw=Oi 
tn  faifknt  2^—2  by  ==  A  &  B  s=ac  «~.  A  a:  ;  donc 

Ton  a  ^^====:~2t,&  ~^==^iîainfiladiffé.. 

rentielle  Adx  -+-  B  dy  n eft  pas  exade. 


^  On  ne  doit  pas  conclure  cependant  qu'en  mul# 
tîpliant  l'équaticn  différentielle  propofée  par  un 
multiplicateur  P ,  on  n«  puiflè  pas  la  rendre  in- 
tégrable. 

Ayant  fait  la  multiplication  par  le  fadeur  P  ; 
on  aura  1?  Adx  -+-  P Bdy  ==  o  ,  &  en  fuppo- 
fant  que   cette  équation  différentielle   eft  corn-* 

blette ,  il  viendra  ^llJA2  =  (^*^^)  ,    ou 

dy  ix 

P(rfA)_^  A(iP)      P(iB)         B(dP) 

"J  dj  dx  dx 


mmm 
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=  o  *  ,  équation  que  j  appellerai  (R)  ,  &  qui  fera 
dune  grande  utilité  pour  déterminer  P  :  car  la  diffi- 
culté eft  réduite  à  prendre  pour  P  une  fonâion  de  x, 
&  de  ^  aflëz  générale ,  avec  des  coëfficiens  &  des 
expolans  indéterminés ,  pour  que  cette  fonâion 
faue  évanouir  tous  les  termes  homologues  de  Tcqua- 
tion  qu*on  vient  de  trouver,  &  fournifle  des  équa- 
tions particulières  pour  déterminer  les  coëfficiens 
&  les  expofans  indéterminés. 

Prenons  pour  P  dans  Téquation  difï^rehtîellé 

propofée ,  la  fonâion  x'^y'  ,  m  &  n  étant  de$ 

expofans   indéterminés  ,   nous  aurons  i—J==s 

dy 

—  2^:r"'jy»,&      /       =.—  imy*  x".  Donc  l'é- 

quatîon  R  deviendra — 2hx  "•  y  "— f- aaTZAr*"^"  "^  '  — ^ 
2  hnx  "*  ^  *  —H  bx"^  y^  -+-  bmy  "  or  '^  ==  o ,  ou  — « 

=  o.  En  égalant  à  o  les  termes  homologues  ^  oa 


'^  On  peut  donner  à  cette  équation  une  autre  forme  pl^s 
iîmple  :  car  en  divifant  les  deux  termes  de  réquation  pro- 
pofée par  le  multiplicateur  de  ^,ce  qui  eft  toujours  aifé»  on 
aura  B  =i  &  iffi = o  i  donc  en  effaçant  te  troi£t me  termer 
fublHtuant  i ,  au  lieu  de  B  ^  8^  ttaïiQK>faiit  >  on  ttottversr. 

p   li^  —  lA^J.  «  A(rfP) 
dj  dx  ^J      * 
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on  aura  les  équations  —  b — •  :zlfn  — f—  tm  =r  o,.& 
aanx"^ y--' =:0.  Donc  2an=so,  ou/2  =  o. 
Ainfî  Téquatiôn  —  b —  2  bn-^h-im  =  o,  devient 
-*—  b  -4-  bm  =  o,  ou  b  m  ==  è  ,  ou  m  ==  x.  C'eft 
pourquoi  le  fadeur  P  =3  ;r  "•  ;f  »  eft  =  ^  jy  *  =  x  , 
&  l'équation  différentielle  complette  fera  2,axdx  — 

:i  byxdx bx''dy=:o.  Et  parce  que  o  eft 

la  différentielle  d'une  confiante  C,  C /aqueJJe  peuf 
auiS  être  ==  o) ,  Ton  aura  en  intégrant,  a  x^-^ 
J  •*"  ^  jy  ~  C.  Si  Ton  n'ajoute  pas  de  confiante ,  il 
faut  toujours  la  fuppofer. 

Si  Ion  avoît  l'équation  différentielle  hy  dx Hh 
cxdy  ==  o  ,  qui  n'eft  pas  complette  ,  on 
trouveroit  par  un  calcul  femblable,  que  P 


jr*"jy»=:  — ,  &   l'équation  différentielle  com-: 

xy  * 

plette  feroit  hÈÎ±Slk  ==,  o  ,    ou    ^ 

^  y  X 

ciy  ^  •^. 

-^=0,  dont  l'intégrale eft  iL.Ar+cL.jy=:L.  a:*/'. 

^  p8.  Soit  Téquatîon  différentielle  à  trois  va- 
riables AijrH-Bijy-+-Ci?  =  o,  dans  la- 
quelle la  fonâion  différentielle  Adx-^BdyH--' 
Cd^  ne  foit  pas  une  différentielle  complette ,  & 
qu'on  veuille  la  rendre  intégrable  en  la  multipliant 
par  un  faâeur  P.  Suppofant  la  chofe  faite  ,  la 
différentielle  P  Ai^r-i-PBijy -+- PCi?,  fera 
complette  ;    donc  on  aura  les  trois    équations 

illïA).^(d.?B)    (d.?A)_(d.?C) 

h  dv      ^        di  dx      ^ 
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^ — ■ i  ==^^ — 5 — '*  OU  les  trois  luivantes  : 

di  à  y 

T  A(rfP)  _^  P(^A) BC^P)  _^  P(^B) 

ày  dy  dx  dx 

jj  A(^P)        P(d  A) C(^P)  _^  P(iC) 

rfj  d{  dx  dx 

„j  BCiP)  \^  P(^B)        C(d?)  ^^  V(dC) 

ûj  «ç  dy  dy 

La  p.„ie«  don.  Ç^L)  =  BC^) 
P  (i B )  _P (dA ) ^    p^^  j^  troifième   l'on  a 

fidx  Ady 

<d?)__B(d?)       Y(dB)  _V(4C)  ^,^ 
-d} CdT       'c-dT       "cTT^      ^ 

(dV) 

lant  ces  deux  valeurs  de  ~— '^ ,  multipliant  enfuite 

par  A  &  par  C  ,  l'on  trouvera  facilement  Té- 

^     .      CB(iP)  ^  CP(iB)        CP(iA) 

quation ?: i.  H r r 

dx  dx  dy 

AB(iP)    ,    APC^B)        AP(dC) 


di  di  dy 

La  féconde  équation  donne  — -==  -—-r- 

^  dx  Caç 

P(£A)  _PliÇ)s„i,ftitu*nt  cette  valeur  de  Ci?) 
Cdi  Cdx  dx 

dans  Téquation  précédente  ,   Ton  trouve ,  après 
avoir  retranché  de  part  &  d'autre   la  quftntité 

— — ■        ^   ,  diviféJe  tout  par  P ,  &  tranfpofcjj 


■*MM»Mfl» 
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léquation  de  condition  — i — i L i 

A(dB)      B(dA)  _^C(dA)     A(dC) 


d^.  di  dy  ày 

qui  fait  connoître  la  relation  que  les  quantités 
A ,  B  >  C  doivent  avoir  entr  elles ,  afin  que  la  pro- 
pofée  foît  intégrable  ;  de  manière  que  C  cette  équa- 
tion n'a  pas  lieu ,  il  n'y  a  aucun  faâeur  qui  puifle 
rendre  la  propofée  intégrable.  O9  voit  par-la  qu  il 
y  a  une  infinité  d'équations  diflFérentielles  à  trois 
variables ,  qu'il  eft  impoflîble  d'intégrer, 

Ainfi  étant  propofée  une  équation  différentiellô 
à  trois  variables ,  on  verra  (î  elle  eft  complette  » 
c  eft'à-dire ,  fi  elle  donne  les  équations  dont  on  a 
parlé  ci-deffus  (  89  ) ,  dans  ce  cas  on  l'intégrera 
par  l'une  des  méthodes  du  problême  précédent.  Si 
ellc^  ne  les  donne  pas  ,  on  examiner^  fi  elle  donne 
Téquation  de  condition  dont  on  vient  de  parler.  Si 
cette  équation  a  lieu  y  on  cherchera  le  faâeuf  P 
par  la  méthode  des  indéterminés  ;  c'eft-à-dire  en 
prenant  pour  P.une  fonâlion  des  variables  .ar ,  jy  &  ?  , 
avec  des  expofans  &  des  coetHciens  indéterminés  » 
comme  on  le  dira  bien-tôt.  Si  l'équation  de  con* 
dition  n'a  pas  lieu  ^  on  abandonnera  la  propofée 
comme  impoffible. 

Remarque.  SiC  =  0;  c'eft-à-dire  ,  fi  la 
propofée  ne  contient  que  deux  variables  xicy^ 
alors  d  C  ==  o  :  car  on  peut  confidérer  o  comme 
une  conftante  ;  &  l'équation  de  condition  devient  o 
«r=  O»,  équation  identique  qui  (  F"  Partie  Calcul , 
N^.  67  )  fait  voir  que  c'cft  un  théorème  &  non  uh 
problèmes c'eft^à-dire^ qu'we  équation  différentielle 


■«MM 
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à  deux  variables  peut  toujours  devenir  intégrable 
par  le  moyen  d  un  faâeur. 

pp.  En  général  étant  donnée  une  équation  dit 
férentielle  Adx  -+-  Bdy  --{-eu  d  j— H  I>du  &c. 
à  tant  de  variables  qu*on  voudra ,  on  examiner* 
fi  elle  eft  exaâe ,  dans  ce  cas  on  Tintégrera  par 
le  dernier  problême.  Si  elle  n'eft  pas  exade ,  pour 
favoir  lî  elle  peut  le  devenir  par  la  multiplication 
d'un  fadeur  variable  P  ,  on  fuppofera  la  choie 
faite,  &  que  ?Adx-h-  PBi;y-+- PC^^-f^ 
TD  du  -H  &c.  eft  une  différentielle  exade.  Il  eft 
évident,  par  ce  quon  vient  de  dire  (58),  que 
toutes  les  différentielles  de  trois  termes ,  telles  qua^, 
TAdx-^i^TBdy-^fCdi.FAdx  +  TBdy 
H- P  Di  M,  P  B  (fjy -4- P  Cd? -+- PDiw,  arc.  • 
qu^on  peut  former  en  prenant  trois  termes  quel- 
conques dans  Téquatfon  propofée ,  &  les  multi- 
pliant par  P ,  feront  des  dififércntielles  complettes 
pourvu  qu'on  regarde  comme  confiantes  toutes  les 
variables  dont  les  différences  ne  fe  trouvent  pas 
dans  les  trois  termes  ;  donc  on  aura  autant  d'é- 
quations de  condition  Semblables  à  celle  dont  on 
vient  de  parler  (p8)  ,  qu'il  y  a  de  manières  de 
prendre  les  lettrts  A,  B,  C,  6 ,  tcc.  trois  à  trois. 


*.Le  nombre  de  ces  combinaiibns  pour  un  nombre  m 
lettres  eft  égal  au  coefficient  !^'^^      t)-  {m     aj 

quatrième  terme  du  binôme  de  Newton.  Voyez  ce 
que  nous  avons  dit  fur  le  binôme  de  Newton  dans  la 
première  partie  de  cet  ouvrage  ,  &  notre  Traité  des 
Combinaiibns  d^ns  nos  Inftitutions  Mathématiques. 
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SI  la  propofée  ne  donne  pas  toutes  ces  équations,  il 
n*y  a  aucun  fadeur  qui  la  puiffe  rendre  întégrable.Sc 
on  doit  Tabandonner.  Si  la  propofée  donne  toutes 
les  équations  de  condition  3  on  cherchera  P  par  la 
méthode  dont  nous  parlerons  dans  la  fuite. 

100.   Il  eft  inutile  d'examiner   fi  toutes  les 
équations  de  condition  telles  que  — t — - 

• — 2 ^  ^^*  =  ^  9  ^^^  "^^  î  parce  que  quel- 
ques-unes de  ces  équations  fuivent  néceifairement 
des  autres.  Soit  l'équation  différentielle  à  quatre 
variables  Aijr-i-B  dy  H-C^î  -+-  Ddw=-=o, 

3ui  par  la  combinaifon  des  lettres  A ,  B  ^  C ,  D 
onne  les  quatre  équations  de  condition  fuivantes.. 

-            ..       B(dC)        -CCrfB)         A^rfB) 
La  première  -j^ _  ^  -^7-  ~ 

B(dk)         C(dA)         A(dC)  •     . 

•  ==  o  ,  qui  vient 


d^  dy  dy 

de  Téquation  Âdx  -4-  Bdy  -H  C  d  j'=  o. 

^      r        j    B(JD)         D(rfB)         A(dB) 

La  féconde  —t —  —  —1 1 j—  — 

dx  ^  dx      *       du 

B'rfA)        D(£A)         A(iDr     ^  ,^^     . 

de  Téquation  Adx -t- B dy  -4-  D i u  =»  o. 


La  troifieme      ,  ^     —  --j -4-  -j-—  Hl 

C(rfA)  DfrfA)         A(rfD)  ,     .        j 


l'équation  Adx'+'Cdi'+-'Ddu^f=:=so. 

La 


'***«"*««~'*~i*ii»"fc— •«i*ta. 
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T^  ^        .V        C(dD)        D(dC)       B(dC) 
La  quatrième    •)'     —  —7 — ^.4^ rAiiW 

dy  dy    ^^    du      — ' 

C^^B)         D(^B)       BJJD) 

^u     *^    di T^  ""^  ^ ^  ^"®  ^^°"e 

lequatîon  Bijy-HCrfç-4-Diw  ==  o* 


Si  Ion  prend  à  volonté  trois  de  ces  équations 
de  condition  ,  la  quatrième  s'enfuivra  néceflaire- 
xnent.  Prenons  ,  p^r  exemple ,  les  trois  premières. 

Si  l'on  prend  dans  la  première  la  valeur  de  ~ 

dy    ^ 

qu  on  égale  cette  valeur  à  la  valeuf  de  îa  même 
quantité  prife  dans  la-  féconde ,  qu'on  multiplie 
le  réfult'at  par  C  &  par  D ,  qu'on  tranfpole  dans 

le  premier  membre  le  ternie j ,  g^  qu'on 

mette  dans  le  fécond  membre  tous  les  termes  où 

àx  ne  fe  trouve  pas ,  îl  viendra  ^^'^"^^^ 

d  X 

BD(rfC) CA(rfD)_  DA(^C)       çr.  (</a^ 

àx                    dy.                 dy       +       du 
CA.VB)          DA(rfB)'     DB(^A) 
*["      du       ~*~       dx d~x      •  En  mul- 
tipliant par  B  la  troifième  équation  de  condition 
&  tranfpofant  dans  le  fécond  membre  to'is  les 

termes  non  afièâés  de  dx,  l'on  trouve  — ^^ii^.^ 

BD(rfC)  __  BC(rfA)  __^  BArr^çr       BA(<fn) 

dx  du  du       ~*         Tî 

BD^rfA)    ^     ,       .         ,       •       Br(^b) 
—  ' — TZ •  égalant  les  valeurs  de  —7 — -  —  ♦ 

BD(rfC) 
— -g-;^ ,  effaçant  tes  quantités  égates  qui  fe 
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trouveront  dans  les  deux  membres  de  Téqua- 
tion ,  divifant  par  A  y  tranfpofant  tous  les  termes 
dans  le  premier   membre   &  les   arrangeant  ,  il 

.      .       C(rfD)  D(rfC)  BrrfC) 

viendra  — t :; H  — t 

a  y  dy  a  14 

C  (dB)    ,    D(rfB)        B(rfD)  ^         .    ^  . 

——^-^^-—=r:ù,cime{kh  qua. 

trième  équation  de  condition.  Si  1  on  prenoît  trois 
autres  équations  de  condition  ,  il  en  réfulteroit 
également  la  quatrième.  Ainfî  pour  favoir  fi  une 
équation  difFérentielle  à  quatre  variables  qu-on 
fuppofe  n'être  pas  intégrable  ,  peut  le  devenir 
en  la  multipliant  par  un  fadeur  P ,  il  fuffira  d'exa-^ 
miner  trois  des  quatre  équations  de  condition 
qu'elle  donne.  On  peut  prouver  de  même  que  de 
dix  équations  de  condition  que  donne  une  équa- 
tion difFérentielle  à  cinq  variables  il  fuffit  d'ea 
véritîer  fix  ;  car  les  autres  fuivent  toujqurs  dç 
celles-là.  De  vingt  équations  de  condition  que 
donne  une  équation  diflérentielle  à  fix  variables  » 
il  fuffit  d'en  examiner  dix.  Et  en  générât  le 
nombre  des  variables  étant  m  ,  le  nombre  des  équa* 

tions  de  condition  néceflaîrcs  cft  ^ =^-7-^^ • 

2 

.  ICI.  Lorfquune  équation  différentielle  à  plu- 
fieurs  variables  donnera  les  équations  de  condition 
ijéceflkires ,  on  prendra  pour  P  une  fonâion  gé-^ 
nérale  compofée  de  toutes  les  variables  de  la  dif- 
férentielle avec  des  expofans  &  des  coefficiens  indé- 
terminés, qu'on  tâchera  enfuite  de  déterminer  par  le 

j      ,        .        (^PA)         {d?B)     rrfPA)' 
moyen  des  équations  -jj^=m  TJ~*  ^f^^ 


-gAi-, ..^^^t i^ >._É-^ . ^.-^..^i-^f^,  ....       I      ..'^ L^.-^-.^. — -: ■ : ■>--i     ,    -    I    II  'iT  til. 
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' — 2 — ^  *  &c.  réduites  aux  équations  ^-^ 4. 

A(iP)         P{m         H(d?)       P(rfA)  A(v/P) 

a^  dx  dx     \      d\  d  i  ' 

==  -^ — "  H "^ — ■  ,    &c.    Mais  il  n  «ft  pas 

d  X  Cl  X 

néceflaire  tfemployer  toutes  ces  équations  dont 
le  nombr/s  feroit  celui  des  différentes  manières 
dont  les  lettres  A  ,  B ,.  C ,  D  ,  &c.  peuvent  être 
prifes  deuK  à  deux  "^  ;  il  fu£Bra  d'en  employer  un 
nombre  moindre  d^uhe  unité  que  celui  des  va« 
rjables  de  Téquation  différentielle  propofée.  JEn 
effet  5  C  Téquation  différentielle  AdjrH-B4^ 
— f-  Crf^if  =  o  5  efl  poflîble  ,   elle  donnera  les 

'rfPA)  (rfPB)        (rfPA) 

trois  équations  -^  =  -jT  '  "^TT"  "=" 
(rfPC)      (^PB)         (rfPC)     ^    ,, .        .       , 

■    ^;y       t  "YP  =  "77"  *   *  *  équation  d«  COQr. 

dition     '  \         '^ Tt: — *  H-  &c.  ==  o;  or 

CL  X  a  X 

(  100  )  ,  cette  équation  de  condition  fuit  des  trois 
premières  ;  donc  réciproquement  une  quelconqui^ 
qes  trois  premières  fujit  des  deux  autres  &  às^ 
Téquation    de  condition*  Ainfi  fi  deux  des  troi^ 


"*■• 


^  Si  le  tiombre  des  lettres  cft  m ,  ces  lettres  peuvtoc 

être  prifes  deux  à  deux  un  nombre  de  fois  -r- 1 

Voyez  dans  la  première  partie  de  cet  ouvrage  >  ce  qu^ofi 
a  dit  fur  le  binôme  de  Mewton ,  &  le  Traité  des  Com* 
Uaailbiis  de  nos  lAftkuttoas  Mathématiques. 

Va 


/ 
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premières  équations  ont  lieu ,  comme  réquation 
de  condition  eft  fuppofée  avoir  lieu ,  la  troifïème 
aura  néceiïairement  lieu  ,  &  fi  P  fatisfait  aux 
deux  premières  ,  P  fatisfera  à  latroifièrae.  En 
général  fi  le  nombre  des  variables  eft  m  &  que  P 

latisfafle  a  m—  i  équations  -^ —  =z--2 —    , 

— ^  =-  _- ^c,    p  fatisfera  a  toutes  les 

dl  dx     ^         ^ 

(dPA)  jdVB)   ^        .  .  ,., 

équations  "2""""  =  *~â — 9  &c.  de  manière  qu  il 

fuffit  pour  déterminer  P,  d'employer  un  nombre  d'é- 
quations moindre  d  une  unité  que  celui  des  variables 

que  renferme  l'équation  différentielle  propofée. 

« 

102.  Quant  à  la  forme  qu'on  doit  donner  au 
fadeur  P  ,  on  ne  connoit  pas  de  méthode  gé- 
nérale pour  la  trouver.  Dans  les  cas  particuliers 
on  pourra  eflayer  ,  comme  nous  avons  fait  ci- 
deflus  (97)  ;  niais  on  réuflîra  fouvent  par  la  mé- 
thode fuivante.  L'on  prendra  pour  P  une  frac- 
tion -rr-  dont  le  dénominateur  foit  une  fondion 
M 

pofitive  fans  divîfeur  variable ,,  &  d'un  degré  au- 
deflus  des  fondions  A ,  B ,  C ,  &c. ,  &  qui  foit 
une  fondion  de  toutes  les  variables  qui  fe  trouvent 
dans  ces  fondions,  avec  des  coefficiens  indéter- 
minés. Cette  règle  eft  fondée  fur  les  deux  re- 
marques fuivantes  qui  dérivent  de  la  nature  du 
calcul  différentiel  :  i^.  on  a  obfervé  que  la  plu- 
part des  fondions  qui  n'ont  pas  un  certain  fadeur 
commun  à  tous  leurs  termes ,  n'ont  pas  non  plus 
ce  fadeur  à  leurs  différentielles  ^  d'où  l'on  peut 
conclure  que  dans  le  grand  nombre   de   cas  où 
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cette  remarque  a  lieu ,  la  différentielle  F  Ad  ^r  -+- 
TB  d  y  -i-PC^j-4--  &c.  qui  a  le  fadeur  corn- 
jDun  r  à  tous  fes  termes  ,  Taura  auffi  à  fon  in- 
tégrale que  nous  défignerons  par  V  :  car  fi  P 
n'étoit  pas  un  faâeur  commun  à  tous  les  termes 
de  la  fondion  V  5  il  ne  feroit .  pas  non  plus  un 
fadeur  commUn  à  tous  les  termes  de  la  différen- 
tielle dY  ^:^  PA^a:  H-  PB^>  -4-^  &c. 
\2^  On  a  remarqué  que  fi  une  fondion  V  a  un 
dénominateur  variable,  la  différentielle  ^V  de 
cette  fondion  aura  un  dénominateur  qui  fera  un 
multiple  de  celui  de  l'intégrale  ¥•.  Ainfi  fi  V  ==s 

ax     „                  j  •-.           ayâx — axdy      ^         .      '. 
•  Ion  aura  dy  ==  -^ , ou  Ion  voit 

y  ^  yy  ,       ' 

que  le  dénominateur  ^jy  de  tl  V  eft  multiple  du 
dénominateur  y  de  la  fondion  V.  Donc  fi  en  fup- 
pofant  ces  deux  remarques ,  on  met  au  lieu  du 

fadeur  P  la  quantité  —  ,   dans   laquelle  m  &  n 

font  des  fondions  pofitives  des  variables  qui  en- 
trent dans  une  différentielle  i  V  propofée  ;  par  la 
première  remarque  m   fera  un  fadeur  commun 

de  la  fondion  V  dont  la  différentielle  ==  —  Adx 

n 


— B  dy  -+• C  i?"  -4-    Sec.  ,   &   par  la 

fécond  remarque  n  contiendra  le  dénominateur  de 
la  fondion  V.  Si  Ion  divife  la  diÔerefhtieJle  d  V 

ac=  A  i  AT  -+-  &c.  par  fon  intégrale  V  5  m  dit- 

paroîtra  du  numérateur,  &  n  fe  divifera  par  le 
dénominateur  de  l'intégrale ,  de  manière  qu'il  ne 
refîçra  au  dénominateur  q^u'une  fondion  M  d'ua 

V3 
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degré  dç  plus  que  les  fonâions  A  ^  B  >  C  ^  &c«  '*'  4 

car  la  quantité  -"-'^ =-rî ^  ■  ■  ^      ,    qui   re-* 

fuite  de  cette  divifion  eft  t?  ,  ou  la  différen- 
tielle du  logarithme  de  V  ;  donc  elle  doit  être 
d'un  degré  au-deffoiis  de  l'unité  *  *.  Mais  -^  =: 

if  •  L .  V  cft  la  différentielle  de  L  .  V  ;  donc  le 
théorème  ci  deflus  (  pi  )  a  toujours  lieu ,  8t  à  k 

place  de  P  f  on  peut  fubftituer  --^  dans  les  équa* 

tions  que  donne  le  théorème  ^  M  étant  une  fonc- 
tion pofitîve  la  plus  générale  des  variables  qui 
ehtrent  dans  i  V,  &  d'un  degré  d'une  unité  de  pluji 
que  A^B^Cj  D,  &c,  avec  des  coefficiens  indé- 
terminés ;  &  s'il  y  a  des  radicaux  dans  A^^  B,  C ,  &c» 
il  faudra  qu'ils  entrent  dans  M  en  fe  combinant 
èvèè  X  y  y  y\  y  &c.  de  toutes  les  manières  poÔîbles, 

fs  r       j      '         •         P(rfA)  A(iP) 

Donc  au  heu  des  équations  — t H  — ^ 

P(rffe)  , B(rfP)  '  ,  .  .  ï 

s=  ^^'  ■+ — x~"  »  &c ,  en  mettant  la  quantité^ 


*  JQÎ  V  «=  liî    !•/.*!  ,  ^^  —    ^*  -.    ^-^ 

^   01   V  *SS  — -  «  1  on   a  -rr-    s=s    —    -T — 

J  Va?  jr 

^. — r-. ^.  Or  ici  les  fondions  A' &  B  font  évidcm^ 

jnent  du  premier  degré ,  &  x  j  =  M  eft  du  fécond  degré. 

**  On  ne  regarde  pas  les  difFércnticUcs  dx,  ijy  &c. 
comme  aug!):)ent^nt  le  degré  de  la  fonâion;  ainiî  xd:^ 
tft  uaç  fonAion  du  premier  Sç  non  du  fécond  degré. 
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à  la  place  de  P  ,  *—  ^^j.  à  la  place  de  d  P ,  & 

muUipliant  le  tout  par  MM,  on  aura  les  équa- 

,^     M(dA)  A(rfM)        M(^B)        B(^M) 

tions  (  N)  — j — j z=--î— -  —  —: —  ; 

^     ^      a  y  a  y  a  x  ax 

M(dB)   •      BdM)    '      M(/C)  C(rfM)    ^       ^ 

--r- --J —  =  -j —  -—  —j —  ;  &c.  On 

àt     ^        ^î  ^7  ^^^   . 

déterminera  par  ces  équations  les  coefficiens  de  M 
&  par  conféquent  le  fadeur  M  lui-même.  On  inté- 
grera cnfuîte  la  différentielte  complette  -y-  = 

— "^-jir par  quelqu  une  des  me* 

thodes  du  dernier  problème. 

103.  Soit  propofé  d'intégrer *l'équàtîon  xdx  ^ 
tiydx  -4-  mx  dy  -+-  nyd  y  -+-  p  dy  ==  o  *  j 
o\i  Adx  —H B dy  ===  o ,  en  faifant  A.  =  x  H— 
hy^ScB  =  mx  -4—  ny  H—  /?•  Puifque  A  &  B 
fpot  des  fondions  du  premîei'  degré  de  x  &  de  j  , 
il  faut  prendre  pour  M  une  fondion  générale  de  x 
ic^^y  de  deux  degrés  avec  des  coefBciens  indé-. 
terminés  t ,  c  ,  &c. ,  laquelle  fondion  devant  être 
un  fadeut  de  Téquation  propofée  ,  peut  être  fup- 
pofée  =  o ,  &  Ton  peut  délivrer  fon  pfemier 
terme  de  coefficient.  Suppofons  M  ==  x^  -^ 
b  xy  -+-  c  x  H—  ^y  *  +fy  "^  g  y  on  sjura  par  ces 

* 111       I I 

■^  Si  le  terme  xd:^  avoit  un  maltiplîcateur  confiant; 
en  divifant  tout  par  ce  multiplicateur ,  on  lui  donne- 
roit  la  forme  de  Tcquation  différentielle  propofée  qui  efl 
la  jrius  ^oérftlc  de  fou  ordre  s  fi  un  terme  tel  que 
mxdy,  ,par  exemple  >  manquoit ,  on  ferùit  m =0  i  &c* 

V4 
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'^'^  dy  'dx  *  dv  — P^-H 

^        ,     -  (rfW)  -^ 

2  «;'H-/,  1^=2  *.-+-  *_jr  •+.  c.   Subftituant 

ces  valeurs  dan^  l'équation  ^^^-^  _  £^_ 
4 *•    "*         J*      =  o  * ,  on  aura  l'équation 


'  dans  cette  équation  on  fait  chaque  terme  ==  o  • 
on  aura  fix  équations. du  premier  degré ,  A  h- m 

hg~^mg-^pc==o,qul  donneront  les  coeffi- 
çiens  è=?=ft-f-m,  c=|i=£^      -  „• 

•'^  ■       Am  —  n       "»  ^  =    t-_,  »qu'on 

iwbftituera  dans  la  valeur  de  M  =xx  ^bxy-^Sc  c, 

fwbmtuant  enfuitç  celle  de  M  dans  ^^î±5è^onaun» 

(.x-^-hy)ix-i-{mx-¥ny-^j>)dy 


*  C'eft  la  même  que  J'éqiiadon  N  (  lo») ,  en  trsmf' 
pofant  les  (çrinç^k 
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-rr'  -H-  -rr .  Pour  intégrer  Ton  prendra  ; 
félon  le  dernier  problème  ,  l'intégrale  du  prcmiet 
terme  -rr  ,  en  fuppofant  x  feui  variable  ;  pre* 

nant  enfuite  Tintégrale  de  -r/ ,   en  regardant  y 

feul  comme  variable ,  Ton  fuivra  la  première  mé- 
thode du  dernier  problême.  Or  en  iaifant  /^y  =3  a , 

r— A )  y —L =  f     OQ 

ftm  —  71  /-^  hm  —  n  ^* 

aura  -ïJT  = r-^ •   Les  fonaions  du 

dénominateur  de   cette   fraâion  rationnelle  ^nt 


•^  ^/^*  Q —  •'— î^  ;  &  fuppofant  le  premier  ==2  jf 
H-  r,  &  le  fecond  «2=  x  H-  r  ,  la  différentielle  fera 

d^jdont  rîntégrale  =(^  )   L,  (  *  -4-  r  )  -+- 


fl  —  < 


(^       ')  •  L.  (y-4-t),  Subftîtuant  dans  cette 
intégrale  les  valeurs  de  r»  a  &  r,  &  enfuite  celles 

dei'  3c  5,  on  aura  T-i-  H — '^^''~  *   —  }x 
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quantité  étant  égalée  à  une  conftante  fera  l'inté- 
grale chercMe  :  car  en  différenciant  on  trouvera 
a'éqaation4iiKfentîelle  propofée  ;  ainfi  il  fetoit  inu- 


tile  de  prendre  l'intégrale  liu  terme  j^  . 

lo^  Le$  équations  partifculierés  font  fouvent 
connoitre  la  forme  du  ûiiritiplicateur  P  cherché. 
Reprenons  pour  le  faire  voir  1  équation  générale  de 

condition  —3 — -  -4-  "v    ^  -^   '\^''^L  _4_ 

-^^ .  Suppofons  i P  ==rT  i a:  -H  Vrfy,  T  &  V 
étant  des  foaaions  de  xécdey/û  fuit  de  ce  qu'on  a 
dit  ci-derus  C88) ,  que^=.t,&|^=  Vi  donc 

en   fubftituant  ,    l'équation    précédente    devient 

^^^^^AV^^<^^^^  ^n^           BT-AV 
^^    H,A V-^ -^--  -^.  B  T  ,  ou -^-p 

*^^  ï/jy  ~7Jê  '  ^<l"at>o«  qae  j'appelle  (N^l,  &  qui 
fufit  polir  déiefftiiner  P  dans  les  cas  particuliers.  Si 
l*«ih  fappMôit  -^^^  =^  jf  >  ce  qui  eft  le  cas  des 

«quatîons  différentieltes  eomplettes ,  Ton  aufôit  BT 
Ay=»Q,T  =  o,  V  =  o,8cdP=Tdx 
Vi;y  T=sQ;.  donc  alors  P«ft  l'unité  ou  une 

xodftànte  qoelccaïque.   Il  eft  aifé  de  voir  que 
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pour  intégrer  une  équation  dilférentielle  à  deuic 
variables  x  ic  y  qui  n  eft  pas  abfurde  ,  il  fuffit 
de  fatiifairç  à  1  «quatton  N ,  ce  qui  eft  toujours 
poffible ,  quoique  Ton  n'ait  pas  de  méthode  générale 
pour  cela.  Cela  réuffit , /facilement  lorfquç  Tune  des 
variables  ne  pafle  pas  le  premier  degré ,  comme  nous 
Je  ferons  bien- tôt  voir.  ïhen  eft  de  même  lorfque 
les  équations  font  homo[fenes ,  c  eft-à-dire ,  lorfqucr 
chacun  de  leurs  termes  çft  de  même  degré  par  rap- 
port aux  variables. 

Soit  réquatlon  différentielle  py""  dx  H-  qyd^ 
H^  rdy  a=  o  ,  telle  qu^p  ,  ^  &  r  foient  des  fono* 

tlons  de  X  feul  fans  y  ,   nous  aurons    -r—  =i 

(dB)  dr        r-     'r  -r 

npy'''^^  HH'îaT"  ^==  >/^»  En  faiiant  comme 
çi-dçvant  dP  -r=  't  dx  H-  V  dy  ^  Téquation  N , 

,     .  rf  —  py^^—qyV  ,^,     ,  àr 

ee Vient  — '- — ■■'    -^   ' — - — ==  npy •    "  -+- ^— *•  ,-. 
Soit  P  =  ty"^  9 1  étant  une  fonâion  de  x  (knsy^ 

y^d,t 

éti  aura  T  :=£=''^-j- ,  &  V=  mty*^"^  ^  Subftituant 
ces  valeurs,  on  ttôu ve Téquation  --^  '^mjy^^^'^mq:=s 

npy  »  -»  »  -1^  q  -*^  j— .   Pour  faire  i||^ge  de  cette 

équation  il  faut  fuppofer  w  =  ->m,  &  Ton  trouvera 
en  divifarit  par  r ,  multipliant  par  dx  &  effaçant  les 

^   ^       ..      M  it  (i — n)qdx        dp       * 

t^rùies  mutdes ,  —  c=x  ^-^ — ^ — - —  —  j    doïJC 

enmtegrant,  L.  t  ==  S,  — — "^ ^  — »•  L,  r  =3 

Sf  — — '- \  L.  c  —  Lt  r ,  (c  étant  lé  nombre 
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dont  le  logarithme  hyperbolique  =  i).  Donc  t 
Lc(^—n).S.^\^  &  puifquefi=~  m  ,il  eft  viGble 

que  P  =  ry«  fera  ^i^ULc^^"'^^^'^*  Mul- 
tipliant la  propofée  pas  ce  faâeur  &  intégrant  > 

l'on  aura^m  c^'-^^^-iliL  _^  g^^Pjf  ^ 
I  — /i  r 

ç(i-n)S.^^^  C.  Uintégrale  S.  ^  ne  fup^ 

pofe  que  les  méthodes  qu*on  a  déjà  données  pour 
intégrer  les  différentielles  à  une  feule  variable; 
de  (brte  qu  il  eft  aifé  d'avoir  cette  intégrale. 

La  méthode  dont  on  vient  de  faire  u&ge 
réuffit  facilement  lorfque  Tune  des  variables  ne 
monte  qu  au  premier  degré.  Car  fi  Ton  fiippofe 
n  ==o.  Ton  aura  —  m  ==  o  ,  &  par  conféquent 
—f-  m  =  o  ;  donc  dans  ce  cas  le  faâeur  P  fera 
^s^ty  **  rrrr  î  ;  c'eft  à-dirc  une  fonâion  de  x  fans  y 
iç  la  propofée  deviendra  pijt;  +  qydx  +rdy  «==  o; 

dônclmtégrale feraj c  ^'^  -hS.  (^ .  c  ^-  "^) 

5=^.  Si  n  =  I ,  Ton  aura  i— n  ==o ,  &  la  pro- 


pofée fera  p  jiri  x  -i~  qy  à  x -4- r  dx  =  o ,  &  le 
fedeur  P  == .  Multipliant  l'équation  différen- 

«tielle  précédente  par  ce  faâeur ,  on  la  réduira  à 

cette  forme  — — -4-  — —  =  o ,  dont 

r  ■  .  y 

l'intégrale  ==  S.  (P-^?)^^  -j-  L.  y  =  C 


——■—**■—»—      !■ * 


Calcul  Intégral.  3^7 

10 JT.  On  peut  quelquefois  (împlifier  les  métho* 
des  précédentes  en  partageant  la  propofée  en  plu- 
fleurs  parties  intégrablcs   féparément.  Soit,  par 

exemple , l'équation  py  '^  dy^\^p'y^'^\  à  x  — 1-» 

p  'f y^  dx  ==  o  ,  dans  laquelle  p^p'  ^p'^  font  des 
fondions  de  x  y  q  &c  r  des  expofans  quelconques. 

On  eflayera  le  fadeur  P  y  *j  P  étant  une  fonc- 
tion de  AT  fans  y  ,  Se  n  un  expofant  indéterminé. 
Et  pour  plus  de  facilité  on  fera  n^==-^r^  de 

manière  que  ce  fadeur  devienne  P  y  "^  **  ;  il  eft  aifc 

de  voir  qu  il  fuffira  de  divîfer  la  propofée  par  j  '  & 
de  regarder  P  comme  le  fadeur.  Divifant  de  plus 

parp  &  faifant  £-.  =  r,  ^  =»=  t^  &  multipliant 

P  F 

par  P  ,  la  propofée    devient    P  jy  '^  ""  '  dy  -4— 

p  fyi-r^i  ^^_j_p^;  ^^-—(.Q^  MaisP  étant 

une  fondion  de  :i: ,  P  t  ^  le  fera  auffi ,  ScS.Vt'dx 
/e  réduit  à  l'intégrale  d'une  différentielle  à  une 
.  feule  variable. 

La  difficulté  fe  réduit  donc  à  rendre  '  com- 
plette  la  différentielle  P7  «  ^  '  d[y  -f-  r  P^  -^  "^  '  ^  '  i;c  5 

or  cette  différentielle  fera  complette  fi  -1^ — li  ==s 

dy  dx 

OU  fi '  =  ( q  —  r H-  i.)tdx*j  donc  en înté^ 


grant,  L.  P  ^=  S.   (g  —  r-f-  i.)  t  dx  =a 
S.(^  —  r  ^  1 .)  tdxlLi.c\  donc  P  -r=«r  c  «•  '9  -  r-^  d  f  ^  *^ 

Donc  en  fubftituant  cette  valeur  de  P  dans  l'équar 
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ifuation  différentielle  réduitie ,  H  iatégrant  ^  ^  oti 

q  —  r-4-  1/ 

Soit  mamtenant  les  deux  équatîoni;  4  m  H^ 
tf dy  H- (  ^^ -+- 9)  Tdt=o^fdx  -+-tf'(ij-+r 
( t '  X  -4-  c  '^)  i  dT  -^^^ o ,  T  ét^nt  use  fon<9ioïi 
de  la  variable  t  ;  je  multiplie  Tune  de  ces  éc\mxiQnf 
differentieiles,  par  exemple,  la  première  paruniç 
quantité  confiante,  mais  indéterminée  g;  rajou* 
tant  enfuite  à  la  féconde ,  je  multiplie  le  réfulta^ 
par  P  que  je  fuppofe  une  tonâion  de  r ,  on  trouvera 

r<quation(gP  H-/P).  dx  -h  Cgaff-  ^^  V).iy  4f 

((gfcPH-ft'P)-ar-H(gcP-+.c'i  )y.)  )C 

X  i(  =0  (Al),  Si  Ton  fuppofe  maintenant  qu« 
cette  équation  eft  complette  9^  on  aura  les  équ^- 

tlpiis  fuivantes. 

* 

at  d  X 

j^ll^    -— — ==:- -,n-^^— --^ 

rfjy  ^  AT 


"^  On  iméçrera  les  deux  premiers  termes  comme  s'il 
n'y  en  ôvoitp^  d  autres  on  peut  intégrer  IjC  troifîème  par 
la  méthode  des  diiTérentielles  à  une  feule  variable. 
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mfm^mimm^mummmm^mmm^imgmmmm^^mmmimmmmtmimm 


t  étant  regard^  comme  confiant:  dans  |a  troifôiBe 
équation ,  &  P  étant  une  fondbn  de  f ,  il  eft  évi- 
dent que  les  deux  membres  de  cette  &[uatioa  font 
égaux  à  o  y  c  eft-à-dire ,  c[ue  la  d^inire  équation 
devient  o  ==  o.  La  première   équation   donno^^ 

df.Çg-^f)  =^  p  ( g  j  ,^i /)  ^ la  féconde  doonc 


_ — (gc-f-cOP-Donc  p 

g-h-f  ■         P  ga-^a?  *^ 

lies  valeurs  de  -~- ,  &    divifant  par  dt  ^  Ton  a 


-■^         ac=  I :.— —  ^  équation   du  fèdond 

g-^f  ga-ha' 

de^rè  qui  en  ôtant  les  fradions ,  &  conlidérant  g 
comme  l'inconnue,  fera  conncHtre  g;  g  étant  connu» 

d  P 

on  connoîtra  P  :  car  de  Téquation  — - — 


^ r—  rft.   Ton  tire  en  intégrait,  L,  P 

^l:±3l..fL-c,ouP=====c^*^^^  Donc 

Féquàtîon  A  eft  complette  &  fon  intégrale  eft  ==3 
(gPH-/P).x^(gaP-H/i^P)^=:C,en 


fuppofaqt  que  g  dêfigne  une  valeur  de  g  trouvée 
par  l'équation  du  fécond  degré  dont  on  vient  da 
parler.  On  auroit  de  même  lintégrale  par  1  autre 
valeur  de  g ,  il  n'y  auroit  qu'à  fuppofer  g  égal 
à  cette  nouvelle  valeur  g\  &  au  Jieu  de  la  conf« 
^  tante  C  écrire  C  ^  dans  l'intégrale  qu'on  vient  de 
trouver.  Au  moyen  de  ces  deux  intégrales,  on 
éliminera  facilement  Fuoe  des  inconnues  x  oay. 
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Suppofon^  (\VLon  ait  éliminé  r,  on  aura  une  équa* 
tion  en  y  8c  1 9  qui  fera  connoicre  la  valeur  de  jy  en  t  ; 
fubftituant  enfuiie  cette  valeur  dans  la  pre!nière 
ou  la  féconde  intégrale  ^  on  aura  la  valeur  de 
«•  en  f, 

10^.  Rem/i&quc.  fl  eft  quelquefois  très-commode, 
de  partager  une  équation  difFérentielle  en  plufieurs 
parties ,  &  d'examiner  fi  on  peut  les  rendre  complettes 
féparément  par  un  fafteur  commun  :  car  alors  Tm- 
tégration  pourra   devenir   fort  aifée.    Soit   Téquation 

diWrchtiellc ajdx+bxdjhH:x** ""  'j' ^ dx-hgic *yf^^  rfy = 0, 

je  laj>artage  en  deux  parties  aydx  -+-  hx  dj,cx*^^^jP  dx~h 

Uf^^j^""*  dy.  Si   Ion   multiplie   la    première    partie 

par  x*"^*  J'  *"""*  elle  devient  ay^»  >:*»-»  dx  -H 

j^4i»y»6-i  ^^  jontrintégrale  =  -ï-  x*''y^\  La  fé- 
conde partie  devient  intcgraWe  en  la  multipliant  parle 
faâeur  x^  —  yi^-^P  \  Maintenant  pour  trouver  un 
faftcur commun ,  je  fais  an  —  ï  =  cm-^u^b n —  i  =« 

£m— p;  donc  /i=3 =c  2 '  j 

fl  If 

doncm  =  ?^rziii=£±i  ,  &  p„  conféquent  n  « 

ag  —  bc  ^ 

— — 2 . â.,  Subftituant  ces  valeurs  àtm^àt  n  dans 

ag — hc 

les  taéteursci-deffus»  ils  deviendront  égaux ,  S^Ton  aura 

unfaétcur  commun  qui  rendra  l'équation  complette>& 

fon  intégrale  fera  -    ar^^y^^H a?*^'»  y^^'acC.  Au 

^        ^,  m         -^ 

rcfte  une  équation  difFérentielle  totale  multipliée  par  un 
faéleur  devient  fouvent  complette  quoiqu*aucunc  de  fes 
parties  ne  ptîiflc  être  complettée  féparément. 


•«•Mi^maaati 
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107.  Il  eft  plus  facile  de  trouver  les  conditions  que  doit 
avoir  une  équation  pour  pouvoir  devenir  complette  pat  le 
moyçrt  d'un  faâeur  donné,  que  de  trouver  généralement 
le  faâeur  qui  doit  rendre  complette  une  équation  différen- 
tielle d'un  ordrfc  donné  lorfque  cela  eft  poffiblei  Pour  don* 
ner  une  idée  de  la  méthode  qu'on  peut  fuivre  dans  certains 
cas  nous  allons  réfoudre  le  problème  fuivant« 

108.  Problème,  p ,  q,  r,  t  étant  fuppofés  des  fonSioni 
ie  X  y  déterminer  ces  fonctions  de  manière  que  V équation  dy^ 
yydx^tdot:=a^  q  devienne  comj^leue  en  la  multipliant  fot 

L'on   auta  l'équation 


un  faâeur  P  = 


pjyH-qy^r 


— L — is— — Lj — l  ,   ou   en  fubftitûant   Içs  valeurs  de 

p  &  de  A , -jL!  A  f  Jg±I^W    *    i.  _i_, 

on  prend  la  différentielle  du  premier  meiïibfe  en  fai« 
farit  varier  j  feul,  &  celle  du  fécond  en  regardant  ar 
feul  comme  variable.    Donc  %y   {pyy  4-  7^  H-r)  — ^ 

N    /                  V         ''^yydp'^y  dq-^dr  ^      - 
iyy-hi).  (apj-f-?  )=       ^        dx      '  ^^^^ 

pofant  >  ôtant  la  fraâion ,  réduifant  &  ordonnant  par 
rapport  à  j',  il  vient', 

^yydx  ^%tyàx  -^  q 

^yydp'^tptyiiù'^  d\ 

H-ydq 

tenant  que  Ptq^r  Se  t  fc^ttels  que  les  co-efficients  de 
chaque  puiffs^ice  de  y  foieiït  c=  o.  Ton  aura  qyyd  x  H^ 

yydp^^o ,  ou  q  sis  — -T^.  L'on  ôura  audî  î— çtd;c-h 


6.  Suppofons  main* 


^  r  =  o ,  ou  g 


■  >  Ti 


tdx  dx 

j     .L'équation  a=  —  4-^  donne  dq  =5  ^°^? 
dp         ^  ^  a*  dx 


'^dr   •.>        .  dp  j j — rfrfp 


en  fupponint  dx  confiant.  Subftituant  la  valeur  dt  dj 
fie  celle  dct  dans  Véq}Uxion  z  r  dx  '^  i  p  td  x-^  dqvs  o , 

Tome  IK  X 


n 


i*riMMii^«Mi«l» 
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que  donne  la  féconde  colonne  de  l'équation  cUdefTus» 

-t     .              j      .    2pdrdx         ddp  ,        . 

il  vient  i  rdx'h'-^ —  -jj^=o, ou rrf[H-pir= 

■  ^*     ^  ,  L'intégrale  du  prçmj^r  membre  eft=srp,& 

il  eft  facile  de  voir  que  celle  du  fécond  eft  =:  -^  -+-  C, 

comme   on    le   trouvera  en    retenant    de  iintégralc 

dp^ 
à  la  difterentielle  5  donc  Ton  a  rp  se  -^ -h Cour 


._     dp^  C_ dj^ iL  —  ^  -L, 

'^Af.dx^  p,  rf«  '  "*       dp'^pp 

^       ■  —         .^  ■  . Suppofons  maintenant p  =±uu, 

j^ppdx^         %pdx^         ^^ 

u  étant  une  fonction  quelconque  de  x,  nousauronsp===  uwy  q 

zudu  ^  G        du^     C  ddu   ^ 

valeurs  étant  fubfti tuées  dans  la  propofée  au  lieu  dep,  q,r,  t, 

t.2  dy-{-yydx-{-îdx  ^  1  _        * 

I  équation  -*^ — ^^-^^ =  o  fera  complctte. 

^  P^J'-f-îj-hr  ^ 

Db  ce  qu'on  peut  faire  lorsqu'il  y  a  trop    ♦ 

DE  DIFFICULTÉ  POUR   TROUVER   LE  FaCTEUR 
QUI  DOIT  RENDRE  COMPLETTB  UNE  ÈqUATION 

Différentielle'. 

top.  On  peut  chercher  la  relation  qu'il  y  a  entre 
les  variables  de  Técjuation propofée.  Si,  par  exemple, cette 
équation  ne  contient  que  deux  variables  x  &j,on 
cherchera  une  valeur  de^  en  x,  par  exemple,  quifoit 
telle  qu'elle  rende  l'équation  ==ô  :  Ce  qui  peut  s*appeller 
auffi  retbudre  l'équation  >  ou  intégrer  l'équation. 

110.  Soit  propofé  d'intégrer  l'équation  différentielle  \  • 
deux  variables  A rf *"* -H  B 4? * -f-  Crfje*  dy"^^*  -h 
X>dx  py^-t-^  &c.  =0^  qui  contient  les  différentielles 


/ 

-*' .....  -rt       .     ■■i«r     ■         II.       I   I  .   -      -  ^   ^-.. ^ 
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ix  &  dy  élevées  à  des  expôfans  dortc  la  (ônhme  dans 
chaque  terme  eft  m>  les  Co-efficiens  A,B*  firc  étant 
des  fondlions  de  x>  ou  Amplement  des  confiantes.  Je 

fuppofc  -p-   :=s^ ,  o\x  dy  =:  "{dx.   Subftitttant   cette 

valeur  de   dy   dans  Téquation  propofcej"  elle  devient 

A&"'-f-  B^'^^rfx*  -4-  C^  »«  -  *»  rf^:  »"  H-D j»*  -  ^'dx  '"-^  &c.=  o. 

ouendivifantpar  dx^y  Ah-B^'"*4-Cî;"'^,"^D^'^""? 

•+-  &c.  =i  o  ,  équation  a  deux  variables  ^  &  *.  On  trou- 
vera donc  par  cette  équation  la  valeur  de  ?  en  *  &  conC» 
tantes.  Subftituant  cette  valeur  dans  rdx^  on  aura 
une  différentielle  à  une  feule  variable  dont  Tintégrale 
fera  3=j/,  puilque  dj  :s=:^dx» 

Soit  réauation  A,d x *  +  Bdy^'^Cdxdy:s=:c^  ùïï 
aura  dans  Téquaiion  générale  ,  D=o,m==2,/z==î, 
&  en  faifant  rfj'  =  ç  g.jc,  fubftituant  cette  valeur  &  divi- 

fiint  enfuite  par  d  x  *  ,  on  trouvera  A  H-  B  ^  *  -+-  Cç=o  , 

C  ?  A 

ou  î  *  H — ^  =  —  ^  •  Refolvant  cette  équation  pat 

la    méthode    du    fécond    degré ,  il   vient    ç    tss 
—  C   ±V{  ce—  4  AB  >         -  , 

"  ■     '  '        ^"  "     -     "  ■-  ■'■■  '"   >    a  y   sïS    ^uX    C3( 

^Cdx-±dxl/"(CC'--^Ah)       ^       —CYfjg 

^     rf:)eV^(Cr  — 4AB)  «         n  o         ^ 

o.  —— — ^^ g— -^ ' —  -f-  E  eonltante.  Suppofons 

^=  J,C  =a,  Bs=  — , Ton  aura  iy=s:  —  - —  rfc 

Z       ■  '  X  ' 

----'Y  (au —  ilx)  ,&  intégrant  crt  ajoutant  la  confiante 

X 

ix 

S.  • V^ {o,a  —   tlx)   =    1    l/'^acL  —  zlx)  -+■ 

tfL.lCi^^"^^,'^^"^   Il  eft  dottc  fadte  d'avoir  la 

V  KCLa  —  zbx  )'^a 

valeur  ïle>  qui  eft  doubla ,  comme  il  eft  aifé  de  le  voit, 

Xa 
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Db  la  Méthode  de  M.  Newton  d'intê^rek 
PAR  LES  Séries  ,  les  Équations  différen- 
tielles QUI  CONTIENNENT  PLUSIEURS  VARIA- 
BLES DANS  LEURS  TeRMES  AVEC  LES  DIFFÉ- 
RENCES DE  CES  Variables  élevées  a  des 
Puissances  quelconques, 

m*  La  méthode  dont  il  s'agit  ici  fe  trouve  dans  le 
Traité  de  la  Méthode  des  Fluxions  &  des  Séries  infinies  ; 
Elle  fuppofe  la  théorie  des  fuites ,  &  ceux  qui  ont  lu 
la.  première  partie  de  cet  ouvrage,  font  très  en  état  de 
la  comprendre.  Si  réqaation  différentielle  contient  quel- 
que fraâion  rationnelle  ou  irrationnelle,  dont  le  déno- 
minateur (oit  complexe ,  il  faut  la  réduire  en  fuites  ou 
ieries  infinies  par  la  formule  du  binôme,  ou  par  la  di- 
viiion.  S'il  y  a  des  radicaux  çui  renferment  des  quan- 
tités complexes  ,  on  les  réduira  en  fériés  par  la  formule 
du  binôme  de  Newton  Si  Ion  a  befoin*  de  trouver  les 
racines  d'une  équation  affedée,c'eft-à-dire  qui  contient 
deux  variables 9  comme  fi  on  demandoit  la  racine^  de 

réquationj»  -Ha  ^y-i-axj — x^  -i-ia'  >  qui  donne  j 

X  x^ 

='   a  — h  -— •  -f-  &c ,  on  trouvera  ces  fortes  de 

4        64a 

racines  par  des  fériés ,  8c  cela  en  employant  les  mctho* 
des  de  la  première  partie  de  cet  ouvrage. 

Lorfque  l'équation  diflKrentiellc  contient  deux  varia- 
bles, il  faut  mettre  d'un  côté  le  rapport  -p-  &  de  l'au- 
tre la  valeur  de  ce  rapport  exprimé  par  une  fuite  finie 
ou  infinie. 

Soit  l'équation  ij^  -+-  axàx^iy  -♦-  a^  dx^  iy^ 
*  3  (f  «  î  4-  1  fl.î  d«r  î  =  o,  divifiint  tout  pdLtdx  *  &  fai- 

fant   7^  =s  7,  il  vient  ?^  -f-a^r-j-flar — Jp'-+-jtf'. 

Prenant  la  racine  i  de  cette  équation  afTeâéc ,  on  trouve 
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Dans  la  fraâion  -,'^  ,  nous  appelkrons  quantités  reUn 

tives   dy  &  la  variable  y  dont  la  différentielle  eft  au 

numirarear,  &  quantités  corrélatives  dx,  ^  x ,  dont  U 

difFcrentielle  fe  trouve  au  dénominateur*  Mais  dans  la 

dx 
fîaftioh  j—  yX  ic  dx  feront  les  quantités  relatives  9 

y  &  dy  les  quantités  corrélatives. 

I II.  Soit  maintenant  l'équation  (f x  —  (fy -H 3  je rf* -h 

jdx-^x^  dx'^xydx^rso.  Pour  la  difpofer  comme  on 
vient  de  le  dire  (  1 11  ) ,  je  divifc  tout  par  dx  &  j'ai  en 

tranfpofant  --f-  =  1  —  ix  -^y^  xx-^  xy.  L'équation 

étant  ainfi  préparée,  i^.  On  difpofera  les  termes  fuivant 
les  dimenfions  des  variables  x  S^y ,  mettant  en  premier 
lieu  ceux  qui  ne  (ont  pas  afFeâées  de  la  variable  rela#ve 
&  enfuite  ceux  où  cette  variable  fc  trouve ,  en  commen- 
tant toujours  par   ceux  dont  les  dimenfions  font  les 

plus  petites.  Ainfi  dans  l'exemple  propofé,on  écrira  --7^  =k 

l  —  5  X'-hxx  -i-y^xy. 

2"*,  Ayant  décrit  un  reftangic  ABDC  (Fie.  12  ) 
&  l'ayant  divifé  comme  on  le  voit,  écrivez  dans  Te  rec- 
tangle horifontal  K  B  F  K  la  fuite,  des  termes  où  la  va^- 
riable  relative  ne  fc  trouve  pas.  Ccftici  i  —  ^x-^x  ^> 
écrivc2i  aufli  de  haut  en  bas  dans  le  reftanglc  vertical 
ER S P,  l'autre  fîiitc  de  termes  -^y-^xy  ou  fc  trouva 
la. variable  relative. 


•  Voyez  ce  qu'on  a  dit  fur  les  fuites  ,.  Première 
Partie  ,  CoUrbes  Algébriques  ,  i  N*.  4a  &  fuivants.  Si 
Ton  réfout  i'équadon  du  uoifième'' degré,  en  regardant'!»' 
comme  l'iacoîhiue ,  on  pourra  réduire  en  férié  la  valeur 
ie  ^  qui  contiendra  les  radicaux  de  la  formnle  de  Ca£da&«. 

X3 
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3*.  Prenez  le  premier  terme  x  de  la  fuite  horifontalc, 
$nultipliez4c  par  la  variable  x  corrélative  &  divifez  le 
produit  par  Icxpofantde  la  corrélative  dans  le  niéme  pro- 
duit: ici  on  divifçra  par  i.  Ecrivez  le  réfultat  x  dans  le 
reéUngle  horifontal  NHDM ,  à  côté  de  y  5  vous  aurez  le 
premier  terme  de  la  fêrie  qui  doit  exprimer  U  valeur 
de  la  variable  relative  7. 

4*.  Pour  4voir  !ç  fécond  terme  de  cette  féric ,  fubftî-» 
tuez  dans  tous  lç$  termes  de  la  fcrie  verticale  y  -^  xy 
placée  dans  le  reâangle  £RSP>  le  premier  terme  que 
vous  venez  de  trouver  «tu  lieu  de  la  variable  relative, 
&  écrivez  la  valeur  de  chaque  terme  du  réfultat  dans 
le  reâangle  RSQF  à  coté  du  terme  qui  Ta  donné  >& 
dans  le  ran^  qui  convient  4  la  dimenfion  de  la  varia^ 
ble  corrélative  dans  cette  valeur.  Dans  notre  exemple 
le  réfultat  fera  x  -+-  je  x ,  on  écrira  -H  je  à  côté  de  y  au 
iecond  rang  fous  le  terme  —  3  x  de  même  dimenfionj 
.&  le  çerme  -f-  x  5?  4  côté  de  xy  fous  le  terme  -f-  xx  de 
imlme  dimcnfion  de  la  fuite  horilontale  \-^\x^xx^ 
prenez  enfuite  dans  le  reâangle  K  S  QB>  la  (bmme  des 
termes  dans  lefquels  la  variable  corrélative  a  lapluspe* 
tite  dimenfion  aprçs  le  plus  bas  terme  de  la  fuite  hori-* 
lentale  qui  eft  ici  =  i  ;  cette  fbmme  fera  dans  notre 
'  exemple — ?  x  -♦-x  =5  «^^  2  x,  comme  on  le  voit  au  fécond 
rang  dans  le  reâangle  des  (bmmes  SNMQ.  Multiplieai 
<ette  fomme  par  ia  variable  corrélative ,  &  ayant  divifç 
le  réfultat  par  Texpofant  de  la  corrélative  dans  ce  même 
7éfultat,  écrivez  le  quotient  dans  le  reâangle  NHDM 

Cour  le  fecond  terme  de  la  férié  qui  doit  exprimer  la  va^ 
lur  de  y.  Dans  notre  exemple  on  multipliera  —  ^x  par  x 

te  divifant  le  produit  — ^  *x*  par  Texpofant  i  de  x. 
Ton  écrira  —  x^  pour  le  fecond  terme  de  la  fçrie  cherchée» 

j**.  On  fiibftitucpa  dans  la  fériej^H-  xy ,  le  fecond  terme 

•^  X  »   de  la  férié  au  lieu  de  la  variable^  ,  &  on  écrira 

]a  valeur  de  chaquQ  terme  du  réfiiltat  à  côté  de  leur 

^  correfpdndant  &  dans  le  reâangle  RS  Q  P  >  &  au  rang 

*  qui  çonvjeat  4  la  dime&fion  de  la  variable  corrélative. 

Pans  pocfe  exemple  enfubftituant  «^x^  dans  la  fériejr 

}¥nyk i'oo  ^^  lç$  tçrmç$  -*«* > &  -«•  ipM  on  éçiii^a 


Calcui*  intégral.  327 

•— X*  à  cptédej'  fous  le  terme  •-♦-  x*  de  même  dimenp 
fion  dans  la  fuite  horifontale  i  —  3  «-f-x:v,&  le  terme 

—  *  5  à  côté  de  xy\  &  au  quatrième  rang.  Enfuite  Ton 

{>rendradans  le  reâangle  KSQB  la  fopme  désarmes  dans 
eiquelsla  variable  corrélative  a'la{)lus  petite  dimenfion 
aprè^  ceux  dont  on  a  pris  la  (ommc  dans  lopéiation 
précédente  >  c*eft-à-dire ,  quand  on.a  voulu  trouver  iç  fé- 
cond terme  de  la  férié  Cette  fommc  eft  ici  xx — xx-^ 
xx^sLXx,  On  la  multipliera  par  la.  variable  corrélative  x 

&  Too  diviièra  le  produit  x  '  par  Texpofant  3  de  x  dani 

le  même  produit ,  Ton  écrira  le  réfultat  ^  x  ^  dans   le 

reâangle  NHDM  pour  le  troifîtme  terme  de  la  férié 
cherchée.  En  opérant  de  même  on  trouvera  le  quatrième 

t^me—  iaf +  i  &  ainfi  de  fuite,  &  Ton  autaj  =3  «f  — * 
Voici  la  raûfon  de  ce  procédé  :  puîfque  j^  =  i  —  jx 

^  '  u  X  ' 

^-x^^^'^xji.  Ton  a  djy=:  dx  -^ixdx-^-x^  dx^ 

j  dflf  -+•  xydx  ydctti  intégrant  il  vientj^  sszx-^lx^  -^ 

Y  j?  '  -+-  S.ydx  -H-  S.  xjdx  >  d'où  Ton  voit  que  x  eft  le  premier 

tçrmede  la  férié  qu  on  cherche>&  qu'on  trouve  ce  terme  en 
opérant  comme  nous  l'avons  fait.  Si  l'on  fuppofe  mainte- 
nant que  laférie  qu'on  cherche^ft  trouvée  ,  &  au* elle  foit 
repréfcntéeparjH-f,p  étant  lafommedetous  leftermcsqiii 
fuivent  le  premier  5  en  fubftituant  x-hp  au  lieu  de j  dans  les 
termes  •^y>  H-  xy,  l'on  auraj  -f-  ^pf  =  x^  xx  -+-  prf-  xp,  & 

l'équation  dy^sdx — }X'^xxdx'-h(j^xji)  dx  de- 
viendra (A)  rf^  =  dx —  }  xdx'^xxdx^{p'i'xp)dx, 

H-    xdx^xxdx    • 
&   en  intégrant  il    viendra  j=:  jc—  xx  -hjX^  -+• 

S.  (]>^xp)dx.  Ce  qui  fait  voir  que  le  fécond  terme  de 
la  fériç  cherchée  eft  —  xx ,  tel  que  le  donne  la  méthode 
de  Newton. 

Suppofant  de  même  que  p  '  défigne  tous  les  termes  de 
la  férié  qui  fuivent  le  fécond.  Ton  aurais?*  ^ xx  •^ 
p'  =af-hp;donçp  =  —  xx-^^p^  y  &  en  fubftituant  — 
*f*  -hf  '  au  lieu  de  p  dans  les  deux  termes  p  ^  acp,  & 

X4 
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réduifant,  l'équation  A  deviendra  â^:szix*^%xix^, 
fc^dx-^x^  ix'^Çp^  -hxp^)  dx,  &  en  intégrant  l'oti 
tïOVivçy  ^=si X -^xx-^  j  X  ^  — »  iflff+-hS.(p'-f-*pO^A:;cç 
qui  ffûc  voir  que  le  troifième  terme  de  la  férié  cherchée 
eft  as  1  x'  ^  ainfi  que  le  donne  notre  opération.  De 
jncnie  en  fuppofant  j' =x — 5fjp-f-ix»-f-p",  Ton  trou* 

vcra  que  le  quatrième  tem\e  eft  —  ^  5f  ♦,  &  ainfi  des  autrcç 

termes.  Avec  un  peu  d  attention  il  eil  aifé  de  voir  que 
par  l^  nature  des  opérations  (mq  prefçrit  la  méthode  « 
on  doi(  tfouver  le  même  réfultat  qi^e  par  la  méthode 
^naiy^tique  dont  nous  venons  de  parier. 

i  î  j .  Si  Ton  avoit  Téquation  ^^  ac  i  -f.  «2.  4^  îi    ^ 

-7»^  H ^  &c.  à  Tinfini ,  on  écrîroit  le  tcrmç  i  dan$ 

\e  rçftangle  horifontal  K  R  F  B  (  Fig.  »5  )  &  Ton 
ëcriroit  Tes  autres  termes  dans  le  reâangle  vertical 
£  RS  P.  Multipliant  i  par  x  &  divifant  le  produite  pat. 
rexpofs^iit  I  de  x,dans  ce  même  produit,  on  écrira  lequo^ 
pent  X  daris  le  reâangle  N  H  D  M  >  pour  le  premier  termç 
4c  h  fi|ite  qui  dpjt  exppmer  la  valeur  dej^.  On  fubfti-^ 

tuer^  le  premier  tertpe  x  qu*pn  vipnt  de  trouver,  au 
ieu  dçy  4^n$  \ps  termes  du  rç£langle  vertical  ERSP» 
^criv^nt  la  valeur  de  chaque  termel^  côté  du  terme  çpr-» 
yçlpondtnt  dans  le  reftariglçRSQF  ,  au  rang  qui  con-. 
▼ient  4  Isi  dimenfîon  de  là  corrélative  dans  la  valeur  de 
ce  terme.  Pour  trouver  le  fécond  terme  de  la  férié, oa 

X  x^ 

4liultipliera  —  par  »  &  divifant  le  produit  —  par  Ter-» 

XX 

|iQf^n|  ti  on  écrirft  le  quotient  — r  à  eâté  du  premief 

terme  de  la  férié  >  &  continuant  d  opérer  en  fubftituan^ 

v-^  ^u  lieu  de  j»  dans  les  termes  du  rçâ^ngle  ERSP; 

(crivant  les  réfultats  ainfi  qu'on  le  voit  dans  le  reftanglQ 
RF  Q  5  / P^rcn^Ut  l^  foiuiuç  des  ççrmçs  du  wifiçmç  rangi 
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Giiiefi*f-- 4- es:  *-. —  ,  on  la  multipliera 

par  x!,  8c  divifant  la  produit  - —  par  i'expofant  j  >  !• 

quotient  fera  le  troifième  ternne  de  la  fuite  cher-^ 

chee>  &  en  continuant  de  même,  on   aura^  «ex-fj 

sa       zaa      zaa^       20^       la^        * 

Dans  cet  exemple  on  ne  s'eft  propofé  de  pouffer  la' 
fine,  que  jufqu  à  la  fiziçm^  dijnenfion  de  x  >  &  c'eft  pour: 
cela  qu*on  a  omis  dans  l'opération  tous  les  termes  qu'on 
prévoyoit  devoir  être  inutiles  pour  cette  fin,  comme 
on  l'a  indiqué  par  le  fignc  &c.  qu'on  a  ajoute  à  toutes 
les  fériés  interrompues. 

IT4.  Lorfque  la  variable  relative  a  des  expofans  frac* 
tionnairesi  on  peut  faire  difparoitre  ces  expoians  par 
la  méthode  du    n^f  yj.     Si   l'équation  propofée   étoit 

d  y  '  ^  ' 

jâi-— :  j  xyf^j,  la  progreffion  arithmétique  dans  lar 

quelle  fi;  trouvent  les  expofansde  j  fcroit  ~  o.  — .  — .  1  > 
prenant  le  terme  qui  approche  le  plus  de  o  "^  >  je  fais 
u  assjf  ~ ,  ou^  =  u  '  5  donc  rfj  =  3  M  u  J  tt.  Subftituant 
ces  valeurs  de  jr  &  de  dj  dans  la  propofée ,  elle  devient 
■-^^ —  ssi^xuu'hu^, oc  en  divilantparjttu.  Ion  a 

- —  =  *  4 u,Sc  cherchant  la  valeur  de  la  relative  u, 

ÇLX  3 

|)ar  fa  méthode  de  Newton,  Ton  trouvera  la  férié  u=s 


*  En  général  fi  le  ferme  le  plus  approchant  de  o  eft 

p  -  X 

«J-- •  on  ftra ^    9  ^  u^»  <»u>^  ^M^^ 
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—  xx-i r-H ^H &c.  mais  u  s=»y    3  j 

z  18        %i6        3x40  "^ 

donc  jr=2tt'==::  (~  J«?*  +  •^+&c.)    =:-î|5e<^-h 

A  regard  des  expofans  fraflionnaires  de  la  quantité 
corrélative  Xp  on  les  difpofera  félon  leurs  dimenfioas. 

Par  exemple  fi  Ion  avoit  l'équation  -^  =s  i  *+-j^ -Hj * 
-hJcH-ar*  •+-»*  ,  on  la   dilpoferoit  aîafi-j^=ai-H 

jff^  -f^  :c  H-x*  -Hj^  -f->*  ,  &  1  on  opéreroit  à  Tordinairc. 
Soit  l'équation  -^"^  =  j/*  4 jr  -^  f/^xj  =5  xj  *  •+• 


1    t 


ar\y*.  Suppofànt^  *  =»  u,  ion    ajircH  uu  =s:y,  ày '=x 

^udu,  6c  1  équation  propofée  deviendra  --1 =ztt-f-: 

-      '  du  .     ^    ,        ^         ,         .    i. 

tfafi;»,ou5—  rssi-f-i.  3f  *;doncau=ajff-|-f  »  *  ax, 

ax  *  * 

1  i 

&  en  intégrant,  u=y^«c=:c-t-i5e*,  &  en  quarrant  de 


s' 


part  &d*autre,j  =  jex-H- J^*'H--^MVIaisparcequon 
peut  ajouter  une  confiante  à  l'intégrale ,  Ion  a  u  =j  *  = 

C-^x  -hlx  S  &  en  quarrant, j'  =:  C*  -H  2  C  ;i:  --h 

■     i  1 

i C X»  •+-*  *-h^  X*  -f-i jc  3 ,  féric  bien  différente  delà 

Eremière  &  qui  ne  peut  luinievenir  égale  que  lorfque 
1=  o.         . , 

De  même ,  dans  l'exemple  ci  -  deflus ,  où  nous  avons 
trouvé  j  =  u  3  535  ^-î-  X  *  -f  -^^  •+■  &^3    '  l«  réfiiltat 
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ièra  bien  bien  diffécent  fi  Ton  ajoute  la  confiante  C 

(I  x^  \ 

Ç-f-     *  ^  H — qH-&c.  ) , 

lalorson  aura^5=(CH-~  je  a?  H — g--+-&c.  1  ,  fé- 
rié qu'on  variera  à  Tinfini  en  donnant  difieremes  va- 
leurs à  C.  Il  faut  avoir  Tattention  d'ajouter  une  conf- 
iante lorfqu  on  a  trouvé  la  valeur  de  la  relative  u  >  avant 
de  prendre  cnfuite  celle  àtj.  Mais  fi  j'  ne  contenoit  au- 
cun éxpoiant  fra^ionnaire  >  alors  on  ajouteroit  laconf- 
'  tante  C  à  la  férié  qui  exprinie  la  valeur  de  j>  car  fi  Ton 

a  l'équation  -^  =s  u ,  v  défignant  une  fliite  de  termes 

Compofés  àt  Xyy  &  confiantes.  Ton  aura  dy  =s  uix^ 
&  j2=C-+-S.UG^,  en  ajoutant  la  confiante  C 

fij'.  Si  Ton  avoit  réquation-^^-s:5:j'-f-aj>*-f-jijyS 

comme  il  n*y  a  aucun  terme  qui  ne  (bit  affcâé  de  j'.  Ton 
n'en  peut  mettre  aucun  dans  le  reâangle  i^onfbntal 
K  R  F  B.  Dans  ce  cas  l'on  prendra  pour  le  premier  terme 
de  la  férié  >  une  confiante  arbitraire  ,  autrement  l'on 
ne  pourroit  avoir  le  premier  terme  de  la  racine. 

De  plus  9  on  peut  prendre  même  dans  les  auues  cas  > 
pour  le  premier  terme  de  la  férié  cherchée,  telle  quantité 
confiante  qu'on  voudra  ,  iubfiituer  enfuite  cette  confiante 
au  lieu  de  la  relative  dans  les  termes  du  reâanele  ver- 
tical £RSP>  &  continuer  l'opération  à  l'ordinaire  > 
pour  trouver  les  autres  termes  de  la  férié  cherchée. 

^infi  dans  réquat ion  ci-deflus--j^=«i-^3Jif-h3t?*-+- 

y^  xy  y^fi  Ton  prend  (  Fig,  14  ) ,  i  pour  le   pre- 

"micr  terme  de  la  (erie  ,  en   fiabftituant  x    au  lieu  de 

j  dans  les  termes  •+■/>  ^  xy »  Ion  aura  -i-  i  H-  y. 

On  écrira  1  à  côté  At  y  fous  fe  terme  i  delà  férié  ho- 

rifontaîe  i'^  ix-hx^  ^  tc^x  à  coté  de  xy,Çom  Je 

'  terme  —  3x5  enfuite  on  prendra  la  fomme  «+- 1  rH  i  ==  x 

des  plus  bas  termes ,  &  multipliant  cette  fbmme  par  la 

/Corrélative  x ,  Ton  divifera  le  produit  %x  j)ar  Feypofanc 

de  X  dans  ce  produit ,  &  1  on  écrira  le  icfultat  r+-  *  » 
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dans  le  reâangle  N  H  I>  M  pour  le  fécond  terme  de  la 
fhic ,  &  ea  continuant  les  opérations  à  l'ordinaire ,  Ton 

auraj^rs  i  -f-*if*  -Hx^  •+•  ^x-^  &c»    Si  au  lieu  de 

prendre  i  pour  premier  terme  Ton  eut  pris  a ,  Ton  au« 
roit  trouvé  une  férié  diffîreate. 

Cela  prouve  qu*en  général  il  y  a  une  infinité  de  va- 
leurs di^rentes  de  y  qui  peuvent  réfoudre  une  équa- 
tion à  deux  variables  ,  8^  en  effet  une  telle  équation 
«prime  un  problème  indéterminé ,  &  ces  Ibrtes  de  pro- 
blèmes ont  une  infinité  de  (blutions. 


1x5.  Si  dans  l'équation  -y^  ss  p  ^  la  fuite  p  conr 

X  dx 

tient  quelque  terme  qui  ait  pour  dénominateur  quelque 
puîilance  de  l'une  des  variables  ^  on  réduira  ce  terme 
en  une  férié  infinie  >  en  fubftituant  >  au  lieu  de  cette 
variable  ,  qtk  autre  variable  plus  ou  moins  une  conf- 
iante arbitraire.  Par  exemple  >  fi  l'on  avoir  l'équation 

-^  =55  jj(-^ir-H — ,  l'on  pourroi  t  faire^«j + c,&le  termes» 

(croit  =  x.{-^  ±  c  )  ""  ^  Suppofons  qu'on  faffejr  ==  i  -+-?> 
on  élèvera  i  -f-  :?;  à  la  pumance  —  i  par  le  binôme  de 
Newton ,  &  Ton  multipliera  tous  les  termes  de  la  férié 
réfiiltantepar  x ,  de  plus  >  on  fubftituera,  i  H-j  au  lieu 
de  y  dans  le  terme  3  y.  Si  Ton  avoir  fait  J=^(i.  —  ?  >  ■ 
l'on  auit>it  eu  rf j  =  —  J"j  ,  &:  te  premier  membre  de 

l'équation  ferait  devenu  négatif  de  =5—  -—-,  mais  on 

Tauroit  rendu  pofitif  en  changeant  les  figues  de  tous  les 
termes  4u  fécond  membre: 

117.  On  peut  quelquefois  trouvqp  l'intégrale  d'une 
équation  fort  facilement  fans  avoir  recours  à  la  méthode 

de  Newton.  Soit, par  exemple,  l'équation  jf    =        *    J^ 

fuppofe  j/=:  J  Af*»,  le  coefficient  h  &  Tcxpefant  m  étant 
4es  quantités  indéterminées-  Subftituant  i  x  "*  au  lieu  de 

y  dans- la  propofée,  il  vient  v^  =:  —  &;e*-* ,  ou  éT/ 


■**• 
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OU  7=:m>  &j=iA?5>é  étant  indéterminé  >  &  loa 

pourra  donner  à  h  telle  valeuf  qu'on  voudra. 

On  doit  remarquer  auffi  que  fi  la  quantité  qu'on  doit 
{fabfti^uer  dans  le  reâangle  vertical  ERS  P  au  lieu  dej^ , 
étoit  complexe  ,  il  faudtoit  prendre  Ion  quatre  >  lorlquc 
le  terme  dans  lequel  fe  fait  ta  fubAitution  contient  >  ^  p. 
fon  cube^  fi  le  terme  contient  j'S  &c. 

On  peut  quelquefois  commencer  l'opération  par  la  plus 
haute  puiffance  de  la  quantité  corrélative ,  en  dcfcendant 
par  degré  aux  puiffances  inférieures.  Par  exemple ,  fi^l'on 

avoit  1  équation  -5<-=:  J!i--H  —  •+•  5  -+-2 je*—  JL  . 

ëx       XX       XX  X  . 

Après  ^voir  difpofé  les  termes  d'une  manière  contraire 

à  l'ordinaire ,  en  commençant  par  le  plus  haut  terme  %x, 

comme  on  le  voit  (  Pig.  1$  ),.  on  trouveroit,  fuivanc 

la  méthode ,  xx  pour  le  premier  terme  de  la  valeur  de  j* 

Four  trouver  le  fécond  terme  on  fubftituera  x  x  au.  lieu 

de  y  dans  le  terme  -H  -^  du  reûangle    £  R  S  P  ,  & 

X  X 

on  écrira  le  réfultat  i  dans  le  reflanglc  RSQP  au 
iècond  rang  (bus  le  terme  -f-  3  ,  on  prendra  la  fbmme 
4  des  deux  termes  correfpondans  -f-  1  &  •+■  j ,  on  la 
multipliera  par  x  >  &  ayant  divifé  le  produit  4  x  par 
Texpoiànt  i  de  a:  dans  le  même  produit  >  on  aura-f-  4  x 

!>our  le  fécond  terme  de  la  férié  cherchée,  on  trouvera 
es  autres  termes  en  fiiivant  la  règle  prefcrite. 

Remarque  I.  Lorlque  la  fuite  des  expo(ans  dans 
une  férié  eft  interrompue,  on  peut  mettre  o  à  la  place 
du  terme  qui  manque  ,  en  lui  donnant  le  figne  -h  ou  — 
comme  on  voudra, 

REMARQUE  II.  Parmi  les  fuites  qui  expriment  la  valeur  de  jr 
en  Xy  ou  la  valeur  de  x  tny,  on  préférera  celles  qui  donnent 
jr  en  ^ ,  fi  cïle^  font  plus  convergentes  que  celles  qui  don- 
nent j'  en  X,  Par  exemple  f  la  férié  xx-^^x-^  o  — 

. — I fcc,  qui  défignc  la  valeur  iiCj  fera  convci- 

•X        xx  X 
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gente  en  fupporant  ^  ^  i.  En  obfervant  ce  qu'on  a  dit  ci* 

«LefTus  (i  i|)> c*eft*à-dire,  en  écrivant  a >  par  exemple j  pouf 
le  premier  terme  d'une  férié  qui  doit  donner  la  valeur 
6c  y  9  on  pourra  enfuite,  >  en  donnant  à  a  différentes 
valeurs ,  avoir  autant  Me  fériés  différentes  qu'on  vou- 
dra. On  trouve  encore  des  fériés  finies  comme  celle 
qu'on  a  trouvée  ci-deflus  (  114  )• 

1 1  S.  PROBLSMB. //t^^er  les  équations  qui  conmnnent  fluf 
it  deux  variables  opec  teurs-yremières  différences  &•  leurs  vro*^ 
duits  quelconques.LorÇqiit  l'equation  propofee  contient  trois 
variables^  fi  la  relation  de  deux  de  ces  variables  eft  connue, 
on  fe  fervira  de  cette  relation  pour  trouver  le  rapport 
des  différences  de  ces  deux  variables ,  &  pour  éliminer 
Tune  de  ces  variables  avec  fa  différence  $  ainfi  Ton  n'aura 
plus  qu  une  équation  à  deux  variables  qu'on  pourra 
intégrer  par  quelqu'une  des  méthodes  précédentes.  Si 
cette  relation  eft  inc(^nnue  j  on  pourra  la  former  à  yo* 
lonté ,  &  réduire ,  par  le  moyen  de  cette  relation ,  Té* 
quation  propofee  à  la  forme  de  l'une  de  celles  oue  nous 
avons  intégrées  dans  les  deux  derniers  problèmes.  Si 
l'équation  contient  quatre  variables,  on  la  réduira  à  trois 
par  la  relation  donnée  ou  prife  à  volonté  entre  deux 
de  fes  variables,  &  qn  réduira  enfuite  celle-ci  à  deux 
variables.  Si  la  propofee  contient  cinq  variables ,  on  la 
réduira  à  quatre  par  une  relation  fuppofée,  fi  elle  n'eft 
donnée  par  Tétat  de  la  quefilon  s  on  réduira  enfuite  le 
nombre  des  variables  à  trois  &  enfin  à  deux ,  &  ainfi 
de  fuite  >  quelque  nombre  <|ue  Ton  ait  de  variables. 

Soit  réquation  à  trois  variables  idx'-^dx-^xdjrsrio,  dans 
laquelle  la  relation  entre  deux  de  fes  variables  n'efl  point 
déterminée.  On   formera  à  volonté  cette  relation  ,  en 

fuppofant,  par  exemple ,  j^  =  je ,  ou  x  =Jy9  ou,  &c. 

oubienentrej&^,enfuppofant  j=cj-f-a,^=î7-hi> 

7=^  i  &c.  Suppofons  qu'on  préfère  la  relation  x==:yyi 
Ton  aura  d  x  :=^  %yd  y.  Subflituant  ces  valeurs  de  x 
$iC  àc  dx  dans  la  propofee,  il  vient  ^yiy^  ^T^** 
yydy—Qf^  en  intégrant  ij'j'-*î-FijK*i=o,ou{» 

^yy^  ^ —  pour  la  relation  dtiBcdty,Sc  en  écrivant # 
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pour  y^  8c  x^  pour  j' ^ ,  l*on  aura  i  x  -^ ■   ==  t  » 

équation  entre  ^  &  a?  s  on  auroit  trouvé  des  réfultats  diP» 
ferents  en  égalant  l'intégrale  à  une  conftantc.  Dans  le 
nombre  infini  de  relations  que  peuvent  avoir  les  trois 
variables  x,j/,  ^j  nous  en  avons  trouve  une  qui  eftre- 

préfentcc  par  les  équations  jii?=tjj,  ^jy^-^ —  =?> 

A?* 

1  «  H =ï=  :f  j  &  comme  on  peut  en  trouver  une  in- 
finité d'autres,  il  cft  évident  que  c'eft  un  cas  particu- 
lier de  l'intégrale  générale  de  l'équation  propofec. 

Nous  terminerons  cette  matière  en  remarquant   que 
lorfquc  l'on  aura  réduit  l'eqUation  propofée,  à  la  forme 

--i^  =  p,  p  étant  une  fuite  finie  ou  infinie  de  termes 
dx 

compofés  des  variables  x  8c y ,  on  aura  rf j  3=  p  rfx ,  8c  j  =s 
S.  fdx-^  C.  Si  Ton  peut  avoir  l'intégrale  S.pdx,  iï 
fera  inutile  d'employer  la  méthode  de  Newton,  Ce 
ftra  la  même  chofe  fi  Ton  peut  avoir  l'intégrale  de  Té- 
quation  dy  — fdx  =  o,  par  le  moyen  d'un  multiplica- 
teur ou  fans  ce  multiplicateur.  Ce  (cra  encore  la  même 
chofe  lorfque  la  propofée  contenant  plus  de  deux  varia- 
bles ,  aurii  été  réduite  à  deux  variables ,  &  qu'on  pourrA 
en  trouver  l'intégrale  par  les  méthodes  ci-defTus, 

De  la  Séparation  ©es  Variables  dans  les 
Équations  Différentielles. 

Il 9  .Soit  l'équation aydx  =  bxdy ,  on  féparera 
facilement  les  variables  en  divifant  les  deux  membres 

par  AT  &  y ,  ce  qui  donnera  — -  ==  — ^ ,  équa- 

X  y 

tîon  où  les  indéterminées  font  féparées  &  qu'on  peut 
facilement  intégrer.  Si  l'on  avoit  cette  autre  équa- 
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tion  ^  ==  d  i^r,  en  multipliant  par  **  ,  Ton 

auroit >2L  «=S5  aaé^ix  i,  équatioft.dont  les  va- 

fiables  font  féparées ,  &  qu'il  eft  aifé  d'intégrer , 
par  la  méthode  des  difFérentielles  à  une  feule 
variable. 

Il  eft  bon  de  remarquer  qu  il  peut  arriver  qu  au- 
cun des  deux  membres  de  l'équation  féparée  ne 
(bit  intégrable  algébriquement ,  quoique  l'équa- 
tion qui  a  produit  la  diôérentielle  foit ,  ou  algé- 
brique, ou  réduôible  à  une  forme  algébrique. 

Dans    la  première    équation  féparée  ,    Ton  a 

f         ==a î2L,8c  en  intégrant,  aL.x^  bL.y+L.f, 

X  .  y        ^ 

la  confiante  qu'on  ajoute  peut  être  un  logarithme  ^ 

ou  L.  JKT^  =  L^  *  ;  donc  x  *  ==  fy  *  ,  équation 
algébrique.  Si  Ton  vouloit  intégrer  l'aiïtre  équation 

féparée  2-=^  ax^àx ,  Ton  trouvcroit  tellement 

y 

l  Ly  =  -iJtr ""*•"'  sEs/x^  L.  ç,  (en  faifant/s= 

,  m  -+-  I    ==  p ,  &  c  étant  le  nombre 


dont  le  logarithme  hyperbolique  ==:  i  }  ;  donc 
.  ■    p 

Il  eft  aifé  de  voir  par  ce  qu'on  vient  de  dire  ; 
que  la  féparation  des  variables ,  confîfte  à  faire 
cnforte  que  chaque  terme  d'une  équation  ne  con- 
tienne qu'une  feule  variable.  11  n'eft  pas  jnoins 
évident  qu'on  peut  intégrer  du  moins  par  les  qua- 
dratures 
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dratures  toute  différentielle  dont  les  variables  (ont 
fépar€es. 

Toute  équation  de  cette  forme  PRix=* 
QYdy^  pourra  être  féparée  fi  P  &  V  font  deÉ 
fondions  de  x  fans  ^ ,  &  R  &  Q  des  fondions  de  j^ 

•fans  X  :  car  en  divifant  par  R  V  ^  Ton  a  r  =s 

é        '  équation  dans  laquelle  les  variables  font 

féparées  :  aînfi  Téquatîon  x^y^  dx  ==  a  y  ^  x^  dy 
admet  ia  féparation  des  variables.  En  effet  en  di-» 

vifantpàrj';r*i  iona — ~.dAr=i=     ^^  -    <f^    ^ 

*  "^ 

Les  moyens  doiit  on  fe  fert  poùi*  la  fepàtâ«* 
tio^n,  font  les  règles  ordinaires  de  l'algèbre  &  led 
fubftitutions, 

I20é  I^ROBLéMé^  Séparer  tes  indéterminéet  dani 
Us  équations  homogènes  à  deux  variables  x  &S.  Ort 
appelle  équations  homogènes  celles  dans  lesquelles 
la  fomme  des  dimehfîonâ  des  var jabfes ,  foit  qu'ellesl 
foient  mêlées  ou  qu*elles  fe  trouvent  feules  ^  eft  \û 
inême  dans  tôu$  les  termef.  Reprefentant  toutes 
ces  équations  par  Pidx  4-  Biy  cî=r  o,  &  fupppfant 
que  la  fomme  de  ces  dimenfîons  eft  =3  n  y  faifanC 

y  s=  jr»  fi ,  ou  -<!  ==  u  i  en  fubftituânt  la  valeur 

de  y  i  les  fondions  A  &  JB  deviendront  A  ==a 
«•*  V,  &  Ô  ==:r»  V  ',  V&  V'  étant  des  fond- 
rions de  u  fans  x  ni  7  :   çai^  puifque  A  *8<  B 

Tome  m  X 
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font  des  fonâions    homogenea  de   là  dimenfioû 

n  •  V  &  V  '  des  fonâions  de  u  ou  de  ^,  il  eft 

clair  que  V  &  V  '  doivent  être  des  fondions  de 
dimenfion  nulle  de  j'  fede^r,  ceft-à-dire  telles 

Îme  y  Se  X  ayent   le  même   nombre  de  dimen- 
ions  au  numérateur  &  au  dénommate^in   Cela 

pofé ,  notre    équation  deviendra   x*  Y  dx  *+- 

x*V'  dy  =>b,  ou  V  dx  -H  V^  tf^=o,Maîs 


réquatipn  y  ==  xu^  donne  x  =  ^  y  3c  dx  =5= 
«  ^     y. —  ;  donc  en  fubftituant  la  valeur  iie  dx  ^ 

uu 

Ton  a  V^^^—VJ"^"  ^  V^ dv  ==  o.  Otant 

la  fraôion  &  tranfpofant  ,    il  vient  Y  ud  y  -H 

uuV^dy  =  Vjitt ,  d*où  Ton  tire  -^  == î^-t  • 

Mais  V  &  V  '  font  des  fondions  de  u  ;  donc 
les  variables  font  féparabies  'dans  ces  fortes  d'ér 
quêtions. 

Exemple,  Soîtréquation  jf' iÎjf-4-^*  jfijr 
H-  b x^  dy  =x=  o.  Si  i on  compare  cette  équa- 
tion avec  Adx  -+-  Bdy  =:  0  ^  Ton  trouve  A 


B====:.^'V^doncV=^i^;V'==3:l^±^=: 

-Z—  -+-  *•  Mais  ^  ==  M  ;  donc  V  =  M  ^ ,  §c  V^==: 

x^     '■••.'    *       .  '  ■  ;   /  •  ^        > 

u  ^  HH  ^.  Subûituant  ces  valeurs  dans  Téquation 


•■ 
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at  trt  intégraht ,  L.y  ==  |  L.  (2  a  m  -H  i)  -4-  L.  C , 

ou  jy  =  C  (2Wii-4-  i)  \Scy^=C\(^^+b\cTi 
remettant  la  vâteuf  de  «♦ . 

lai.  ProbXjÊiKB.   Intégrer  les  équations  dif^ 

férentielles  horho gènes  à  trois  6*  tant  de  %^driahles 

^uon  voudra ,  lorfqu$  A»  B  »  C  »  font  des  fonSiom 

homogènes  de'xy  y&^dafn  tous  les  termtsi  Soit 

A  rfjrH- Bi^H-Cit==o  ,  Téquation  gu'oa 
demande  dlritégrer ,  A ,  B ,  C  étaiît  des  toïic- 
tions  homogènes  des  variables  x,  y  &^>  nous 
prenons   une   équation  à  trois   variables  feule- 
ment ,  mais,  celles  qui  en  ont  d'avantage  ne  de- 
mandent pas  d'autres  calculs.  On  examinera  d'a^ 
l>Grd  (1  la  propofée  eft  po(îible  en  cherchant  fî 
elle  donne  1  équation  de  condition  ci-deirus  dont 
nous  avons  parlé  ci-deiTus.  Si  elle  étoit  abfurde  ^ 
on  Tabandonneroit.  Enfuite  on  fera  y  =  xu^Sc 
if  ==  X  tySt Ton  fubftituera cei  valeurs  dans  Téqùà- 
lion  propofée.  Suf>pofôns  riiaimenant  que  A ,  B ,  C 
foient  des  fonâioAs  de  la  dimenfîon  m  ,  ire/l  évi- 

cfent  que  Yott  âufa  A  =  .v  "*/,  B  =  x"^  g,  C  =3 
*"**»/»??*  étaïit  dés  fonéîôriè  dé  m  &  de  t. 
Subftitùôns  auflli  la  valeur  oèdu^udx  de  dy  ic 
la  valeur  x dt-^t dx  es d\s  on  auralatrarrf- 
formée  fuivant»  x"^  dx  if  H—  g  u  r+-  ht)  .-+- 
jP»»-*-x  gii<  «H- jT»"-^»  iidr  =  a^  ou  en  divifaftt 
.par  jr""*"* ,  &  par  le  multiplicateur  de  x"^ dx ^ 

âx    ,     g du'4^kdf  T,  ^a    'rui  1 
H  2 ==  o.    Il  elt  vilible  que  le 

premier  terme  ne  contient  qu'usie^  firab  variable  i, 

Y  2 
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&  que  X  ne  fe  trouve  que  dans  ce  terme.  L*m« 
téerale  de  cette  équation  eft  L.  ;ir  4-  S.  %^ — 

■=D confiante; donc.  L.  x  *— D==^S>  ■»  ^- ■      ,  ■  ; 

donc  la  différentielle  ^ eft  complette  • 

f-\- gu-^kt  ^ 

&  Ton  trouyera  fon  intégrale  par  quelqu'une  des 
méthodes  précédentes. 

122.  C.oKOLLAiRE  I.  De  ce  oue —   rH 

f -j —  ==  o ,  eft   une  différentielle  corn- 

plette^  on  peut  tirer  tout  de  fuite  le  faéleur  P^ 

{)ar  lequel  il  faudroit  multiplier  la  propofée  pour 
'intégrer  fans  la  féparation  des  indéterminées  *  : 
car  réquation  n  eft  devenue  complette  qu  en  di- 

vifant  par  x"^^  '  (/"i"  g"  *+•  A-f  )  >  ou  par  x  A 
•4-\yB-l-îC;puifquejf""*"^/=ArA,x"*'*-'  g\i 
t==.x^  gux==Bux==:  By  y  &  jc*"^*  fcr  == 

x^'htx^Ctx^Cti  donc ^^^f^^^^:^ 

eft  une  différentielle  complette  ;  donc  le  faâeur  P 
qui  avoit   difparu   par  l'égalité  à  o    etoit  =3 


A;«r -+-B>  •+•  C? 

123.  Corollaire   1 1.  De-là  fuit  le  beau 
théorème  de  M.  Fontaine ,   fçavoir  que  û  Adx 


^    *  Il  s'agit  de  !a  réparation  4e x',  caries  if&t peuvent 
4tre  m^lés  entre  eux. 
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Hh  B  i  j  4-  C  i  j  eft  une  différentielle  honiogene 
fan^  conftaRtes ,  &  telle  que  m  foit  te  degré  des 
fondions  A  3  B  ,  C ,  rintégraie  de.  cette  dij|e« 

rentiell©  fera  -:— r ^  y  en  effet ,  en  fubfti- 

tuant  xù  au  Heu  d^  y ,  ic  tx  au  lieu  de  ^  ^  la 
différentielle  devient  x"^  dx  (f-h  gu  -^  ht)  -t? 
x^-^ *  g <f  w  -jh  jp'*"^ ^  hdt  ;  mais  cette  différen- 
tielle ne  peut  être  intégrable  à  moUis  que  fon  in- 

tegral&.ae   fort. — '-^-i — ^-  ■    '^  > — ,  que  Ion 


trouve  en  intégrant  la  quantité  x"*  dx  (f-i-gu  4- A/) 
en  regardant  x  feul  comme  variable..  De  plu$ 
il  eft  viiible  qu  il  ne  lui  faut  ajoutée  aucune  fonc- 
tion de  1/  &  de  t ,  puifque  fi  on  lui  en  ajoutoit 
une  5  lorfqu*on  différenciçroit  Pintégrale  ,  ce  qui 
viendroit  dé  cette  addition  ne  ferort  pas  multi- 

plié  papj?'*'*"  ]  comme  le  fork  les  termes  jt*"^  ^gdu. 

Se    :i:  "•"*"  *   h  d  u    Cfla  pofé  ,   temettons  dans 

:r*"*"  '  (/+  fiu  Hh  AO»  la  fradion  -2Lau 

lieu  de  11^  -?-  au  lieu  d^  t ,  A  au  lieu  de  x'^f^ 
B  au  lieu.de  ^"g^  &  C  au  lieu  de  x'^h,  8c 

nous  aurons  — --— — ^   *  ,  pour  lintegrale 

de  la, différentielle  A  i^  -h  B  d^  -+-  C  i  j. 

'  124.  Corollaire  III.  Puifque  A,  B ,  C ,  &c, 
étant .  dés   fonâioùs  homogènes  de  dimenfion  m 


^Qix  4oit.fe  fouvcinir. d'ajouter  une  confiante. 

Y3 


Il      .'  .       ■       ■       ■■■■       II'        JI^IJ 
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4e  v^ri^bl^s  fans  .çQpftapt/ss  ^  la  diâer9im.elle  A  dif 
l^dy  Hr  Cdiç^H-D.4!i|H-&c.  a  toujours 


pour  intégrale. ..   r^   i — /^ .  » 

il  eft  évident  qu*on  trouvera  Tintégrale  de  ces  fortes 
de  di^érientielles  en  fubftituant  au  lieu  de  dx  ^ 
dy  y  d[9  &c.  les  variables  ;r9^»r»  &c.  0c  divî- 
fant  le  réfultat  par  le  npcpbre  qui  défîgne  Je  d#gré 
dedimeniion  de  cette  fonâion  aînfî  réduite»  Donc 
(i  V  eft  une  fonftion  hompgenç  des  variables  x  , 
^5  î.  >  de  forte  <|ue  Ton  ait  iV=B=  Adx  -H 

P/iy^C<ft>onauraV=A'^ir-iy"^^^, 


n  étant  la  dîmenfîon  homogène  de  cette  fonâîon, 
Or  il  eft  vifiblje  quW  fubftituant  x^y  ^[^du  lieu 
de  dt  AT ,  dy ,  d\^y  le  degré  dé  dlnienfîon  n*a  pu 
augmenter  que  d*une  unité  ;  donc  m  -f- 1  =  n. 

§oit  la  4i|fprentî?!lft  i(  V  S3==  2  |r  i  at.  L.  '2__* 

^^*^^^^— *^-y> *  ,  dans  laqueuj'u nV 

a  aucune  lettre  conftante  ,  Ton  aura  eh  fubftîtuaiat 
;r  au  lieu  de  d  x  ^  y  au  Ijeu  de  dy^ic  diyif^ni: 

par  a  5    parce  jjue  la  dimenfion  réduite  eft  du 

fécond  degré  ,  V  ==  xx^  L.  «LlZI — .  On  peut 

voir ,  par  cet  exemple ,  qu  il  eft  facile  ,  en  fuîyant 
cette  méthode ,  d^ntégrer  toutes  les  différentielles 
4e  cette  isfpece  »  Sç^  d  un  nombre  quelcom^ue  de 
variable;  ^  ce  qui  ffpjroît  fouvent  trèsrdifficile  par 
d'autres  méthodes. 

Lorfque  V  fera  une  fondîon  dé  la  feule  va- 
riable  ^  »   les   corollaires   précédens   pourrûAt 


•rr 
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avoir  lieu ,  «n  fuppofant  même  qve  cette  foifc- 
tioii  eft  de  cette  forme  V  =«*"t-  *•  E» 
effet  fi  l'on  fuppofoit  <fV  z=i  a  x^L,  x.  dx, 
l'on  aaroît ,  félon  la  méthode  expliquée ,  V  «=s 

!i5.  Ce  qui  fift  vrai,  car  la  di£^rentielle  de 
I2f.  Problème.  5e>arer  lesvariabks  de  Véquar 


4 


Suppofons  y  «=  ^       "  ,  Ton  aura  ;'  —  * 

V rfv  —  <^^f'-^»")  — '^«<'^^^>  En 

(iibftituapt  cçs  valeurs  dans  la  propofée,  elle  de- 
vient—-«i*(  i -+-««)-+-  u<fu(i -+-**)—» 

m<i«(i-t-u«)  V( ''-♦"«'^^M'o^  Von  tiw 
d;c        ^àu        


'  >        11 


équatioq  féparée.  Si  dans  cette  éq[uatk)n  Ton  faîf^ 
^  ^   ^u  55=:  (ti  Ton  aura   -^ 


x« 


■       'r(«».  +  >^(rt-i))  g^ 


■  ^^  ^  ?      ,   Ton    a 


1^  ï-h** 

Y4 
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r'^J-'  i^ 


arf^fi-— yy  ) équ^tign    dont 

.  ch^qyç  iDçmbre   s'intègre    par  la    méthode   des 

fraétions  rationnelles  à  une  feule  variable;  il  e{l 
donc  facile  d^ntégrer  Tèquatlon  propoféc.  En  effet 
Jorfqu'on  aura  trouvé  une  valeur  de  if^ ,  on  aura 
ipelle  de  t  ^  enfuite  celle  de  u ,  &  eniSn  celle  de  y^ 

12(5/  Problème^    Henire   homogçne  V équation 

dx  (^-H  fcy-+-çy)  =(/  -H  X  -4^  ft^)  i  y 
^ui  peut  être  regardée  comme  Péquatien  générale  au 
premier  ordre  *  Or  à  deux  variables.  Je  fais  a  -H 
fi  X  -+-  cy^===:t,f+x+  hy  =:=:  M,  pour  avoir 
^  dx  ^=  u  dyi  or  la  fubftitution  donne  x  == 
ht-^cu-^ah^-çf  hu  —  t-^-a^hf      -,  ^ 

l'on  titre  en  dlfférentiant,  dx  z  iy  ::  hdt — \cdu  :  Wm  ^ 
it\  mais  l'équation  r  J;r  sss  udy,  donne  dxidyiiuit^ 

donçwrt::  Wt— î-c^m:  Ww— rft,  ou  rff(fe+«) 
«=  j  w  {b  u  -H  et),  équation  homogène  dont  on 
peut  jpaF  Gonfêquent  féparer  les  mdétermin^.  Si 
i  on  (upppfe  bh-'^c  ==  o  ^  x  Se  y  feront  infinis 
&  d^n^  ce  cas  la  méthodei  qu'oa  vient  d'employer 

çft  iiflit^Ie,  M^  alprs  Ton  z  i  ft  =  c, ==%, 

h 
Ponc  fî  Ton  fait  m  «s  ^  ^  Féquation   propofée 

fl^  *  Car  fi  le  terme  où  x  fc  trouve  fans  coefficient, 
l^ycit  HH  coefficient  >  en  divif^nt  toute  Téquation  par  c^ 
fpçfficifint  f  on  lui  donneroit  la  forme  de  1^  propo(|çt 
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pourra  dans  ce  cas  fe  réduire  à  cette  forme, 
Adx  +  dx{h  X'^ty)  z=  fdy  +m(bx^cy)dy. 

£t  fuppofant  h  x  »4-  cy  =»  f ,  Ton  aura  -  /^ 

<f7— ^<fjr .  ^ j (a  +  ^)ix d^  —  bdx  , 

c  V  /-J-  m  J  c 


Ainfî  Féquation  générale  du  premier  ordre  ne  peut 
£tre  rendue  homogène  dans  les  cas  où  Vonabfi^==c^ 
mais  alors  elle  peut  être  féparée« 

Si  Ton  vouloit  intégrer  Téquatîon  homo- 
gène C:{^ -4-  au), d\  -H  (  i^"^  cm),  ^m  =  G ,  fans 
féparer  les  indéterminées^on  te  pourroit  facilement, 
car  fek>n  ce  qu  on  a  dit  çi-^eflus  (122) ,  lorfque  les 
variables  font  x^y^  i ,  &c.  le  faftçur  P  eft  dans  cçs 

fortes  d'équations  ==  ,7 — .  ^    5 . —  ,  & 

par  conféquent  dans  le  cgs  préfent= 


AAT-HBjf 
rr-T — ^-r^: — tt ri  ^^   changeant  x  ^  7 

Si  Ton  avoit  Ajp  -^f-Bjy  =0,  le  faâeur  P 
feroit    infini.     Par  exemple  ^     dans    Té^uation 

'yijr-^jrrfy==:o,le  faûeur  -.; — ^    „     eft=s 


00.    On  pourra 

xy  —  xy    ^  Q  X  y  X  '^ 

néanmoins  intégrer  dans  ce  cas  en  prenant  un 
faultiple   ^i    de  ce   fa^çun    Suppofotis   quon 


n 
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prenne  pour  "^  multif^ic^ti^r  ^e  la  propofée  lu 
quantité    *^^*(*),    la    diffcreutieUe   çomr 

plette  (en  ««3  2 — '^PT  ^  ^.  dont  ^int(^- 
grale  ;=:»  .^^.  Si  Ton  prenoit  le  multiplicateur  —  ^ 
}  on  auroit  ^ ^  == ^  -^  ,     dont 

i  intégrale  eft  ;sxa  h,x  —  L.^  ==:  L.  1 — • 

127.  Probiême.  Trouver  Us  condithru  que  doi- 
vent avoir  les  expofans  des  variables  dans  Us  équa- 
tions différentielUs  à  deux  variabUs  feulement  pour 
qu^on  puijje  Us  rendre  kamogems  par  la  fuhftimion 

de  ^  ''  au  liiu  de  y,  h  étant  un  expofant  inditer^ 
mné.  i^.  Lorfque  les  équations  n'ont  que  trois 
termes  ,  on  peut  les  /êpréfenter  par  cette  for- 
mule générale    ay"^  x"^  dx  T^by^  x^ dx  -^ 

çx^y'dy  ==:  O9  les  expofans  des  varis^hles  étant 
ies  nombres  quelconques ,  ou  o.  Puifque  nous  fup- 

pofons  y  ^sBaat  j*  ,  nous  aurons  dy  =s=b  h  ^^'^  *  d  j, 

y""  =  j** ,  y*^  =  i'^^ 9  y'  =  ?''•  *  &  notre 

équation  deviendra  a\*^  x'^  dçf'^b%^^x^dx  + 

cA:r' î^'"*"*""  *  ^î'==o.  Pour  que  cette  équa- 
tion foit  homogène,  il  faut  que  lafomme  des  expo- 
fans  foit  la  mcmedans  chaque  terme  ;  donc  on  doit 


*  ExK  re^rd^nt  o  comme  une  quantité  a  infiniment 
petite»  Ton  a  a.  xy:^Q.,xyi  fit  muIâpUant  j-^  pat 


H^HÉMWMMMMHMHHaaMaM 
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avoir  c€S  deux  équations  n  fe-H-  m  ==  hq+p  yScnh 
4.  m  3=3  r  -4-  it  j  -4—  ft  —  I .  tia  première  donnçf 

A  *===  "T — r-    ^  ^q  fubftituiant  cette  valeur  de  h 

dans  la  féconde  ,  on  trouvera  (1  —  q  -4-  i  )  >ç 
(/î^— m)  =  (;7 — i.  r-l-  l).(n — <^) ,  équation  qui 
exprime  la  condition  que  doivent  avoir  les  expo- 
(ans  de  la  propofée  pour  qu*on  puiflè  la  rendre 
homogenei  par  la  fuppofîtion  de  y  =  j*  ^  ft  étant 
p  —  m 


Cette  fubftitution  eSk  cependant  impodible 
lorfque  p  =  m ,  ou  n  =  q  ;  mais  alors  on  peut 
réparer  faciiement  les  indéterminées  :  car  fip=im, 
l'on  aura  ( elh  fubftituant  m  au  lieu  de  p,  divifant 
enfuite  par  x""  Se  par  (  ay""-^  h  y  *) ,  at"""'  d  x 

•+•  — ^ — ^2—  ==  o.  Si  n  =  q  en  divifant  par 
a*' ,  ft:  par  J* ,  la  propofée  devient  a  .r •**"'  rfjt:  -f-' 

2*.  Si  Igs  équatipns  ont  quatre  termes ,  on  p^W 
toujours  les  repréfenter  par  cette  formule  ay""  x'^àx-^r 
by^x^dx-^  çx'y'  dy-^fx'y"  dy^^^QB 
la  fyppofition  de  ^  :5s  î'  *  donnera  at^.'^^  x**  dx  H- 

Pour  qyç  cette  équation  fpit  homogène,  il  -eft 
néceffaire  que  Ton  ait  les  trois  équations  h  n  H— 

^—  I.  La  première  donne^fr=3  ^'^     ■  ;  la  fe- 
conde  <quatîeii  Af -Hposs t  i^r*  Au  h-  A-«-  1 5  en 
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fubftituant  la  valeur  de  A  8c  réduifant ,  donne  (p  -^ 
r-f-0-(n  —  q)  =  0  —  q"^l)*(P  —  m)  peut 
la  première  condition  des  expofan$.  L'cquation  hq 
— f-  p  =  t  —h-  h  n  -4-  h  —  i  ,  après  la  fubfti- 
tution.  de  la  valeur  de  A  &  la  réduâion , .  doni^e 
(?---^-Hi).  (w  — j)  =?=  (u— g -H  I). 
(^-,-^ni)  pour  la  féconde  condition  des  expo- 
fans;  &  s'ils  ont  ces  deux  conditions  ^  Téquation 
de  quatre  termes  ^  devindra  homogeine  par  la  fup» 

p — ■'» 
pofîtion  de  y  ==  \^  «— ?  •  On  trouvera  de  la 
snéme  manière  que  les  expofans  doivent  avoir  trois 
conditions  pour  les  çquations  à  cinq  termes ,  quatre 
conditions  pour  les  équations  à  fix  ternies  &  ainfi 
de  fuite  ;  deforte  que  le  nombre  des  termes  étant  N , 
}e  nombre  à,Q^  équations  de  condition  fera  N  -— 2« 

Pour    fçavoir   il  Téquation    de   trois   termes 


'é^^  x^  i  X  ^  ^  y  ^  d  ^  '-^  b  X  ^  dy  —iO^  peut 

devenir  homogène  en  fàifantjya=^  n^^^  ^  Je 
remarque  que  Ton  a  ici  n  =  3  ,  m  =às  ^ ,  9  =  2, 
p  =  o,r  =  ^,i  =  o;  fubftituant  ces  valeurs  dans 
Téquation  de   condition,    on   trouve  quelle  eft 

vraie:  car  Ton  a  C^-^î  -*- i  )•  (?"^ ''*)=' 
(p^r-H  I).  (n  —  j),  ou  (o  — a-4-  i)X 

(O  — i)  =  (o~|H-  i).(3— 2),ou  — IX 

—  t  =H- 1.  -♦-  1 5  ou  -+-  f  =;  7  5  donc  en  fai- 

fant  ^=î«-^9ï=:^*,  Téquatîonpropofée  de-» 
viendra   homogène.  En   el&t  ion  a^r^  y^  ^^^ 

i  ^'*  »  ^*=C"  '*^^=r-iî  "  *  ^r«  Poao  en  fubôi- . 


■  ■«Il    iii-iiini<   r^    liiiBiii     I  l'i  i(  i.r      •    ■  <ji  I   r    É         I    i     I       1*1 
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tuant  ces  valeurs  dans  la  propofée ,  Ton  aura 

1      i  IL 

é^ation  botnogene* 

128.  Problème.  Séparer  Us  ihiéterihinés  iaris 
t équation  différentielle  à  deux  variables  apy"^  dy"-^ 
hy""^^  f  dx  — »-  cy  ^f^  dx=  Q ,  dans  laquelle 
p  3  ?'*  P^'  font  des  fondions  de  x  fans  y.  i^  Ea 
divKant  la  propofée  par  y^  Se  par  ap ^  il  vient 

dans  laquelle  le  premier   9t  le  dernier  terme  nd 
contienaent  chacun  q\i*une  feule  variable. 

Maintenant  il  eft  vifible  que  fi  on  pouvoit  trou- 
ver une  fonâion  V  de  r  fans  y  ,  telle  qu'en  multi- 
pliant cette  équation  ainfi  réduite  ,  elle  rendît  les 
deux  premiers  termes  une  différentielle  exaâe  , 
on  trouveront  l'intégrale  en  prenant  celle  des  deux 

41     j         .        cW p^^  dx 
premiers  termes  &  celle  du  tei'me ^ . 

Le  premier  terme  après  la  multiplication  ,  fera  ±3 

Vy  —  ^  dy ,  &le  fécond  fera  =^2CIllX!Ë  , 

ap 

&  la  différentielle  exaâe  fera  Adx  -4-  B  i  y ,  en 

faifant  le  multiplicateur  — >2L- _  =  A  , 

ap 

&  VjK  "  -  ^  =r  B.  Il  faut  donc  (  88) ,  que  l'on  ait 

jdA)  (dS)         (n— y  ^  i).bVp^y''-^ 

dy  dx*  \  ap 

y'^'dV    .        (n—Q'^i)hpHx        rfV  , 

< — 7^—  j  donc  -i i   ^^    ■  "^ 5=«  -?r  , 

aor  ap  y. 


■» 
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=  S.  i 2 i—L •  L.e(e étant IdnoBi- 

bre   dont  le  logarithioe   hyperbolique  c^  i  ) 


=L;c  "  «P  en  faifant  n  —  j-f-yssisg; 
donc  en  repàilant  des  logarithmes  aux  nombres, 

gbp'dx  ^   gip f dx 

V=i=  é^*       ûf      .    Or  c   *     tfi^       dépend    de 

l'intégration  des  difFérentielles  à  une  feufe  va*- 
riable  ;  ainfi  Ton  peut  fùjjfpofer  V  connue» 

Si  Ton  fubftitue  cette  valeur  de  YdansTéqua* 
tion  Y  y*    '  ajiF  H — £^ — t —  ^ l z=:o, 

les  deux  premiers  termes  devkttdr^fft  une  dil^rënh 
tieHe  exaâe ,  qu'on  trouvera  en  integraht  le  premier 
terme  dans  la  (lippoiîtiQn  de  y  feul  variable  i  mais 
l'intégrale  de  ce  premier  terme  dans  cette  fuppofî* 

tion,  eit  =— :ti ^  =     y.-  5   donc  Tinté- 

n^q^i  g 

grale   de   tout^l   TéqcHitiôn    fdrë  * — ^oL^     ^^ 
S.   '^P''^''  ==d,ËnfabftïtuantlâvaïeurdeV, 

==  C ,  ffitiîfîpliâfft  tout  par  g  ^  divifàiit  par 
^  ^^        ^^anfpofant  le  fécond  tetmei 


iflllll  I— 
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&   prenant   la    racine   g  t  "il  vient  jf  = 

les  indéterminées  feront  donc  toujours  fépârées 
&  Téquation  intégrée  par"  cette  méthode^  Si  g, 
ou  n  —  ç  — j—  I  étoit  =  o  i  la  méthode  paroîtroît 
ne    rien   donner  ;  mais  dans  ce  ca6  on   aoroit 

n  —  î=:—  i,&ta  propofée  fe  réduiroît  à  -^  -** 

iZléiL  ^II^liiL^  o,  dont  rintégrale  eft 

T  .      b   Q    p^  dx    ^  c     Q    p^^ dx         ^ 

JLi»  y  "  I  '■  —  0«.    '  I  '  -  •  Oi      ■'         ^'  •"  xjt 

•^  a  p  4  p 

129.  Lemme.  ToMfei  fe5  équations  à  deux  varlalUs 
&•  i  trois  termesy  peuvent  fe  téduire  à  cette  forme  dy  aà 
ax'^dx'^hy'^dx.  Puifqueces  équations  ont  deux 
termes  où  fe  trouve  la  différentielle  d'une  variable 
&  un  terme  qui  renferme  la  différentielle  de  Tautre 
variable ,  il  efl  vifible  qu  elles  peuvent  être  repr^- 

fentées par  Inéquation  K:^ u' du=^^u^i^à\^ 

Qu""  \^  i  ;[^. -Divifant  tout  par  K\^  Zl  par  u^  on  la 

réduit  à  celle-ci  u^""'  d  u  =  — -  ^  *-^  d[ 


C 

-^u''"*  ?'""'^î»  qu  on  peut  exprimer  aînfî  :  k  *'  du 

E^^^di^Fu''z'"d^.  Faifant  maintenant 


u  ==  y  a' H-  I ,  Ton  aura  u^' du  == 2L.    En 

fubftituant  la  valeur  deu&dew^'dM.  &mul- 
tipliant  par  a'-+-  i ,  Ton  ^  dy  =  («'-h  1)  E  j^^i  ç 


w—— — .iaa— — ii^M^— fc— i  t  I        i  méÊiiikiiéi^uÊiÊaim 
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(àfr^i)^y  «'-♦-«  t" dî,  qu'on  peut  ex- 
primer aînfî  i^  =  Gt*'^?:  -f-  Iiy^i'"di, 


Suppofant  of  =={*""*■'  j  ou  {  ==  jc  c"-+-i ,  on  cil 

^  fubftituant  ces  valeurs  cie  ^  &  de  if  ^  notre 

équation  deviendra  d  y  ===±î  - —  X  ;c  c"-m  i  jr  -fc* 

H 
-jj — •  y^d^  9  qu'on  peut  exprimer  par  dy  ==a 

ax^  dX'-^  by^ixé 

130.  P  R  0  B  L  Ê  M  JC«  C//ze  équation  différentielle 
quelconque  à  deux  variables  &  à  trois  termes  étant 
donnée ,  féparçr  les  indéterminées  pour  t  intégrer  tn^ 
fuite ,  6u  \f intégrer  en  les  féparanté  On  pourra 
toujours  réduire  la  propofée  a  la  forme  dy  =s 

ax^  dx  --^  by^  dx  ^  comme  on  vient  de  le  dé- 
montrer, &  on  pourra  refondre  cette  équation 
comme  3  fuit  : 

I^  Si  m  ==  0 .  lequatîon  (èra dy  =  adx-^ 

bv'^dx,  d*où  Ton  tire  ^ — =  if  jr ,  équâ- 

tiôn  féparée* 

2*.  Si  a  ==  - — - ,  on  fera  x  ^=  j  STh-  i  ,  ou 


jç**s»m-^i   iy— ^   ^+ii?,fc  en  fubftituant 

les  valeurs  de^r ,  de  i2;rfc  de  j  ,réquation  deviendrai 

dy 


\ 


CÀtcut   Intégral.  5^3 


«■i 


if  y  ■ ^    -+-    ■    "      ■ — —  ym^ir  mr\r  i  i?, 

^  m  + 1  m  —H  I     • 

m  m  m 


OU  (m+i).i7fi -h  t  dy^==aini'-hi  d^+by  m -^  i  dr^ 

qui  eft  homogène ,  &  dont  par  conféquent  on  peut 
féparer  les  indéterminées. 

^•^  Si  q  ;=  I ,  on  pourra  mettre  la  propofée 

fous  cette  forme  —  y^  dy  -4-  fx'^y^dx  H- 

ky^  dx  =  o 9  8c  la  comparer  avec  la. formule  du 
problème  précédent ,  ce  qui  donnera  a  ==  —  i, 

p'  r==:  ar^  ==:  I ,  /i"  ==  x"^  y  &  en  fubftituant  ces 

valeurs  dans  l'intégrale  qu'on  a  trouvée  dans  ce 
problême ,  Ton  aura  l'intégrale  cherchée.  A  caufe 
ciep  =  ^^  ==p^=  I ,  Ton  aura  le  fadeur  Y 

^  ghix  ^  ghx 

du  problême  précédent  ==  e    *    ^    =   e     a      • 

4**.  Enfin  on  peut  toujours  intégrer  l'équation 
propofée  en  féparant  en  même  tems  les  indétermi-* 
nées  y  quels  que  foient  les  expofans  m  ic  q ,  on 
peut  même  trouver  une  infinité  de  fuites  qui  ex- 
primeront la  valeur  de  ^  en  iT  ,  en  laiflant  l'ex* 
pofant  m    indéterminé    &   prenant   un   nombre 

quelconque  1 9  2  9  3  ,  &c.  7,7,  &c.  pour  l'expo- 

fant  qi  il  eft  même  facile  d'avoir  la  valeur  de  y 
en   laiflant   cet   expofant    indéterminé.   Puifque 

S.by^dx  en  ajoutant 


ax"^"^^ 


la  confiante  C ,  on  pourra  trouver  une  infinité  de 
(iiites  qui  donneront  la  valeur  de  y  ^nx. 

Tome  IF.  Z 
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131.  Soit  réquatlon  qu'on  appelle  du  Comte 
Ricati  dy  ==:  ax"^  dx  -+-  by^  dx;  en  intégrant  de 

part  &  d'autre ,  il  vient  y  = =-+  S.  by  *  dx. 

•Suppofant  maintenant  que  la  férié  qui  doit  ex- 


primer la  valeur  de  ^  en  jf ,  foit 


ax 


TO-f-  I 


^2  ^z  m-K-2  T.aX^'^^ 


on  aura  jy  *  ==  -7 — ; — — -  -+- ^-f-/^% 

&  la  différentielle  by^  dx  ==  — 5-^! ^ — ^^-f* 

%bax'*"^^pdx     ,    1  ^.  j        o,        •  .'  j 

^ i--^ —  '+'bp^  dx.  &  en  intégrant  de 

TO  +  ï 

part  Se  d'autre  ,  on    trouvera  S.   byy  dx  =a 
j^ijpim-H3       ^^       a^hux'^'^^  pdx    ^^, 


S*  i  p  *  i  AT ,  &  par  conféquent  y  ==  — ^ -4- 

fc^*:r*~"^'        _£_  ç     ^hux"^"^  ^ p  dv 
*(m-+-i)^.(2m-H3)  772-4-r 

S.  bppdx.    Si   Ton  fuppofe    maintenant  /^  == 

^    ^^5  ien  fubftîtuaht  cette 


valeur  de  p  dans  les  différentielles  — — — -• — ?—  ; 

&  b  p  p  d  X  9  on   trouvera  en  prenant  les  inté- 
grales ,  d'autres  termes  de  la  fuite  cherchée.  On 
'  ne  doit  'pas  oublier  d'ajouter  une  çonftantCt 

On  peut  aurtî  employer  les  reflanglcs  de  Newton,  Ik 
îl  çft  aifé  de  voir  que  la  méthode  dont  nous  venons  de 
faire  ufage  fournit  généralehïeïit  !a  fépatation  aufli  bien 
^ue  l'intégrtxtioD. 


«ai 
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1 5^»  Il  y  a  une  înfinîtéde  valeurs  de  m  ààni 
icfquelles  Téquation  de  Ricati  peut  être  feparécé 
Pour  le  faire  voir  repréfentons  cette  équation  pat 

la  formule  dy-^ay^  dx  ==  b  x"^  dx ^  a  8c  b 

étant  des  quantités  pofitives  ou  négatives  *.   i*.  Si 
m  ==  o ,  Ton  aui-a  dy  -7f-  ayydx  ==  bd  x^  d'où 

Ton  tire      -^        ==  d  x  ^    équation    féparéttè 

A*.  Suppofons  y  ==  —,  Ton  aura  dy  — ^-^  ^  ^ 


?  \  ?  ? 

Subftitùant  ces  valeurs  dans  Téquatîon  propôiée , 

&  ôtant  les  fraâions  Ion  trouvera — cd:j[  h-  accdx 
= i  a:  "•  iidx ,  dans  laquelle  faifant  t = jr  *  "*"  pour 

avoir  a:  "•  i  j:  = ,&i;«'=== ^-r-^  >    U 

viendra  en  tranfpofant  $c  changeant  enfuite  tous 

—  m 

les  lignes, ciiç -4- -r  — =î^ : — '—  i   qui* 

en  divifant   par   e    Se  fuppofatit    =;±2   a* 

&  -^ 8=2    5%   dev/ietit  i?;*-H  a'^ij-^i^  <i=± 

i^r"  if  (en  faifant  encpre   ±=-  n  )  ,  iéquâ- 

tien  qui  â  la  taèmc  fonii^  que  la  propofée  8c  qui 


*Si  d^ns  l*équatîoti  du  problème  le  ccc^cient^ejy^dx  tfi 
pofitlf,  rien  n*ciïipcchedc  Icfuppofçr  mamtenirtt  négatif. 


tmm 
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pat  conféquent  doit  admettre  la  fèparation  dans 
les  mêmes  cas.  De-là  il  fuit  que  fi  la  propofée  eft 
iéparable  lorfque  m  ^:;:in^  die  le  fera  aum  lorfque 
—  n 

n-f-î 

Suppofons  ^  = ^  pour  avoir  rf^  =3—  — 

X  îniTf  Xt/9 

—  —  -4-  — J-.  Si  Ton  fubftitue  ces  valeurs  de  dy 
&  de  y  5  Ton  aura  en  multipliant  par  -7-  jt  or , 

if^  " — -  ==  —  ijf*"*"*  dx.    Maintenant  fl 

^  XX 

Ton  fait  xs=-,  il  viendra  i?  -H  audt=s 

J  r  ""•""*  rf  t ,  qui  eft  femblable  à  la  propofée.  Donc 
C  la  féparation  réuffit  lorfque  m=  n ,  elle  réuf- 
Cra  aum  lorfque  Ton  aura  m  ==  —  n — 4.  AinC 
du  cas  m  =::=  n  il  s'en  fuit  les  deux  cas  ;  fçavoir  , 

_     mm 

m  ==  • ,  &  m  =  ^— n  — -  4 ,  &  comme  d'ail- 

leurs  la  féparation  réufCt  lorfque  m  =  o  ,  ou  lorf- 
que m  =s  n  =s=z  o ,  en  employant  alternativement 

ces  formules ,  Ton  a  m  ==  «—  4  ;  m  =*::—;  m  == 

—  l,ms=-- iî,  m=:-— '*m= — ii.&c.Cescaf 
font  compris  généralement  dans  la  formule  m  =s 

-^ ,  P   étant  un  nombre  entier  pofitif 


quelconque  ou  o. 

Mais  pour  faire  mieux  comprendre  ce  que  nous 
venons  de  dire ,  voici  comment  je  raifonne  :  Dans 
la  fprmule  de  Ricati  les  indéterminées  font  fépa-* 
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\ 

xabl«s  lorfque  m  ==  o ,  premieir  cas  :  &  de-là  il 


n-h  1 


fuit  que  la  même  chofe  a  lieu  lorfque  m 

fécond  cas.  .  De  plus  la  féparatîoH  réuffit  lorfque 
m  ==«  n  ;  elle  réuffira  donc  auffi  lorfque  rti  =  —  n 
—  4.,  troifième  cas.  Si  m==  o  ,  Ton  aura  le  cas  de 
{cpàtàhiWié.  1°.  Si  m  =0  =n.  2^  Si  7i==  o  , 

Ton  a  alor§  m  == — 4  :  car  par  la  troifième  formule 

m  ==  —  n  —  4»  3°.  Si  m  =  n  =  —  4  »   la 


formule  m  = donne -31-~  = ^.    Si 

/i-hx  -—44-1  3 

maintenant  m  =  n  «=  — ^ ,  la  formule  m 

S 

•—  n  —  4  donne — *•  4 


_  3_        *  3 

Si  m  ==  ç:?=  n ,  la,  formule  m 


3 

—  fait  voir  que  la  féparatîon  aura  en  Core  lieu  fî 


n-f- 1 

Tondivife — j  par  n  -+-  x  =#:  -—  j 

JZJLi-L  =====  —  X-    c*efl:-à'dire  •  fi  Ion  fait  m  5=s 

—  —  ,  &c. 

f 

.    L'équation  iy  -4- /j^  f  '  i?  =  gi*  d^k  réduit 

facilement  à  la  formule  de  Ricati  de  la  manière  fuL- 
vante  :  je  change/  en  (i^Sc'je  fais  j*  iif  ==s  dx,  ou  ^ 

î :  ou  ?'"*"*  a==s  (  t  -+- 1  )  jf  5   alori  z 


((r-H-i)x)'"*''  «=  (ft,  :r)''cnfaifantf  +  l! 

2:3 


|j8  Cours  bB  M4trt4««Att<itf es, 

=  ft&    ^    8=72} donc 4?  =  ?}fe4Ar(ft *)*^S  & 

en  faifànt  g  'i  A*  =  h  ^Zc  pn  Hf-  n  -^  i  ==  m  ; 
donc  en  lubftituant.  Ion  aura  i^  -4-  ayydx 


hx"*"  dx.  Aînfî  réquation  dont  on  vient  de  parier, 
admettra  la  féparation  des  indéterminées  dans  les 
picmes  cas  que  celle  de  kicàti* 

Si  Ton  fuppofe  que  P  foit  un  nombre  iofînî-^ 

Q  2P±  I 

VéquStioh   cfc   Ricatî  prend  te   foiwie    iy  H** 

.  h  dx  I 

r  f^y  4-^==  '^^^^  3  &  faifant  y  ==  - ,  Ton  a  dy 

XX'  7 

"?r—  rr-,  yj=  —  f  &.I équation  devient 

d  7  adx  là  X       :         ,        , 

=  -— ■  ,  équation  honaogéne  ,' 

X  X 


&  qui  par  coqféquent  admet  la  féparation  des  în- 
déterminées,  •      - 

§i5(ppôfoffti's  y  ==;:  Air  ^  ^-ç  r at^  ,  en  fiAftiteant 
les  valeurs  de  y  y  te  àt  dy  que  donne  cette  fup- 
pofition ,  dans  l'équation  de  Ricatî ,  elle  devi^ndr^ 
\Kx^''^^  dx  -+-  qx'^^'^  tdx  -^  'é^'i't 
'4X*^^ tt dx+n  À  A:v ^^ dx  4-  à*  A rtr'-^'^tf* 
ix"^  4'lXf  Sùppofons  màîntehrfÉit  p  —  |  «===  %p-^ 
pA-+-4  AA===q;p -4- ç====  jf  — -i^î  -H 

^  4  A  ==  o  st  Ton  aur?  p  =  —  | ,  A  =?=  -^    ^ 

^  ==N^:i,  Dçiiç  çn  effaçant  les  tferinfes  cjui  fôclt 
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égaux  à  o.  Ton  aura  la  transformée  a;  ""  "^  d  r 

Si  l'on  fuppofe  m  ==  —  4  ,  ayy ,  qui  eft  ici  re- 
préfenté  par  att ,  &c  h  feront  multipliés  par  une 
ipcipe  puiflance  de  a;  ;  or  alors  les  variables  peu- 
vent être  féparées.  En  effet  repréfentez  —  4  par  m, 
Fcquation  deviendra  x'^^dtz=zbx'^dx  —  attx^  dx^ 
&  fuppofant  m  -+-  2  =  n ,  on  aura  en  multipliant 

par   x^ ^dt^^hx^^dx--  aîîx'^dx ^oxx:; === 

*  '  l — ait 

x^  dx  ,  équation  où  les  indéterminées  font  féparées^ 
Soît  de  plus  fuppofe  r  *=  —  3  l'équation  B  de- 
viendra iî-+-  ^AT"''^*  xî^^—  (i^'^^  dx,  & 
fuppofant  ij[asz  Alxf'-+-x^'  t^^  on  aura,  en  ope* 
pérant  comme  ci-devant ,  p  '  A  '  ^  ^'  ""  ^  dx  -4- 
ç'a;^^^'  t'dx'^x^'dtJ-+-bx^'i'^''^*t^tUx-^ 

=  ax^""  dx.  Suppofant  maintenant  2 p  '  -+-  m 
25=«p^ — I,  p^  A'  -+-   fcA'A'=!=o, 


j^  -4-2  ^  A^  ==0^  q^  •—•  i==p'  -4- j^  -4-» 
m  -i-  2  ;  Ton  trouvera  p'  =  —  m  <—  3  ,  A  ^  = 


^"^3   ^  q  r  =  —  a  m  —  i ,  &  la  féconde 

transformée  fera  après  avoir  muItipRé  par  x  *"•"*"*  , 
^ii  «1^  ^;»:-  '»  -  4  f ifJ^^  — =  4ÏA'  ^  *"  -^  +  ^AT.  Cette  é({u%^ 

tion  admettra  la  féparatîon  fi  — m  — •'  4  =2  m  4-  4^ 

g 

ou  fi  —  8=^  m,  ou  fi  m==. -•  Si  on  fuppofe  de 

nouveau  r'==,i,&î'=A''ii;^"-4^;r^"t^^ 

Z4 


i 


56o    Cours  de  Mathématiques, 
on  trouvera  que  Téquation  eft  féparable  fi  m 


la 


9  &  Ton  pourra  en  continuant  les  fubftitu-' 

S 

tions ,  trouver  de  nouvelles  valeurs  de  m  qui  ren- 
dront Téquation  féparable. 

Drfnsla  première  lubftitution  on  a^  =  Ax^  -+- 
x*^ty8cp  =  —  I ,  q  =  —  2  ;  dans  la  féconde 
fubftitution  ,  on  a  /?^  ==  —  m  ^^^^q^  =»  — 
a  m  —  69  &  ainfi  de  fuite ,  de  forte  que  Texpo* 
fant  qui  repréfente  q  eft  toujours  double  de  Tex- 
pofant  qui  repréfente  p  ;  donc  lexpofant  p  étant 
_Pm-— aP  —  I, Texpfant  çferoit  —  rsP m  — 
<j  P  —  a.  Donc  en  reprenant  les  fubftitutions 
préc^^^^^^s  &  fubftituant  les  valeurs  de  r  ^ 
^1  ,/,  &c.    Ton  aura    y  =:    Ax^'   H— 


*-', 


A'jr-'^-^-Hc' 


.-^l»— 6 


A":r-^«-^-h-x~^*^.  &c,  y  t; 

t  étant  une  variable  qu'on  détermine  (Ar  la 
fubftitution  dans  les  équations  (eparées  »  t  eft  le 
multiplicateur  du  fécond  terme  du  dernier  fac- 

teur.  Si  1  on  fuppofe  m  = 2 —   ,   il    faudra 

continuer  jufqu  au  fadeur  dans  lequel  le  premier 
terme  en  x  aura  pour  expofant  —  Pm— -2P— i, 

le  lecond  terme  étant  Ar''*^'"""^^""*r.  Sîon  fub- 
ftîtuoit  —  au  lieu  de^ ,  enfuite  A  *^  -+-  *^  r  pourj 
kc.  on  trouveroît  les  autres  valeurs  de  m  qui  ré- 
pondent à  ni-  ,&  la  valeur  générale  de^  ferajF  =s 

1 

A;«"-*-'Hb^'****"*.(^- ^ : — — T 7^  ♦^ 
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en  continuant  de  même  jufqu'à  ce  que  le  prer 
mier  terme  en  x  dans  le  dénominateur  foit 
^-«(P^i)-.2i-i;^   2\qx%  le   fécond  terme  fera. 

I53;Remarque.I1  ne  faut  pa$  confondre  la  fcpa- 
ration  des  variables  avec  Fintégration  ;  c*eft-à  dire  , 
qu  on  ne  doit  pas  regarder  une  différentielle  comme 
n'étant  pas  intégrable  parce  qu  on  n*en  peut  pas 
féparer  les  indéterminées.  Car  dans  les  cas  que 
l'équation  de  Ricati  n'admet  pas  la  féparation  , 
on  peut  l'intégrer  ,  ainfi  qu'on  l'a  vu  précédem- 
ment 9  &  on  auroit  tort  de  l'abandonner  comme 
on  a  accoutumé  de  le  faire»  On  peut  auffî  in- 
tégrer uu  grand  nombre  de  ^lifférentielles  fans 
avoir  recours  à  la  méthode  de  féparâtion. 

Si  l'on  avoit .  par  exemple  ^  l'équation  ydx  = 
xdx  —  xdr  ^  cette  ^nation  neft  pas  intégrable 
dans  l'état  ou  elle  efl  ;  m^is  en  tranfpofant  le  termel 

X iy  ,  elle  devient  ydxHr'xdy==:xdx^  dont 


l'intégrale  eft  xy=^ 1-  C.  L'équation  ydx 


xdx -4-  xdy  ^  deviendra  intégrable  en  tranfpo- 
fant le  terme  xdy  ic  divifant  par  j?*  ;  car  l'on 

aura  7^5       ^^y  =g  if  ,   dont  l'intégrale  eft 

-^—  =  kj%  x. 


X 


Soit  l'équation  ^^^/^^-^^^  =:(f?,raioute 

ix—y)* 

au  avidérateur  deaxterme&qui  fe  détniifeiii;2x'i;r<*:^ 


'1 


^•riMMiM 
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2X 


d  r.  L'îatéffrale  eft  donc  aâ  7. 


Soit  la  différentielle  x^  dx''  Hh-  xydxdy  =* 
#  *  i  y  *  ^  en  ajoutant  de  part  &  d'autre  -^^^ ^^ —  j 

4 

fonauia^^  iijr  '  --^xydxdy  -+*•  <  ■■-  /..     =^ 

4 

s^iy^  -4*    ?     y — .  Prenant  la  racine  quarrée  , 

4 

{jflptégrale  du  pren^icr  membre  eft  facile,  à  trou^ 
ver  ^  Sç  celle  du  fécond  fe  trouve  par  les  fériés. 

Si  Toa  avoit  ^équation  x^  dy  H—  2xy  dy  ^ 
J^  dy  z=z  b"^  dx  ^  en  ajoutant  i  ^  i  y  de  part  8c 
d'autre  ,  Ton  aurait  x^  dy  -+-  3.  xy  dy  H— y  *  ^jf 
•4-  b^  dy  =  b^  (dx  -^  dy)  ;  donc  en  divifant  ji 

iy  =     .  ^    "^  ^.~ — -Zi  =; J  ( en  faifant  x^ 

^==  ?)•  L'intégrale  du  fécond  membre  de  cette 
éqnation  eft  un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  =;  b 

it  la  tansgwce  =3;  ç  as;  4^  H- j>r. 
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Pe  la  demi  -  Séparation  des  Indéterminéxs 
st  pe  quelques  autres  mét^op£$ 

■ 

Pï:  Calcul  Intégral» 

s  34.  Nous  ne  connoiiTons  point  de  méthode  générale 
pour  {ëparer  les  indéterminées  dans  une  équation  don^ 
iîée,  lors  même  que  cette  réparation  eft  poffible  ,.lbit 
^n  la  rendant  homogenç  >  ou  fans  la  rendre  homogène. 
]Pour  la  rendre  homogène ,  on  peut  eflayer  d  égaler  une 
des  variables  où  mêmç  une  fonftion  de  deux  variables 
^  une  fonûion  d  upe  nouvelle  variable  avec  des  expo-- 
fans  indéterminés  qu*on  détermine  dans  la  fuite  par  U 
fTondition  <}ue  la  transformée  doit  ^rç  homogène. 

Là  méthode  de  la  demi-féparation  eft  due  au  Comte 
^tacques  RicatL  Dans  cette  méthode  >  on  diftribue  l'é-^- 
quation  de  manière  qu  il  en  réfulte  une  eipcce  de  demi- 
féparatioti  >  en  remettant  dans  les  multipliciiteurs  ou  au 
vifcurs  communs  ^  les  quantités  qui  empêchent  la  fépara^ 
tion  5  on  égale  enfiiire  l'intégrale  des  termes  féparés  4 
une  nouvelle  variable;  &  par  le  moyen  de  cette  fubfti-» 
tution  on  chafTe  une  des  indéterminées  de  Téquatioa 
propose.  Après  l'opération  il  arrive  fouvent  que  lesindê* 
;çripinées  font  (eparées  dans  l'équation  réfujtante. 

ËxsMPLB  ï.  Soit  la  diftérentiçUe  — ^ "^       '  ap 

^?,  ^  étttit  «ne  fonélion  4e  y  fins  ».  Le  numérateur 
étant  intégrable  ,  je  regarde  le  dénominateur  comme  un 
*àivifcur  commun  de  tous  les  termes  du  numérateur,  & 

je  fuppofe  zydy'i-  jçijf  -hydx  =s  ^dui  dotiQj^  -H 
•jtyis=.(LUy  &  X  3n— 13^,  Donc  notfç  équation  4e-r 

->îtft|fli^  •i-'-»— ■■■■"■     =s:fe.ôn'^'    ^^'iatir^    d'oti 

y 

1*0»  tirejda—ïii^ssji^ ,  ou  en  divifant  par  j»  &  prépîK 


»   . 
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rantréqaationttf  Q — M  =ïrff.  Faifons  — i-= —  s 

I  fera  une   fonâion   de  j  p  Se  l'équation    deviendra 

«.  C J  =  rf  j.  Suppofons  enfin    —  -^  —  = 

— ^J  on  auraL  .«-L,r=L.p,  ou  L. —  =  L.  p ,  ou  — = F  » 

„  -       -'rf^         dt  \       .,     ^  du       dt 

ou 


-^>  dope  enfubftituant,pt»  — =5  iç.ou  eJp  =tf?» 

ou  rfjr  =  — i- ,  mais  £  &  r  font  des  fondions  de  y  ^doae 

t       ^  . 

réquation  eft  féparée. 

Exemple  IT.  Soit  Tcquation  —  Arf^-f-aB^jfdfyïss  Jjiy> 
A  &  B  étant  des  fondions  quelconques  de  y  fans  x,]^ 

la  difpofe  aiefi  —  Ady:=:x^  .  ^—   — •    à  Bdj  j: 

dz 
Faites  «  Brfj  =  — ^  ,  afin  que  jfoit  une  fonftiondcj^, 

? 

îl  viendra  —  A  dfj=  x  ap.  ^—  —  -^  \.  Faifant  —  =3 

rr-  >  &  éliminant  af ,  il  vient  —  A  ij'  =  •— ri — '   ^**  "^ 

— r"~=:^tit  y  équation  dans  laquelle  les  indéternai- 
tiées  font  féparées^puifque  A  &  ;  font  des  fondions  de j^» 

Exemple. III.  Soit  la  formule—  -* H  lydx  =«: 

^y^y-  Je  la  prépare  de  cette  manière  j'.  (id*— -«rf/-) 
( A )•  Je. fuppoft  maintenant  itfx  -*  ««f j^  =9S 


«dfjj  doftc  lX'^ayc=iai,tcjssz^ — ^.Sttbftîtuast 


tê^^âmÊ^^^à 
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cette  valeur  de  j&  cdk  de  hix  -^  ady  dans  Féqua^ 

13              j         fi^  àx  ,   , 

tion  A,  Ion  trouve  hxd\  —  ajtij  = yoxi  hxai 

X 

a  '  dx  *      ,    i» .      1  aflfrft 


tfîfi^j;.  Je  faîsçtîj  =  — pour    avoir 

ijcir  =  aa,  ("  ^  H-  —  ")  (B),  Faifant  enfin  ^-^4-: 

^  \  X        t   y  x 

— —  =  ,  il  Vient  en  intégrant ,  fl(ia:-l-/t)  =  aZii, 

lu 

ouâ:  L.xt=aL*U70uL.xt=:L.  a^ou:t:i=:u,  Icx^^ 

-^.Subftituant & à  la  place  de  leurs  valeurs  , 

t  tu'' 

/.       •*,.         budy          a^  du  b  d  7 

1  équation  B  devient  — --^  = ,  ou  —-^     =* 

— ^ ,  équation  dont  les  indéterminées  font  féparées , 

uu 
puifque  t  eft  une  fonftion  de  J, 

Exemple     IV.     Soit    maintenant     Téquation 
xx^dx-hxy  dy-i-y  ^dx ^  xdx-^ydy 

«icmbre  eft  intégrable ,  &  en  faifant  x^-hy*  =?î>  il' 

fc  change  en  — i-  5  de  plus  cette  fuppofition  donne  ydy 

=5:2;^:^  —  xdx.  Donc  en  fubftituant  dans  le  premier 
membre  de  Téquation  les  valeurs  dej^*&de;'4y>  & 

dz 

changeant  le  fécond  membre  env— 1- ,  Ton  aura,  toute 

^^  a  a 

réduaion faite,  ^,  \  ?^  .  =  — ^.  Pour  préparer 
45ctte  équation  on  l'écrira  ainfi  ^  ^  ^«(yit-f-^&jgs 
~.  Je  fais  «  d{  4-îiî^s5;  a  tit;&«n  intégrait,  xî=* 
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y»^— — — i— — i»  —— —  I    I  I  Mil  II  I         ■  Il  I  t^^,^,,^^^ 

itt)  donc  X  =1  —  i   donc  ctl  éliminant  a?>  i'éduaftoit 

? 

préparée  devient  — r^-- — '^  =s  — \~ ,  ou    ^^^^,  =* 

— ^,dont  l'intégrale  cft—  =2  L.  ? ,  i  étant  un  arc  de  cercle 
l  a         . 

dont  la  tangente  i=  2  &  le  rayon  =Kâ. 

i^r.  Parlons  maintenant  d'un  autre  artifice  dont  Cm 
fkrt  Jean  Bernouilli  dans  les  aftss  de  Léipfic  i^p/  , 
en  faifant  une  des  variables  de  Téquation  égale  au 
produit  de  deux  autres  variables  indéter:ntnées  >  (  pro- 
duit qu'on  divife  par  une  confiante  a  pour  confcrver 
1  nomogénéité  )  :  ainfî ,  par  exemple ,  on  fuppofe  y  =: 

•^^  9  P  ^  Q  étant  deux  nouvelles  variables.  En  élimi- 
a 

nant  y  par  cette  fubftitutipn ,  on  détruit  quelques  ter- 
mes de  l'équation  qui  en  réfulte ,  de  manière  que  l'on 
puiffe  réparer  les  indéterminées  daos  les  termes  qui 
reftent. 

Exemple  I.Soitréquationtfyiy=s^y*A:-f-.v^(fc,  faitesj^sd 

^^ ,  ayant  fait  la  (ubftitutîbn ,  on  aura  une  nouvelle 

équation  aq  ^pip^^^'-q  iq  s:ip^  q^  doô  ^a^  x^isèé 
En  fuppofant  égaux  les  termes  aq^pdp  t  p^q  ^  d:c , 

1  on  aura ^=ax  >&a X.  p  =  x.  Efraçant  les  termes 

P 
qu'on  a  fuppcrfes  égaux,  il  vient  np^  qdq=s=iii^x^dxp 

"  (IX  ^  dx 
ou  p^  qiq  ;=s  nx^dx ,  ou  qdq^Ki j—  ,     équation 

dans  laquelle  les  indéterminées  font  Tépatées^  puifquep 
éft  une  fonélion  de  a?. 

-  ËïEMPLS  IL  Sok  YémdxianJy  zsz-^-^  ^^-^  ^ 

•^        xx'-^aa        X  ' 

fift  faifait  y  -oss  ^^^  x>n  auta  4a  nouvelle  «gpiatioo  ;  if 


« 
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I  ■       !■    ■        ■  '  ■  Il      ■  I  > 

.^.pjç— _0 ~-^— 7 — T^   •   Je    faus    qif  ira 

'^    ^        xx-^aa  a^  x^  ^  ' 

«-2 ,  dou  le  tire  -^s= • ,  &  en   inté* 

ar^ — aa  '  p  ^«  —  aa 

grant , L. p  =  L.V^(xx  —  aa)  ou  p=  ?/*(  jwp--—  aa).  Et 

façant  les  termes  qu'on  a  fuppofés  égaux,  il  vient piq 

—  p^  q^  dx  à^  dq  af^âx    

^         a^x^       >0U—        ^3  —         ^3       — 

ax^dx^^a^dx       adx  a^dx      ,        .        •        , 

--2 —  - — - —    équation  dans  la-* 

x^  X  x^  ^ 

quelle  les  variables  font  féparécs. 

Mais  cette  méthode  ne  réuffitqucdans  leséquati<msdan$ 
lefquelies  on  p,eut  mettre  dj  dans  un  ieul  ^rme»  j  dans 

Tautrt  terme  6c y ^  dans  letroifiême  terme,  m  étant im 
cxpofant  quelconque.  On  fent  bien  que  ce  qu-on  dit  dejr 
doit  s'entendre  d'une  autre  variable  pour  laquelle  on  pour- 
roit  faire  une  femblable  difpofîtion* 

î3^'  Les  fubflitutions  font  utiles  pour  ramener  plu- 
fieurs  équations  différentielles  à  une  autre  équation  dont 
on  fait  trouver  l'intégrale.  Suppofons,  par  exemple» 
^u  on  veuille  ranener  une  équation  à  Téquation  générale 
fjf»  dy^y^-^^-p^  dx^cy^f^^  dx'sr^Oj  dans  laquelle 
p^  p  '  &  p  ''  font  des  fonctions  de  y  làns  x  *  &  qu'on 
peut  toujours  intégrer  (128).  Si  danis  cette  formule  on 
fubftitue  différentes  fonûions  de  x  prifes  à  volonté  pour 

JP>  p'>  p"  &  qu'on  faffe^  =  ^J'j  ou  en  général  \^  =2 
^"^  y'  y  t,  r,  X  étant  des  cxpofans  arbitraires  qu'on  dé- 
termine enfuite  comme  on  veut ,  il  eft  évident  qu'on 
trouvera  par  ce^  moyen  autant  d'équations  différentielles 
qu'on  voudra, *toutesréduâiblcs  à  la  forme  générale 
dont  on  vient  de  parler. 


MMH 


*  On  a  fupprimé  les  coefficienSû ,  J,  c.  Cela  né  change 
rien  à  la  méthode  »  d'aucam  plus  qu'on  peut  fuppofèr  que 
ces  coefficiens  entrent  dans  f ,  p' ,  p''« 


i^l^WRP 
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tlf.TRÈoKEHE,  Si  dans  l'équation  A{ay^  dy-hx^  dx) 

^^Bixdy-^ydx)  b  =  Oya^bfontdes  confiantes ,  A&*  B 

des  fonâlions  homogènes  de   x  if  dey ,  on  pourrtt  toujours 

'  ramener  cette  équation  â  la  formule  générale   dont  on  vient 

de  pcB'ler  enfaifant  jc  =j'^.  Si  Tondivife  Téquation  pro 

pofée  par  A,  elle  devient  (ay^dy-hx^  dx)-hb(^xdy 

•— ^d;ff). -T--  Si  l'on  fubftitue  dans  cette  dernière  équa- 

tion^ç  au  lieu  de  x  Scyd^  -^^dy  au  lieu  de  dxy  il 
viendra  en  réduifant  >  (ii-h  j  •"*"  *)  y^dy  -f-jf  »  -^  '  j  "i ^ 

1 r-  7^  rf  ^  =  o  î  mais  B  eft  une  fonâion  homogène 

aue  je  fuppofe  de  la  dimenfion  u  dans  cKaque  terme 
ce  B,  dçs  variables    x  5c  y;  donc  en  fubftituant  jç 

au  lieu  de  x ,  Ton  aura  B  '=y  *•  Z  >  Z  étant  une  fonc- 
tion de  ^.  Suppofbns  de  même  que  A  eft  une  fonâion  ho- 
mogène de  X  &  ^  de  la  dimenfîon  u  '  ^  on  aura  A  = 

y**'  Z ' ,  Z '   étant  une  fonftion  de  j 5  donc  —  =5 

4!^===jVzn,cnfairantii-u'=;V&^  «=Z"s 

donc   la  propofce   deviendra  (« -I- ^•"^'^  )j^»  dy '^ 

j*"*"  '  Z'^di  —  J^^"*"^  Z  "  d:{  =  o,  qui  a  la  forme 

xequife,  puifquea -HJ*  "*"  S  J*»  —  J  Z  "  font  des  fonc- 
tions de  7. 

Soit réquatîon  (fx ''^ y^  H'gy).(x^  dx  +  ay^  dy) 
'^{hx-y^'^iyx^  ).{x  dy^y  dx)b^=^o»  En  la  com- 
parant avec  celle  du  théorème  ^  on  trouve  w  =  i ,  A= 
/af"  *  y  *  "^-gy  i  B  =  hx  ^  y^  -Hôx'  5  &enfai{ànt« 

=  7?,on  aura  As=y^ s^zssy»  Z'5donc«î=  i  &Z' 

=  — ^.  On  trouvera  auflî  B  =iy  ^  Z  =  y 4(/ij»  -H 
i  ?  3  )  5  donc  ii=4&Z=:Aç»H-zj3.  Donc  V  = 

« -^m'  SK  }  &  Z"  =  '^f,    ^'^     i& l'équation  tranC 

formée 
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formée  fera  (a-h^')  y^  dy  -#*  j^^  t*  ^î  •+"  ^J^  ^  x 

tjS.t'HEôRCMèéiSi  dcutsVéquatioriax"  dx  -^hy» ày 

(A  C" 

-^  -I-  "n")  ~  ^  '  ^^"^  quantités  A 

&*  B  /o/zî  &x  fondions  homogènes  de  x  îr  de  y ,  dé  même 
ou  de  différentes  dimenjîons  éntrçlles ,  ou  dont  là  différence 
des  dimenfiQ/is  eji  k  ^  k  étant  =  o  ou  un  nombre  quel-* 
Conçue,  C  &*  D  étant  aujji^des  fondions  kàmogeneS  telles 
que  la  diffiérence  des  àimenjions  de  C  fur  D  foit  a«=  /z  —  i  , 
on  -pourra  toujours  réduire  cette  équation  à  la  forme  du  N^« 
(  I  z8  ) ,  en  faifant  5:  =  y  ^.  L'on  aura  d x •==-y  ^^ -f-^  dy. 
Subllituànt  ces  valeufs  de  dx  &  de  \r  dans  réquatioii 

propofée , elle  deviendra  a\^^  ^  y  dy  •+- ay**^^  i»  d^^ 
hy-dy^y^diÇ—'^-^'):^o.  Ôr  A,B,C,  Û 
étant  des  fonâions  homogène  de  ;c  &  de  jy  >  telles  qu  on 

A  h 

l'a    flippofé ,  Ton  aufa  -g-  ^.  y     P  ,  V  étant  une 

C     ■ 

fonftion  de  ?; ,  &    jy  •ss/*  -*?',?'  étailt  encore  une 

fonftian  de  1 5  ddnc—.j  ^  ^  j  (^|4-  S)^^7^*  P  ^î 
.^   j,i»-h  I  p/^j  ,    fe   réquatiôti  transformée  fera 

y  Prf^jrite  o,  qui  a  là  formcT requife/  ^ 

ExBMPLCi  Sôit  réquàticîn  ax^  d^^  hy^  dy  ^ 

(xdy--ydx).Xx^^y^^  '''\V'\''  ^  =  o^^^li^ 
comparant  avec  celle  du  théorème,  Ton  trouve  «='7^ 

B  ^*    ^-^    VD  x^-^y^     i   K—zGC9^ 

i=i6=^n  —  î ,  félon  les  conditions  requîfes.  En  fubftu 
Tomt  IF.  A  a 


rift» 
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tuant  î  jr  aa  lieu  Ae  x ,  réduifant  &  àrratigtànt  Ici  termes  ^ 
ronaura(aî«H-i)j'7rf^-f.:y«(tfîj7w.(i-±J)^  dj    — 

^4(^2^1  )di=2o  ,  éq[uation  qui  a  la  forme  qu'on 
demande ,  &  qu  on  rendra  plus  fimple  en  la  divifant 
par  y\ 

139.  Problème»  Étant  donnét  V équation  k 
quatre  termes  ax'^^dx  -+-  by^  ^'  d  at  -+-  cy'  dx 
m^dy  =  Oj  la  réduire  à  trois  termes ,  pour  Vin-' 
tégrer  enfuite  par  le  problime  du  JV*.  1  ^o.  En  fai- 
fant  y  ===  a:  ?  ?  ,  $:  fubftîtuant  au  lîeu  dis;  jy  & 
de  dy  les  valeurs  que  donne  cette  fuppofition  ,  la 

propofée  devient  a  x'^  d  x  -+'  b  i^  x^^  +»  d  ;r  h- 
ci* x^^  dx — h^x*^^  iâ:  —  *^i?=±:0,  équa- 
tion de  cinq  termes  qu'on  peut  réduîfô  à  trois  , 
en  fuppofant  que  deux  termes  fe  détruiCent  ;  mais 
la  fuppofition  de  deux  termes  égalés  à  o  ,  ne 
doit  pas  conduire  à   «ne  abïurdité*  Suppofom 

hi^x^^  '^''dx — kî^*.*"  ^dx  ==  b.  Ton  aurap=i, 
3ip-i-n=fc-4-'nî=*=&— ï  ♦  ou  «=±-«^1^ 
ic  b  s=  ft  ^  5  ce  ^  réduit  f  équaïicA  prùpofée  l 
Telle^cî  ai»'^ dx  -H-^iyx^^ dx  -'-t^  cy*;dx  --^ 
dy  ==  o  9  qu'on  r&mene  à  Inéquation  de  trois 
termes  a^^dx  h-^?' Jf^'i»  ^— ^*  df  ==0 
ou  (  en  divifant  paJ^  '^*  &  tranfpofant^  à  Téqua- 


^  Ainfi  fi  ^ns  4a  propofée  ron  a  jp==r  i  y  &  «=*—  1  j 
en  pourra  facilement  la  réduire  à  tft>is  termes  en  feifant 


■^*-^* — ^^^  ■■.•■....■.>- .       ^    ■■■.-...  ■  -     .       .  ...  .        ^ 
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fent  y  ==  jr*  f. 

Si  dans  cette  équâtîôn  m=î=èjr.  Ion  ^^  en 
fubftituant  cette  valeur  &  divifant  par  a  H-  c  ^ , 

ix  "•  ""  *  i  Jr  == î-j-  j  équatioa  dans  laquelle  les 

indéterminées  fpnt  féparées  ;  (i  on  a  i  ==  2 ,  la  der  1 
niere  équation  aura  la  forme  de  celle  de  Ricati* 

Ayant  de  pailèr  à  d  autres  méthodes  nous  ^Ir 
Ions  réfoudre  un  problème  qui  peut  être  utile  dans 
certains  cas. 

140.  Problême.  Sdir  t  équation  iiférentUlU  iy^^ 

ypdx  -v-y  *  p^ix  -f-  p^^dx  =^2  o,  p,  p\  p^'  déjîgnant 

des  ftmSions  de  x  fans  y  ,  étant  données  deux  i/a^ 
leurs  de  y  en  x  9  qui  fatisfajfent  à  Inéquation  pro^ 
pofée  j  c^efi^à^dire  »  la  rendent  égale  à  o  ^  trouver  Ifi 
faâeur  qui  doit  la  rendre  intégrai  /e.  Soient  m  8c  ,^ 
les  fondions  de  x  qui  »  fubftituées  9u  lieu  de  ^  ^ 
rendent  la  prop<^ée  ="  o  ;  en  fvibftituant  fuc^ 
ceffîvement  m  te  dm j,   n  6c  in  au  lieu  de  y  8c 

de  dy  ,  Ton  aura  dm -f-  m pdx  -^m^p^ dx 

^"ix==p,  8^  dnr^npdx-^  M^p^d^ 


r  T-  y-^n         ^'       -^   »      j — ç  ' 

fi  Ton  fubftitue  .les  valeurs  de  jf   8c  d^  dy  que 
donne  cette  fuppoQpon  dans  l'équation  prqpofee  ^ 

qu'on  multiplie  par  (i  —  j)*,  &  que  dans  fe 
séfvAtut  on  fubfthùe  les  vaLeurs  de^m,  ifn  que 
Jalonnent  les  deux  équations  précédentes  y  on  aura 
en  réduifant  de  préparant  réquatlon.  p,^t(dx(m—ny 
(m  r— il)  di  a===  Q  >  ou  lep  div  i(ant  par  (ni^n)  jf  , 

A  a  ai 


1 
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&  tranfpofant ,  ^  =  — p' (m  —  n>  dx;  8c  en 

întégrant,L,îf=i'— S*p'Cm-^7ï)ijr=t:  — S.  (m— n)irL.e, 
(c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique 

=  I)  .  pu  ç==e-''''^"-"''î''*.  Ainfî  l'inté- 
grale de Téquatîon  p^  j i a: (m  — •  rt)  *  -+7  (m  —  n)iç 

sssO,  OU  p^ix  .  (m-r-n)  -H  — -  =i=  o,  eu 

^.p'im~'»)d»^^JL j_.  C     çj^  fubftituant  la 

•     ^ — n 
valeur  de  ?'. 

Si  Ton  fak  attention  maintenant  qu'après  les 
fubftitutions  l'équation  propofée  a  été  multipliée 
par  (  I  —  î)  S  &  divifée  par  (m  —  n)  .  7  ,  il 
eft  évident  qu'en  multipliant  tout  d'un  coup  par 

^^~^^/  =  ,  ^77"   .^àcaufede^^-y-—    , 

l'équation  propofée  fera  intégrable.  On  peut-  voir 
par  la  folution  de  ce  problème  qu'ayant  des  inté- 
grales particulières .  des  équations  de  la  forme  pro- 
pofée ,  on  peut  en  trouver  l'intégrale  générale.  Si  p 
c=o ,  l'on  aura  l'équation  de  Ricati  qui  n'eft  qu'un 
cas  particulier  de  notre  équation  ,  au  refte .  nous 
traiterons  plus  au  long  des  intégrales  particulières 
des  équations  diffërenyelles. 

241.  P  R  o  B  L  Ê  M  B.  Intégrer  Véquation  x  ==ft^P 
•+-  M  ^  dans  laquelle  f  6r  .M  font  des  fondions, 

quelconques  de  j  ou  de  j^*    En  différentiant  Fé- 

quation  propofée ,  Ton   a,  dx  =  P  dy  -+- yd'B, 

'H^  dM.  53=:  j  dy  ,•  puifque  Téquation  j  =  -t-  , 


MMB** 
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^  III  (m  .1    .1       ...      I  ■  I  I  ,  I  „     ^ 

donne  d Ar=  % dy.   Dortc  V ày-^idy  -4- yàV 

Puîfque  P  &  M  font  des  fonâionf  de  ? ,  l*on 
pourra  fupppfer.^— —  =  Vif  ,  pirT=  V^?» 

îV  5^  V^  étant  des  fondions  de  f.  Ainfi  l'équa- 
tion fe  réduira  à  cette  forme  y"^  dy  H-y'V^^ 
—h-  y^  \^  d^  =  o  ,  qui  a  les  conditions  requifçs 
<  120  )  ;  &  fuppofant  Li^  c  ==  i ,  &  C  une  conf- 
tante  quelconque ,,  on  trouvera  aifément  par  le  N\ 

cité  ,  l'intégrale  y  e  ^-  ^  ^  ^+  S.(V'  ^j.  c  ^-  ^  **  0  =  C  ; 

aoncy===—' .  i-ion  aura 

donc  la  valeur  de  jy  en  f  9  &  fubftituant  la  valeur 
4e  d  y  prife  de .  cette  équatioo  dans  l'équatioa 
a  X  ==  f  dy  y  Ton  aura  x==:  S.  ^  (f  jy  ,  &  S,  j  d  j  ne 
dépendra  que  de  rintégratioa.des  différentielles  à 
une.  feule  variable. 

142.  Il  arrive  afleas  fbuvent  que  par  lafubfli- 

tution  de  ^  au  lieu  de  — ^  a  ou  de  ^  d'x  aii  lieu 

d  X 

de    dy  9   on   parvient  à  des    équations  finies  & 

inênie  algébriques  entre  x  &c  y  fans   enaployer 

les  méthodes  ordinaires  d'intégration* 

Si  Ton  a  voit  l'équatîûn   y,dx  '-^  xdy  = 

ç,  ^(  dx^  H—  dy^)  y  en  %ppofant  dy  ==  ^dx 

&  fàifant  difparoître  dx  par  la  divifion,  on  trouvé 

y  —  i^x  ^==  a(/  (  I  —H-  ?^  )  (B  ).  Difierentiant 
cette  équation ,  fubftituant  la  valeur  de  dy  ,  tranf- 
pofant  ^  réduifant  &  .divifant  par  di  ,  il  vient  » 

-  •     ^  Aa  3         ^ 
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^ ! .  Subftit^ant  cette  valeur  dans 

Téquation  B^  on  en  tirera^  =  ■  ■  ■ .^  ^  (D)  i 

donc  af»-f-;'»==— —-Ï  «=—«'+ rrrr» 

donc  "T—1 — i  =5 ..~- — .-^ti-^En  fubftituant  cette 

▼aieur  de  — ^;^ — j   dans  l'équation  D  ^  on  trou* 
vera ,  après  les  opérations  ordinaires ,  4  a  *  jr  ^  ==s 

143.  Tuftoji&MÊ.  5i  on  ¥ttuliiplie  bu  fi  oh  imji 
tole  difféfentielU  quelconque^  par  nnt  fonBion  de 
fin  intégrale  ,  le  'réjnltat  fera  une  dijférentklle , 
dont  VintégraU  ne  dépendra  que  de  VintégiranôH  des 
différentielles  à  une  feule  variahït.  Soit  d  p  une  dif* 
jerràtielle  quelconque,. dont  rint^rale  ==p  ^^ 
8c    p  ^  une  fonâion  de  p ,  il  eft  évident  que  le 

produit  p^ip  &  le  quotient  — ~  feront  des  dit 

ii^ventlelles  i  une  feule  variable  p  s  doncp  les  inté* 

grales  ^S,  p^  ip ,  S.  ^.JL,  fc  trouveront  la  pre- 

jnière  par  la  quadrature  d'une  courbe  dont  l'or- 
donnée  perpendiculaire  =?=p^  &  Tabfcife  ==p,  & 


^Qu<lque  nombre  d'inconnues  que  puiâé  renfermer  p»  oa 

p^ttt  çonfid^rer  cette  quantité  comme  une  feule  inconnue. 


m/1 
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la  fecopde  par  la  quadrature  d'une  courbe  dont 

Fordonnée  ==  i,-  &  l'abfcHTe  =  p. 

144.  Théorème.  V équation  p^  dp  —  à^p' yi} 
c=  — -  y.  Lip'  i  )  e/î  imégrable  lorfque  l'intégrale 
du  premier  membre  S.  p'dp  — P^ y\  ^fl  égaU  à 
unçfonSion  du  produit  de  y  par  unefonSHpn  de  p'  ?. 
Soit  m  (p'x)  cette  fànâton  de/?'?,  n  (ymip^ii^^ 
une  fon^ion  du  produit  y.m(p'x)'  E^  confidé^^ 
rant  v.m  (/>'f  )  comme  une  feule  inconnue  x  ,  & 
1^  quantité  S.p'dp  —  j>'  3 1  comme  une  autre  in^ 

connue  t ,  on  aura  t  =  n  *  i  donc  *  =  .1.  r  =  j  t 

'(  a  étant  une  fonction  de  r  coirime  il  fuit  de  la 
Jiatufe  des  équations )  z==:k  q (S.p'dp— p'yn 

donc  on  aura  q(S.y  dp  -^pfyO  ==>";•  (?' ?  >' 

Donc  en  divifant  les  deux  membres  de  1  équation 

•propofée  pap    des   quantités  égales  ,    on   aura 

j,/  Jp^d(v[yj)_^  —  y'd(p'ï)  __  —'i(j!0^ 

équation  dont  chaque  membre  eft  une  différentielle 
divifée  par  une  fondion  de  fon  mtégrale  ;  c  elt 
PQiaquoi  cette  équation  fera  i/itégrable ,  &  par 
conféquentMa  propofée  le  fera  auffi. 

Corollaire.  L'équation  pdx  —  d.(py^)==ç 
y,  d.(pi)fP  étant  une  fonâion  de  x ,  elt  m- 

iég^hh  iotC^e  s.pdx=^<iypî-^  ^.yp*î% 

a    b    h  étant  c<Miftantes  :  car  en  ajoutant  — 
yj,  t  de  P^rt  &  d'autre  »  fon  parviendra  ailément 

kVnv»timS,pix^ypx^yC''fl'^P^~^ 


.>)!    .."*■        '■■  ■         JJ     .     ■.'■.'      '■''■■,       .     ,-l.XlJ.il   .    IJLUHI 
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^  iPO^  )  =  >  ^  (  JP?)'    Ob    aura  donc 
ic   çq   intégrant  ,  L.    (S.p^y  '^  Pyi)   =^ 

O.  r — r  *+-  \-»f 

Suppofoqs  que  les  deux  équations  du  cotoUaîre 
foientAT^  àxr^  d,(y^'^  ^)  =  ^^y.  d^Çyx^i)^ 

9c  —  x'^  =  y  x^  ^-h-^yx"^  l  =«  ^yx  *?jj 
ce  qui  donne  a  =  |  ==  k^  b  ==  a , p  ==  x*  ^ 

ç  — ^i,  (x'O  _^  ^ I      T        { 

Ot-CT : r  —r*  V   T-i—  '■ — -  -  i-Jf  * 


îl»t  /(  en  faifant  C  =;=  L.  /,  ce  qui  eft  permis  )  =st 

%j.f  C  *■  *  ?)     *  ?=  L»  r**— r — r  î  ^^^^  ^^  répar- 
er"?)" 

(ant  des  logarithmes  aux  nombres ,  |  *  *  --^ 

•^  7  ^  ^  ?  *  =  /•  Si  on   fubftitue   dans  cçtMi 
équation  la  valeur  de  ?  prife  dç  1  équation  f  y  ?=?; 

f  ;f  jp  >-^  ,  on  aura  f  *  ^  V^Tr   •"  ^  ^  *^ 
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^/^ IL — .  ==  /,  équation  par  le  moyen  de 

laquelle  on  peut  trouver  la  valeur  de  ^  en  «• , 
ou  celle  de  a:  en  ^. 

•     I45'.'  Problème.  Trowtr  les  intégrales  des  deux 

équations  d x -+r  (ax -4-  by)  dt  =  O,  dy  -f*' 
ihx  '^-'fy)d  é^==  o.  Multipliant  la  faconde  éqi^a^ 
tîon  par  un  fadeur  confiant  Se  indéterminé  p  ,ic 
rajoutant  enfuite  à  la  première ,  il  vient  d  x  -+- 

pdy-i-((a-h  hp)^-4-'(b--\-fp)y^dt=^o. 

Il  faut  faire  enforte  que  dans  cette  équation  le 
inultiplicateur  de  ^r  devienne  un  multiple  de 
X  — +-  py  intégrale  des  autres  termes  de  Téquation  , 
^fin  qu  Hv^  fuppofé  x  -+-  py  =  u^ic  m  étant 
une  confiante  indéterminée  ^  léquation  prenne  la 

forme  du -+- mudt  =  o ,  ou -h- md(==^9 

équation  dans  laquelle  les  variables  font  féparées» 
On  aura  donc  par  cette  fuppofition  a;r— h-  hpx 
"•^h-by-^^fpy  sss^mX'^mpy,  &  en  cQmpa<^ 
rant  terme  à  terme  »  les  deux  membres  de  cette 
équation  ,ax  -+-  hp  x  ==  mxyicby  --^fpyzssss, 
^.Py  9  d'où  Ton  tire  m  c=  a  H—  hp  ^m 

. — '. — J^  ;  donc  a  -+-  hp  «=e  — ■ — L£^ .  ou  ap 

P  ;  P  ' 

hpp  ==  b  --^fp^  Si  Ton  confîdere  p  comme  une 

inconnue.  Ion  trouvera  en  réfolvant  cette  équa- 
tion du  fécond  degré  ,  deux  valeurs  de  p. .  Nous 
xiepréfénterons  Tune  de  ces  valeurs  par  p  ficrautre 
par  p  f .  Mai§  l'équation  x  -4-  p  y  =s=3  u  »  donne 
4u  ==  dx  --h-'pdy  ,  &  de  plus  nous  avons 
VI  ==?5 a^lp 3  4onc réquation  du-i^mu £t:=  g  ^ 


l<  II,  ll<l 
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devient^  u-H  (4-+*  fep  )  ^àt  =  o,  ou 


—  (tf  -4-  fc/ï)  ir  ;  donc  en  intégrant  &  ajoutant 
une  confiante  C  '  ===  L.  g ,  on  aura  L.  m  =  L.  g 

(en  faifant  L.  c=  1  )  =L.   ^,^^^^^^       î" 

donc  u  5=  ge-*^"*'  ^^^  .  En ♦  employant    lej 
deux  valeurs  de  p,  on  aura  at  ^^fy  ==  «,  &  * 


g#  ^  -I  c  -  +  ft  ^ •  3  (B)^i^  preix^re  équation  donne  x 
— «  —W'»  Si  Ton  en  retrancha  la  fcconde,  on  trouvera 

facilement  y  =5  ...T   .     :  donc ;ir  «  u  —  py = 

f  «      P"  ^ Subftituant dans c«s  val^s de j &  de 

;r,  les  valeurs  de  u  &  de  u'  quedonaent  les  équations 
A  &  B ,  on  déterminera  les  confiantes  g  &  g  '  par 
les  valeurs  que  x  icy  doivent  avok  loriijue  t  eft 
^le  à  o  »  ou  à  une  quantité  dofioée.  Si  1  équa- 
tion qui  doit  donner  tes  valeurs  de  P  &  quon 
trouvera  facilement  devoir  être  ipp  -"+^  ^p  — 
fp  —  fc  =  o,  ne  donne  pas  deux  valeurs  de  p, 
ce  qui  arrivera  fife  =  o,oufc  =  o,  &  dans  le 
cas  où  les  i^x  valeurs  de  p  feront  éjjalçs  ,  voîei 
"comment  on  pourra  s*y  prendre,  i*.  Si  k  =0 ,  une 


des  valeurs  de  p  eu  o ,  &  Tautre  ax:*^—  •    Ainfi 

dam  les  formules  précédentes  on  fera  p^Œ  o*  2*.  Si 
Aé  o,  léi  iecondb  équation  {Hopofée  kx^  dy  -4- 

fyit:Lo^  ou  — ^«— /ir,  d'où  Ton  tireyw 

n«^^*  ,  n  étant  une   conftantc  i  donc  ^  fera 


\ 


r 


rfta 
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titie  fohâion  de  t  que  nous  défignerons  par  ^,  & 
fubftituant  cette  valeur  de  y  'dans  la  première 
équation.  Ton  a  dx-^  axdt  —H  ^ça^  =  o, 
équation  qui  fe  réduit  à  la  formule  du  N^.  1 28 
&  qu'oti  intègre  facilement.  Si  les  deux  valeurs 
de  p  font  ég^es ,  on  aura  toujours  Téquation  x 

py.  Subftituant  cette  valeur  de  x  dans  la  féconde 
équation  propofée  ,  on  trouvera  dy  +  (f'-hp)ydt 

— 4— Agc'^'^^+"^^^  dt=.o^  équation  qui  fe  réduit 
encore  à  la  formule  ci-defibs  (128),  Enfin  fi  p 
&L p'  étoient  imaginaires ,  le  problème  fe  réfou- 
droit  de  la  même  manière.  Car  les' quantités  ima« 
ginai^e$  ie  réduifent  toujours  à  la  forme  M  -f-« 
li  V  —  1 9  ^ï^fi  qu'on  la  vu  ci-deflus  ,  &  (i  les 
valeurs  de  x  &  de  ^  dévoient  être  réeUes  »  les 
imaginaires  diiparoîtroient. 

Si  les  équations  étoient  dx  ^  (  jx-+-  by)Tdt 
«-I-  Ndt  =s  o,  dy  -4-  (hx  -hfy)  Tdt  -+- 
N'ir  !^  o,  T,  N,  N'  étant  dès  fonâions 
de  ^1^  ou  o  9  on  multiplieroit  la  féconde  par  la 
confiante /7^  &  ajoutant  le  produit  à  la  première, 

on  auroit  dx  -f-  p  dy.  -4*-  ((  a  -+-  hp  )  jp-+-(^  -t** 

fp)y  )  Tir+(N-f-joNO  ir  =«  o.  Faifant  enfuite 

•^-+-jpJK=«,&(«-4-Ap)  X'-4r'(b^fp)y=iss 

m  * -*-  fnpy,on  trouvera  comme  ci^devant^  m  a 

«  H*^  kp  des    "^/f  s  ti'où  Ton  wera  ré<«i»- 

p 
tion  hpp  -+-  tf  p  — /p  — *  fc  =  o  ;  qui  donnera 

4eux  vaîettrs  fie  p ^ ifu'iici  repréfentera  paor picf^^ 

&  Ton  aura  i  u  -+-  (  a  -+-  fcp)wTir-4-(N  -+- 

N'p)  ir=Ô.,  équation  qu  on  intègre  comme  la  pr^ 

c\:dente  parle  ^I^  <t2o>î  &  l'on  trouvera  les  va- 
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leurs  de^  &  de  x,  dans  lefquelles  on  mettra  peur  u 
&  u  '  leurs  valeurs  trouvées  parle  N^  (.128). 

146.  Remarque.  Si  les  deux  dernières  équa- 
tions contenoient  la  première  le  terme  a  '  iy  ^  la  fé- 
conde le  terme  ndx  ,  on  multiplieroit  de  même  la 
féconde  par/;  pour  lajouter  à  La  première ,  dans  la 
fomme  1  on  fuppoferoit  (x  H-  np)  x  —H  (a^  -^P)  y 
's=:  u(a''+' hp) x^  (b-i-fp) y  z=m  (l'-i-np) x-h^ 
m  (a-h  p)y,&c  l'on  auroit  Téquation  du  --^muTdt 
-4-^  (N  -^  pN')dtz=zO  j  &  1  on  feroit  le  rcfte comme 
dans  le  cas  prédédent ,  en  fe  fervant  de  la  valeur  de 
u  s=(i-4-n/?)%^  -H  (a^  -f~  p)*  y»  au  lieu  dçw  =x 
•-f-fljy.  Si  les  quantités  dx8c  dy  étoient  toultîpliëes 
par  des  confiantes  ,  la  folution  ne  feroit  pas  plus 
difficile  &  d'ailleurs  on  peut  les  faire  dilparokre 
en  divifant  chaque  équation  par  le  coeflScient  du 
premier  terme. 

1^7.  Problème.  Intégrer  les'  trois  équations 
^jr-+-  (ax  ^^by  — K  c?)  d  t z=:0  ;  d y  ^+-(hx 
I^y  -+«  ijQ  dt  =0  ;  di^  H—  (mx  H-  ny 
T[)  dt  =2=0.  Multipliant  la  féconde  par  une  conf- 
iante A  3  la  troifième  par  la  confiante  B ,  A  &  B 
font  des  indéterminées^  &  prenant  enfuitela  fomm« 
des  trois  équations^  Ion  aura  dx  H—  A^jy— t-^' 

P:^?  -+■  (C^  -+-  A  A  -h-Bm )  *!  -4-  (ft-H  AJt-H; 

B  ryy-h-Cc  +  Al  H--  Br))  dt  =  o.    En  fup-* 

pofant  enfuite  x-^-  Ay  -f-  B  ^=  u  ,  &  faifant  le 

içnultiplicateur  d^  dt   égal  à  Mm,  M  étant  une 

confiante  ,    Ton    aura  du  — h-  Mwdr  ==0,  ou 

du       ' 
-. .  ==?=— -Mdf ,  ou  en  intégrant,  L.u==  -^ 

u  ••       .' 

Mf-+-  L.  g.  =  L. g-r-Mf. L.^,  ouK  =  ge"*"\ 
TDe  plus  on  aura  par  fuppofition ,  M  «  =;  M  ;ir  •+• 
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M  Ay  -^-  M  B  r==  C^-+-AÀt+-  Bm)  X  -^ 

(b-^  Ak  -4-  B7i);fH-(cH-A/-HBr)^. 
EgalâAt  les  termes  homologues  de  cette  dernîèrô 
équation ,    Yùû  aUra  JA  =  a  -I-  A  h  h-  Bm 

M  A  =.  fc  H- A  it -+^  B  n ,  M  B  ==i  c  +  A  /  4.  B  r  I 

d'où  Ton  tire  les  deux  équations  a -h  Ah  -+-  JB  m  =: 

*-f-AibH-B/i  c-+-A/-4-Br   T> 

A = J5 .Prenant  la  valeur  de 

B  dans  la  première  de  ces  deux  équations  &  la 
fiibftîtuânt  dans  la  féconde ,  on  aura ,  après  les 
rédudions  ordinaires ,  une  équation  du  troîCème 
degré  qui  donnera  trois  valeurs  de  A. 

Cela  pofé  en  défignant  par  />,  />%  p"  ces  trois 
valeurs  de  A  ,  par  j ,  q\ ,  q^  les  trois  valeurs  cor- 
refpondantes  de  B,  par/,/^  p^  les  valeurs  cor- 
refpondantes  de  M ,  aii.  lieu  de  TéquatioaM  ===== 
ge"  ^  %on  aura  ces  trois  équatîom  u  =  gg-A^^î^'—-. 

-g'«""^'S  u'=g^'e  -f"',  &  au  lieu  de  1  équation  x  + 
Ajy+  B  ?  =  M ,  on  aura  les  trois  équations  x-^py^ 

;r  -4-  ^''  y  -4.  9'^  ^  =  ce  -/"/  5  (Je  ces  trois  équa- 
tions Ion  tirera  les  valeurs  de  ^,  y,  ?,  &  Ion 
déterminera  g ,  g  ' ,  jor  ''  par  les  valeurs  que  doi- 
vent avoir  x^j^^^  lorfque  ^  eft  ==t  o,  ou  eft  égal 
à  une  confiante  donnée. 

Si  lequation  en  A  tfa  pas  trois  racines  iné- 
gales ,  comme  on  Ta  fuppofé  ,  on  pourra  toujours 
pourvu  que  cette-  équation  ait  au/  moins  une  ra- 
cine ,  réduire  le  problème ,  au  cas  cl  defFus  (146). 
Car  foît  p  ,  g ,/,  les  valeurs  refpe,<5èives  de  A,B,!Vt* 
i'équatîon  x  -+-  Ay  -4-  Bj  =a==  ^g-Mt 
dcvendra  x  -^  py  ^q^-^_  çe^A.  Faifânt 
évanouir  par  cecte  dernière  équation  la  variable  ? , 
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on  réduira  Us  trois  équations  données  à  deu:t  équa^ 
tiens  de  la  forme  de  celles  du  N^.  (  14(5  )•  Mais  G 
téquation  en  A  n  avoit  aucune  racinç ,  parce  que 
les  coefficiens  qui  afieâent  les  différentes  puif- 
fances  de  A.  feroient  tous  égaux  à  o ,  dans  ce  cas 
fi  le  terme  tout  connu  de  Téquation  s'évanouit 
auffi  »  c  eft  une  marque  qu'on  peut  donner  à  A 
telle  valeur  qu'on  voudra.  Si  ce  terme  ce  s'éva* 
nouit  pas  ^  on  augmentera  ou  on  diminuera  à  vo^ 
lonté^le  coefficient  aou  b  ^  &c.  dune  quantité  in- 
finiment  petite  pour  rétablir  Un  des  termes  de 
Téquation ,  &  Ton  trouvera  du  moins  par  la  mé- 
thode du  quarré  algébrique  ^  une  valeur  de  A 
qui  réfoudra  le  problème. 

En  général  quelque  fc^t  le  nombre  de$  équations 
ijPH-  Ady^+-cdsi  &c.  -+-(/*  H-  it?  H-  Scc.)dt 
N  d  t  =  O ,  djr  H-  aldy  Hf-  cUi  &c  -4^  (/  i 
hy-^V^  &cO^^-+"N'  dt  =  p^  &c. 

3UÎ  contiennent  aytanf  de  variables  que  Ppn  vou-^ 
ra ,  pourvu  qu'elles  foient  de  cette  forme ,  ou 
.qu'elles  y  foient  réduétibles  &  que  l'on  ait  autaitt 
d'équations  ^ue  de  variables ,  en  .multipliaiit  dise 
cuoe  de  ces  équations  |>ar  des  conftaAtes  jnd<kerv- 
jmnées  ^  pr eat^ant  enftûte  leur  fonyne  ^  w  ^uppor 
lant  "?=  du  la  femme  des  termes  du  réfull^t  ^uî 
contiennent  les  difFérentîeUes  dx^  dy^d^»  &cç. 
ic  faifent  le  îmûlt^licateur  et  it*  =^  mii:^M  ,^ant 
l'intégrale  du  ptemier  ternie ,  elles  fe  t?édulron;t  si  uiip 
équation du-^ mudt-^iT  -+- T'  H-  icç*) d(t 


^p^*»ii^"i«p»^"^w^*w^"^»^r~^^w^^ 


*  ïl  s*agit  de  dt  pris.dans  le  fécond  tctpie <de  Kégus^ 
^ion  en  prenant  pour  un  (cul  terme  la  (bmme  de  cçg^ 
.qui  contiennent  les  différentielles  4x y'iy^  &C.-&  pour 
.un  autre  tenne  tous  ceu^  ^ui  contiennent  les  viHri^lçs 
Xj  y^,  &c.  Je  qui  fpnt  ipult^pliés  ^ai:  .d,U 
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t=  o ,  T ,  T' ,  &c*  étant  des  fonâlons  de  t ,  ou  Ot 
Or  cette  équation  eft  intégrable  par  la  méthode 
cî-deflus  (  128  )• 

Remarqua.  Si  on  avoit  un  nombre  n  d^équa-^ 
tîons  renfermant  le  nombre  n  -f-  i  de  variables  , 
en  multipliant  toutes  ces  équations»  excepté  la 
première  ,  relpeâivement  par  deé  faâeurs  m^ 
m' ,  m'^ ,  &c.  qu'on  fuppoferoit  être  Wes  fonâions 
indéterminées  de  ces  variables,  on  ajouteroit 
les  produits  à  la  première  équation  ,  &  multi- 
pliant la  fomme  par  un  faâeur  p  qu'on  fuppofe- 
roit être  une  fonâd^oti  des  mêmes  variables  »  .<m 
fiippoferoit  que  le  réfuhat  eft  une  dificnentieile 
complette. 

Si  Ton  avoit  les  deux  équations  ûdx  *-i- idy 

a^  a\b  fb^c^c^  éteint  des  &iiâions  dex,y ,  ^^ 
ces  fonâions  peuvent  auffî  renfermer  des  conf- 
tantes  $  ixmltipiiant  la  ièconde  par  m  ^  ajoutant 
le  produit  à  la  première ,  9c  multipliant  enfuite 
par  p ,  on  trouveront  p  (a  H—  a^  m)dx  -+- 
pib  H-  b'  m)  ày  -»-  /?(c-|-  c'm)^f  t=r  o. 
Pour  que  cette  cquatiofi  foit  complette  ^  il  fauc 
(  par  le  N**.  8p  )  qu'on  ait   les   trois  équations 

ày  dx 

d  (p*(a-h^  a'm))  d  (  p.c-h  t'  ^) 

dCp.b-hb'm)         i    f77.Cc-f-c'n7)) 


—  I 


ou 
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-  --  -  -  _^_^_^,^ 

'  dx  di  di 

--il  (c-+*c'm)-±-p.  -i — ^ — ^  é  Si  en  re- 

d>  dy 

cardant  -J- ,  -r^  comme   deux  inconnues  ,    on 
^  dx      d^ 

fubftitue  dans  la  première  équation  leurs  valeurs 
prifes  dans  les  deu^  dernières  ^  On  trouvera ,  toute 

xéduâion  faîte ,  (  c  -i-  c'  m  ).  ^ — -,^ 
J  H-  {d'+^a  m)  [j 


\  dx       /-^v--!-*^  -/\       di 

: j^ — ^;H-(fc-4-fc  m)(^— ^^^^ — 

— — 2 "^  ^=  ^  >  équation  indépendante  de  p* 

On  cherchera  donc  pour  m  une  fonâion  de  r  ,^  &  ? 
la  plus  générale  qu'il  foitpoflTible,  &  qui  puifTe  fatis^ 
faire  à  cette  équation^  &  luppofant  qu'on  ait  trouvé 
■m,  on  cherchera  pour  p  une  fôndion  des  variables 
AT ,  ^ ,  7  qui  fatisfafle  à  deux  quelconques  des  trois 
^^uations  ci-defliis  qu'on  a  trouvées  d'abord. 


Dts 


— '****"^^-^^ ^.....^ ■ — .... .^^        I   _    __LL- 
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Dis  Intégrales  particulières  des  Équations 

Différentielles. 

148*  Vintigtale  particulière  d^une  équation  diffé- 
rentielle eft  un  rapport  des  variables  qui  fatif- 
faît  à  Téquation  ,  &  qui  ne  contîent  aucune  nou- 
velle confiante  ,*au  lieu  que  l'intégrale  générale 
contient  une  confiante  indéterminée  qui  ne  fé 
trouve  pas  dans  Téquation  diflérentielle  s'il  s'agit 
d'une  équation,  du  premier  ordre.  L'intégrale  tînîe 
&  complette  d'une  équation  de  l'ordre  m  doit 
contenir  un  nombre  m  de  confiantes  arbitraires 
Voyez  le  (N"*.  77  ).  Il  eft  fouvent  facile  de  trou- 
ver une  intégrale  particulière  comme  en  devi- 
nant. Par  exemple ,  fi  l'on  avoit  l'équation  aady 
^yydx  =iaadx  -+'xydx,  il  feroit  facile  de 
voir  qu'on  fatisfait  à  cette  équation  en  faifant 
x==y.  Ce  rapport  qui  ne  renferme  ni  la  conf- 
tante  a  qui  fe  trouve  dans  la  différentielle  ,  ni  une 
confiante  indéterminée  qui  ne  s'y  trouve  pas  ,  ne 
peut  être  qu'une  intégrale  particulière,  oouvent 
l'intégrale  particulière  peut  faire  connoître  l'inté- 
grale générale.  Si  l'on  fait  y  ='x  -h-  ?  ,  cette 
fuppofition ,  en  faifant  les  opérations  ordinaires 
cnangera  notre  équation  en  celle-ci  tftfij-+ 
xidx  ^+-iidx  t=  o ,  celle- ci ,  en  fuppofant  ^  =3 

^^     j«,t;^«*  j          xudx  j  ,     , 

—  5  .devient  au-—  — .  rt=  rf ;^ ,  qui ,  étant 


aa 


multipliée  par  c  ^'•^  (  on  fuppofe  L.  e  =  i  )  ac 


X9t  ^XX 


enfuite  intégrée  5  donne  u.t   **''2=S.e*** dx; 
Tamt  IF.  B  b 
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ouu=:c  "^''S.  c  *"•*  rfjr  H-C^  cfi  ajbutâiftt 

une  conftante.  Si  Ton  fuppofe  C  =  oo ,  le  premier 
terme  du  fécond  membre  de  Téquation  difparoit^  & 

Ton  a  u=  oo  &  ?  ==  —  sa:  o  ;  donc  alors  yz^xz 

u 

'Ce  qui  faît  voîr  que  Tintégrale  particulière  doit  être 

contenue  dans  l'intégrale  générale*  Si  Ton  avoit  Té- 

quation  a'  rfy— f-y'  dx::=sa^dx'^x^dx,\z  relation 
Xïâsy  fatisferoit  à  Téquation;  mais  en  fuppofant^  =à= 
;r  *4-  ?  9  on  parviendra  à  une  équation  qui  ne  pa- 
Toîtra  pas  plus  facile  à  refondre  que  la  propofée. 

Dans  la  folution  diUh  problême  oti  n  a  befbîa 
<|uc   d*une    intégrale  particulière  ;   aliniî  fi  Ton 

E eut  trouver  cette  intégrale,  on  réfoudra  le  pro- 
lême ,  quoiqu'on  ne  paifTe  pas  avoir  l'intégrale 
générale  de  l'équatidil  aifférentielle  qui  exprime  la 
nature  du  problème. 

149.  Quoiqu'une  certaine  relation  des  variai 
blés  fatisfaâe  à  l'équation  propofée  ,  cette  re- 
lation n'eft  pas  toujours  me  intégrale  particulière. 
Si  Ton  avoit,  par  exemple,  l'équation  dy  sas 


X  d  X     I     'V  d  y  •         •  *■ 

r-7- ^ — iL^rj  on  fatisferoit  à  cette  équation  en 

fuppofant  XX  h-  yy  ==5  aa  ;  car  alors  en  ôtant  la 
fraftion  ,  le  premier  membre  devient  =  o ,  il  en 
eft  de  même  du  fécond ,  puifque  la  différentielle  de 
(XX  -+-  yy)  doit  être  =  o ,  différentielle  de  aa.  Ôr 
l'intégrale  générale  de  cette  équïtion  eft  y  ==^  C  — 
^(aa  —  XX yy)  qui  ne  contient  pas  l'é- 
quation X X -^yy  ^=aa^  quelque  valeur  qu'on 
donne  à  C,  x  8cy  reftaiit  iftééteWttînéî.  Ati  rcfte 


tmmÊÊItÊmÊÊÊmÊÊÊÊmmÊÊmilémimmm^mlaÊ»miÊtmmmmÊmtài*mm.^Ê^mi^mim^immi^^^m 
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les  intégrales  troirvées  par  les  méthodes  ordinaires, 
ne  font  jamais  dans  ce  cas  ;  c'eft  -  à  -  dire ,  que 
il  Ton  trouvait  par  ks  méthodes  ordinaires ,  un^ 
intégrale  y  r=  a  x  fans  ajouter  de  confiante  C  , 
cette  intégrale  fèroit  une  intégrale  particulière  de 
Téquatioû  propofée. 

tjo.  V^oti^ÈMEé  Le  rapport  y '=Txfatisfaîi>^ 

Jant  à  V équation  aiy  —  adx  ==  dx  \/  (yy  '-^xx)^ 
déterminer  fi  ce  rapport  efi  une  intégrale  particu- 
liere  de  Inéquation  propofée.  Qû*oii  (uppc^e  y  ==5 
X  — f- p^  p  étant  une  quantité  infiniment  petite  , 
ron  aura  ^  en  négligeant  la  féconde  puifTance 
àe  p,  Viyy  —  *Jc)=ïV^(a.r/?).  MaisTéqua»- 
tien  y  ==  X  -+-  p  donne  iy  ==  i  x  -+-  dp }  dqnc 

^dy-'^  adx==iadx'-^adp^'-'^adxs=:zadp  , 
&  notre  équatîip  devient  adp  ==^d x,\/ïtx p ^ 
len  fubflituam:  la  valeur  de  \^(yy  —  if  «■  ).  Aîofi 

rr-  ou  "T* ^=dxy3kx ,  Sien  intégrant,  zap^ 
}  X  ^2  X  "^  G.  Mateleftant  |e  remarque 


<fae  p  eft  une  qUôntké  infinim^t  petite  par  Yhy-^ 
pothèfe^  &  que  de  quefle  manière  qu'on  déter« 
tnine  C  ,  x  réftant  indéterminé ,  Ton  ne  peut 
fuppofer  p  infinimem:  petit ,  maii  que  p  pourra 
€tre  ^uflî  grand  que  fon  voudra  ;  donc  le  rap* 
jport  ^  =  X  ne  peut  être  une  intégrale  particu- 
lière ae  Téquation  propofée ,  &  cela  arrivera  toutes 
les  fois  que  dam  la  tfamferitiée  fon  aura  d  p  éir 
dîvifé  par  une  puiflanc^e  m  de  P  t  ou  car  p  "• ,  fi  lex- 
;j)ofant  m  eft  |>Ius  '  petit  qpic   rynit».   Au  con- 

:traire  fi  f  An  a  -^  sse^  Hdx  i  £  émit  une  fonâioit 

Bba 
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de  X  ou  une  confiante ,  Ton  aura  ^ = 

(m— O.p»-^ 

C — s.  Bi;f  ==  C —  D ,  en  faifant  S.  ^ix  ==  D  ; 

d*où  l'on  tire  (m — \)f^  '  """^c^^'  ^  ^^  fuppa- 
fant  C  =8  00 ,  Ton  aura  p  infiniment  petit  lorfque 
m  fera  >  i ,  comme  Thypothefe  l'exige* 

Si  m  =1,  &  qu'on  ait  Tcquation  — 7;^  ==  B  i  or  ; 

alors  en  faifant  S.  B  i  :r  ==  D  ,  on  trouvera 
L. /?  =  L.  C-4-L.D  =s=L.CD,  ou  ;?  =  CD  ;  & 

en  fuppofant C  infiniment  petit ,  Ion  aura  p  infini* 
ment  petit ,  comme  cela  doit  être  par  fuppofition. 

ly.l.  PROBLèME.  Si  une  certaine  relation 
mire  deux  i^ariables  fatisfait  à  une  équation  diffé- 
rentielle ,  déterminer  fi  cette  rel^ion  eji  une  inté- 
grale particulière  ou  non.  Soit  l'équation  Adx 
s=  Bdy  9  AScB  étant  des  fonôions  quelconques 
de  jf  &  de  ^  ,  à  laquelle  fatisfafle  le  rappoit 
y  =  t ,  t  étant  une  fonâion  de  ^ ,  de  manière 
qu'en  fubfHtuant  t  au  lieu  de  y.  Ton  ait  l'équa- 
tion Adx  --^Bdy=so,  ou  AdxxzBdy,on 

jTZ  ==  -g"*  Je  fuppofe  y-sr  t  -+•  p  ,  Ton  aura 

l'on  faifoit/^  =  O  5  l'on  auroit  ip  =;=?  o ,  &  l'équa- 

tion  feroit  jz  ^  "0"*   Confidérons  p  comme  ime 

quantité  infiniment  petite  ,  &  négligeant  les 
"termes  qui  font  affeâés  des  puiflancés  de  p  au* 
(delTus  de  la  plus  baiTe  ^  fuppofons  que  par  la 


''«i^ 
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f ubftitution  y  =  t  -4-  p  ,    TéquatioB    devienne 

'devant  être  la   même   que  ta  précédente  ,  Ton 

aura--p-=^Dp"',  ou -^  ■=  I^  ^  ^»  Maintenant 

11  eft  vifible,  piar  ce  qu'on  vient  de  dire  (i;*o), 
que  y  =  f  fera  une  intégrale  particulière,  ou 
qu*on  pourra  regarder  p  comme  =  o ,  lorfque' 
.^m  fera  =  i  ou  plus  grand  que  i  •  Si  au  con"^ 
traire  m  <  i ,  le  rapport  y  ===  r  ,  ne  fera  pas 
Une  intégrale  particulkce. 

1^2.  Problêmb*  Le  rapport  y  ==:  X  fatis^ 

faifant  à  féquation  dx  (  i  — y"*  )  =4j^(i— ;c"')%' 

-on  demande  fi  ce    rapport  ejl  une  intégrale  parti-- 

•  culiere  ou  non.  Suppofant  y  3=  x  H-  p ,  Ton  aura 

parle  binôme  de  Newton,j"'=A;'»-+-7wj:'»-  'p, 

en  négligeant  les  autres  termes  qui  contiennent 

des  puiflances  de  p  plus  élevées  que  la  premiet'e;^ 

àc(i-— jy"*)    =(i  — Ar»"-^ — mx"^"^  p)   =s 

(i._;^»)  —  mnx'^'^^  p  (  i-^— a:*>    ^doncle- 

•  » 

;quauoB*-^==^— ^.devient  ^  +  j^    ou 

rfp  _^  mnx^"'  ^  f  dp 

— r-r — ^r-;  &  parce  que  lexpolant  de  p  ett 

ici  une  puiflaHce  entière  ,  l'équation  j^  ==:  x  eft 
certainement    une   intégrale    particulière    de   la 
•propofée.   - 

Bbi 
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Xj'^.  TliÉpaÊME,  Si  inéquation  différentielle  Adx 
•4-  ^  dy  ==  O  9  er^z/zt  multipliée  par  une  fonSion 
m  dexSy  dey  devient  intègrable ,  le  rapport  m  =  o 
Jer(t  une  intégrale  particulière ,  à  moins  que  dans  et 
cas  A  ouB  ne  deviennent  infinis.  Suppofbns  que 
Il  folt  un  faâeur  dç  m  ,  'û  feut  démoïKrer  quo 
réquatiou  u  ^^  o ,  efl  une  int^rale  particulier^ 
de  l'équation  propofée.  u  étant  une  certaine  fonc- 
tion d^x  ^  de  y ,  on  peut ,  par  l'équation  uts^o, 
trouver  pour  la  valeur  de  ^ ,  une  fonâion  de  u  qui, 
donne Téquatiqn  Qdx-^-KduzszQ  entre x Scu; 
&  en  faiiant  le  multiplicateur  m  ^m  nu^  Ton 
iiura  réquation  nQ  udx  ^nKudusszOf  qui  fera 
întégrable.  MamtMant  fi  ni  Q  ,  ni  R  ne  font  divi- 
fibles  par  iis=:0,ni  A,  niB  ne  peut  devenir  iur 
6ni5  ^  Tintégrale  fera  divifible  par  u.  Car  foit 
qnqn  intègre  le  ferme  nQudx^  en  regardant  m 
comme  confiant  »  ou  le  terme  nKudu  en  con« 
èdérant  x  comme  confiant,  fintégralc  aura  tou-^ 
jours  un  faâeur  u ,  en  omettant  la  confiante  dans 
rintégralc,  Ainfi  Tintégràle  complette  aura  cette 
forme  P  u  ss  C ,  &  (î  Ton  kât  C  =  o ,  u  ss  o  fera 
vqe  intégrales  particulière  /^excepté  dans  les  cas 
qiie  Q  ou  R  feroient  divifibles  par  u.  Il  faut  dire 
la  même  chofe  de  chaque  faâeur  de  m  ^  pourvu 
que  A  Qu  B  ne  deviennent  pas  infinis  par  la  fup-* 
«qH^oii  de  m=3  o, 

R  B  Mt  A  R  Q  u  £«    La  condition  dont  qn  vient 
de  parler  ^fl  abfolument  néceffaire  ;  car  fi  l'on 

«  l'équation  — . —  ^4^-^ijr=o,  qui'  ^tant 

inultiplîée  par  m  ==  jr  -s—  a;  ,  devient  intègrable  ; 

Von  9ura  y^^  Hru  ^  iç  notre  équation  Un 
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H  duz:zO y  o\iadx^  ttdi^ssto^  ic  cooime 

la  partie  adx  o'eft  pas  muitipiiée  par  u ,  f inté- 
grale  a  x  *-<H  \  u  u  ^  en  négligeant  la  confiante  , 
ne  £bra  pas  exadement  diviîible  par  u.  Si  la  partie 
qui  contient  dx  étoit  multipliée  par  u  ,  quoique 
la  partie  qui  contient  i  u  ne  le  fût  pas ,  cependant 
rîint:çgi?ale  feroit  divifible  par  u  comme  on  peut  le 
voir  dans  la  diif($rentielle  uix  -+-  xdn  y  dont  Tinté-* 
gxa|je  ,  en  pégligeant  la  confiante ,  efi  jt  ».  Ct 
qui  fait  voir  que  fi  la  différentielle  Audx  -H 
B  i  1/  eft  exaâe ,  pourvu  que  B  ne  foit  pas  di« 
viiiblfi  par  u ,  l'intégrale,  ep  omettant  la  confiante» 
iera  divifible  par  u. 

1^4^ Théorème.  Si  Péquation  différentielle  Adx 
-4—  B  dy  s=t=s  Q  deyitnt  imégrable  en  la  divifmt 
far  une  fonSion  m  dex  &*  dey ,  Véquatian  m=s=^  o 
fera  une  intégrde  particulière  ^  à  n^in$  qiJ^en  faifant 
m  =?;;t;  0 *  A  ouBne s*évanouiffmu  Soit  m  =  r^u^ 
Il  é(ant  un  faâeur  de  m ,  il  &i|t  démontrer  qi^ 
r.çquation  u  =  o  •  (  â^  Ton  doit  dire  la  mieme 
chofe  de  chacun  des  autres  faâeurs  de  771  )  »  (^ft 
une  intégrale  particulière,  u  étant  une  fonâion 
lie  X  8c  de  j  ,  on  pourra ,  par  cette  confidération  » 
ébafièr  y  pour  avoir  ré<|uation  Q  dx  -4-  Kdu 
:^q;  icen  divifant  celle-ci  p^r  n« ,  po  la  rendra 
complette.    Il  faut  donc  chercher  Tintégralç  de 

~^  ■+•  -^  *  nous  fuppofons  <jiie  ni  Q ,  n j  R,  pe  fpo J 

diyifibles  par  u.  Si  i  on  preod  finj^égralç  (dan^  la 
premier  terme  ,  en  confidérant  ji  coç^pie  confr 

tant,  ïm  9  i"5*    n   *  ^  lîégfejWt  1»  çopîn 

Bb^ 


^m 
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tante.  Et  fi  Ton  prend  Tîntégrale  du  fécond  terme, 
à  caufe  que  R  n*a  poînt  de  fadeur  u  ,  comme 
nous  le  fuppofons ,  cette  intégrale  fera  une  frac- 
^on  qui  contiendra  u  au  dénominateur  ;  ionc 
cette  inté£:rale  fera  infinie  lorfqu'on  fera  u  =  o. 
Si  donc  l'intégrale  eft  fuppofée  =  V ,  elle  fera 
telle  qu  elle  deviendra  infinie ,  lorfqu  on  fuppofera 
u  =  o  9  Se  rintégrale  complette  étant  V  =  C  ,  on 
fatisfera  à  Téquation  Vae  C ,  en  fuppofant  C  =  oo  , 
&  u  s£  o  ;  d'où  Ton  peut  conclure  que  chaque 
faâeur  u  de  m ,  donnera  une  intégrale  particu* 
liere  u  =  o  ,  à  moins  qu  en  faifant  u  3=  o  ,  les 
quantités  A&B^ou  Q&Rne  s'évanouiiFent» 

Pe  XA  Construction  GéoMÉTRiQUE  des 
Équations  DiFFÉRENTrELXEs, 

lyy.  J'entends  ici  par  conftruEUon  géomé^ 
trîque  d\nt  équation  differennelU  ,  la  méthode 
de  trouver  une  courbe  dont  le  rapport  des  co* 
ordonnées  foit  exprimé  par  l'équation  différen- 
tielle propofée. 

Soi t réquation  différentielle  Aijr-+,Biy=sO, 
(A  &  B  étant  des  font^ions  de  y  &  de  ^)  ^  on  aura 

Adxs^m^Bdy y  où  -^  dx  ^=z  '-^  ^y.  Si  Ton 

multiplie  cette  équation  par  -— ^  a ,  (  a  étant  une 
quantité  pofitive  prife  à  volonté,  par  exemple, 

un  pied  ) ,  &  qu'on  fafle  ^^ —  =  p  ^  on  pourra 

donner  à  l'équation  précédente  h(oxmepdxz=zaiy; 
$c  f  étant  une  fonâion  de  y  &  de  ^  »  Ton  aura  69 
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^^ 


intégrant,  S.pdx=zay^Doncy=:^ ou  ay 

=5:  S»pdx  eft  Téquation  de  la  courbe  cherchée.  Si  loa 

fuppoie  que  p  s=  ^^ ,  Ton  aura  S.pdx  =  —  , 

xi 

Se  Téquatîon  de  la  courbe  fera  ay=^  —  ^   ou 

iz  ^  y  =  jp  '  qui  défigne  une  courbe  parabolique*  II 
fkut  faire  enforte  que  les  membres  de  1  équation  pdx 
7=z  ady  ^  foient  de  même  dimenfion  ,  ce  qu on 
peut  toujours  obtenir  en  divifant  ou  en  multipliant 
le  premier  membre  par  une  confiante  b  au  on  fup-, 
pofera  égale  à  l'unité. 

Soit  p  = 2! .  Je  fuppofe    qu'on    ait 

décrit  une  infinité  de  courbes  a  C^fO  (Fig.KJ.)  do 
manière  que  dans  la  première  aC,  Ton  prenne  y =g 
quantité  confiante  &  que  fur  chaque  ablciffe  AB ,  on 
élevé  l'ordonnée  perpendiculaire  BC;    de  forte 

que  1  on  ait  B  C  =:  — ^ =:  2 ,     On 

décrira  la  féconde  courbe  /C  de  la  même  ma- 
nière. &  en  fuppofant  y=acg'î  fuppofons  qu'on 
ait  ainfi  décrit  une  infinité  de  courbes  en  don- 
nant fucceffivement  à^  des  valeurs  depuis  o  jus- 
qu'à l'infini ,  de  manière  que  la  ligne  y  foit  confiante 
pour  chaque  courbe ,  mais  différente  dans  toutes. 
Cela  pofé y  pdx  repréfçnterà  l'élémeht  de  Taire 
de  la  courbe  a  C ,  lorfqu'on  fuppofera  dans  p  la 
quantité  y  =a g >  mais  pdx  repréfentera  l'élément 
de  l'aire  de  la  courbe /C  '  fi  Ton  fuppofe  y  =  g\  &c. 
Suppofons  que  A  foit  l'origine  des  abfciflès  & 
qu'en  faifapt  y^g»  Ton  prenne  Taire  A  ^  B  C  » 


\ 
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uyzsz  tfe,  oo  prolongera  Tordonnée  B  C  juiqu'à  ce 
que  B  M  doit  =s5  g  =  ^  ;  fi  Ton  fuppofe  maintenant 

"~  "         '      fera 


CXI 

égale  à  ia  valeur  4e  y  dans  la  courbe 
fC  \  &  aififi  de  même  pour  toutes  les  courbes  c|ue 
nous  fuppofbns  décrites  par  cette  loi  fur  f  axe  A  B« 
Failanc  pafier  une  courbe  MN  par  tous  h^  points 
M ,  N  aiofî  déterminés  »  ceae  çpurbd  &ra  la 
coorbe  cherchée,  Se  cela  arriver^  de  m^e,  quelque 
IboâioQ  de  y  &  de  ^  que  foit  ^.  ]£{|  eftst  Ton  aura 
$.pix  ^may  (  ou  en  génér^il S.;?4^=isw=  ç ,^ étant 
une  fonâion  dey,  nous  fupporotis  qu^on  n'ajoute 
point  de  confiante  ,  mais  fi  Ton  veut  en  ajouter 
uû^  »  il  n  y  a  qu'à  la  renfermer  dans  ^  )•  Ponc  fi 

m  bit  y  sa  g  y  Von  aura  y  a  B  M  sa     *  ^    ^  ■  » 

te  fi  Ton  fuppofe^  =55'$  J*^^  ^^^a  B  '  N  =»  ^  =3 

L   '^    '^-  •  Doix:  la  nature  de  la  ccHurbe  M  N  efl 

a 

eEprimée  par  Téquation  S.fixz=zay,  ou  pi* 
=;  aày.  Mais  on  doit  remettre  dans  p  la  variable  y 
an  liea  de  la  confiante  g ,  qui  efl  le  paramètre  de 
b  coorbe  4  Ct 

De     ï-'iNXéQRATlOMf    PES    DIFFÉRENTIELLES 

DES  Ordres  Supérieurs, 

i5'6.Un  principe  très-fimple  mais  très-fécond  pour 
trouver  les  règles  générales  du  calcul  intégral  efl 
de  choifîr  une  différentielle  générale  d'un  ordre 
quelconque  )  4e  la  différentier  en  fuppofant  la 
différence  d'une  des  variables  confiante  ou  en 
£ûfânt  tout  varier  9  &  d'en  déduire  enfuite  les 
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règles  pour  réduire  cette  diâerentielle  à  celle  d'ua 
airdre  inférieur  qu  on  avoit  choifie. 

1 57.  Soit  fdx  la  difiereniûelle  générale  du  pre- 
xnier  ordre  à  une  feule  variable  x ,  dans  laquelle 
on  furaofe  que  p  eft  une  fosâion  quelconque 
de  X.  £n  difFérentiant  la  prppofée ,  Ton  aura  pddx 
-Hf-  p^  dx^  pour  fg  différentielle  du  fécond  ordre  ^ 
p^  étant  encore  une  fonâion  dç  x  *  &  pV= 

*.^  $  donc  une  différentielle  difecond  ordre  à  une 
ax 

(êule  variable  x  avec  dx  auf^  variable  »  ferain^ 
tégrable  fi  on  peut  la  réduire  à  la  forme  pddx 

— l-p'rf;r*»   &  fi  en  même  tems  Ton  ap'=s 

^  9  autreinept  elle  ne  fera  pas  intégrable  ;  fi 

çlle  d<Hmc  ces  conditions ,  fon  intégrale  krupdx. 
Soit  la  différentielle  (ax^  ^bb  x-i-cx  ""  ^)ddx 
'+'(zax  "^b*  —  ^cx"'^)  dx"^  en  la  corn* 
parant  avec  la  formula  générale ,  on  uouve  p  = 
ax^'+'b^ X  -'i-cx'"^^ ^  p^  =  2  ax  -Hfc*~ 


-^  <»  dp         2axdx'^b^dx''-^qex    ^dx 

-*  (f*  dx 

2ax-+-  i*  — 3ca;''  *==p';  donc  ladiffé* 


renticUe  propofée  eft  intégrable  &  fon  intégrale 
eft  pdxz=z{ax''  "^b'-x  -+-  ex"'  )  ix.  Si 
on    vouloît   Tintégral^   de  pdx  ^  on  trouveroit 


ax^     .    b^ x^         cx^* 


a 


■*«Btl«BaMB«MM«MB^MMaB«MWap^ 


X-«^ 


'^  Si  Ton  *voit p'«ifl»-4-**  5=  *•  (a»H-**),  p'  f«* 

roit  un^  £onâion  iç  ^9  tMi»  de  dimesdEoa  iidlct 
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^kaM 


.  158.  Soit  pddx  -4-  f^  dx^  la  différentielle 
générale  du  fécond  ordre  à  une  feule  variable  x 
réduâible  ou  non  réduâible  au  premier  ordre. 
Si  on  la dififérencie  en  Faifant  varier  x  ydx  Scddx^ 

on  trouvera  pd  *  x  -4—  ddx  dp  *-+-  ap'  dxddx 

dx  *  dp^  ==  pd^  X  '+'  p"  dxddx  ■+•  2p'  dxddx 

p^^^dx^  (A),  en  fuppofant  dp=f^^dx. 


6£-  •  Ainfî  étant  propofée  une  équation  du  troi-^ 
dx 

£ème  ordre  à  une  feule  variable  *,  on  exami- 
nera (î  elle  eft  réduâible  à  la  formé  A^  &  en 
même  tems   fi  elle  donne  les  équations  p^^  = 

^ ,  p  '''  =  -^^  ;  fi  elle  n  a  pas  ces  conditions  , 

dx  dx  * 

elle  ne  fera  pas  intégrable,  fi  elle  les  donne,  fon 

intégrale  fera  pddx-^p^ dx\ 

Soit  la  différentielle  du  troifième  ordre  ax  ^  dddx 
•4-  S^  x^  dxddx'-H2  h  x^ dx ddx'-^T.hxdx^. 
En  la  comparant  avec  la  formule  générale  ^  on 
trouve  p  ===  ax^  ^  p  V  3=  3  ^at  * ^ p  ^ .==  hx  * ^ 
f-^^  ==  2bx.  On  trouve  auffi  les  égalités  p''  = 

^P       ^vi  ^P\   ^^àp  sax^dx 

^ax^=.p^\  &  -~— =  — ^5 =  2  r:r  sap"  ;  dwic 

f équation   propofée  a  les  conditions  fequifes ,  & 
fon  intégrale  eft  pddx  —H p^  dx^  s=z  a  x^ddx 


hx  *dx\  On  pourroit  tjouver  quelque  dif- 
ficulté  dans  la   comparaifon  de  la  difiérentieUc 
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propofée  avec    la  formule  générale  :  car  cette 

formule    étant  exprimée    ainfi  pd^x  -4-  (p  " 

H- 2 /?  '  )  4I  AT  i  i  jc  H- p '"  4  Jf  S  &  la  différentielle 

propofée  de  cette  manière  ax^  d^ x h—  (3 ajc *  + 

abx^)  dxd dx+  2bxd:^^  j  on  trouveroit  d*a- 

bord  p  =zax^  ic  p^^^  r;ziibx.  Mais  on  pourroît 
être  embarraffc  à  trouver  les  valeurs  de  p'^  & 

dé  p'  par  Téquation  p"  -+-  2  p'  s=  5  a  at  *  -f-  2  fc  ±  *. 

Cette  diflSculté    difparoît   en    faifant   attention 

aux  équations  p"  =  -j^ ,  &p'"  =  -J-  qui  doi- 
vent avoir  lieu  lorfque  la  différentielle  eft  inté- 
grable  ou  réduâible  au  fécond  ordre  :  car  puif- 

qu'on  a  déjà  trouvé  p  =  a  ;c  ' ,  &  que  Ton  doit 

avoir  p"  =  --£. ,  l'on  aura  p  "  =  5  a  jp  '^  ;  &  par 

dx  "^ 

conféquent  2p '=  2  fe;r^  &  p'  =  fex\  On  peut 
appliquer  ces  réflexions  à  tous  les  cas. 

Si  l'on  fuppofe  que  la  féconde  différence  ddx 
foit  confiante  ,  d^x  fera  =  o ,  &  la  formule 
générale    deviendra  (p^'  -t-  2p')  dxddx  -+- 

p'"  dx^  ySc  Ton  aura  les  équations  p "'  =  ^ —  ; 

'  dx 

8:p''=-j:?.  Dans  cette  même  fuppofition  la  difS- 

rentielle  précédente  fera  (^  ax"-  -h^bx^)  dxddx 
'+'2bxdx^.  En  la  comparant  avec  la  formule 
générale ,  on  ap'"  £=  2  i  jr ,  &  p"  4-  2  p'  =  3  at * 

^2bx*y  &  par  l'équation  p'"=s!--^,oup^''ix 

d  X 

'  ^s^  dp^ ,  oii^2bxdx^=idp^  i  donc  en  intégrant. 
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J»*==p';  donclp'=  2bx^i  donc  par  Téqua- 
tîon  p"  -+- 2;>'  =  ^ax  *  -^  2  ijir  *  ^  Ton  a/''  =  ^ax  *• 

do 

Maisp"=s-j-!- ,  OU /^"djf  =id/?;donc  jax^dx 

^szàf  fie  ax^  —  P  >   aînfi  Imtégralc  de  notre 

équation  ierz  piix  '^  f^ dx^  ^=*^  asc^ dix-^ 

b  x^  dx*.  Il  eft  facile  d'appliquer  <:ette  méthode 
à  une  ditférentielle  du  iiuatrièitie  ordre  ou  d'un 
ordre  plus  élevé ,  pourvu  qu'il  n  y  ait  qu'une  feule 
variable. 

ij'p.  On  a  fouvent  befoin  fur -tout  dans  les 
queftions  de  maximis  &  minimis ,  de  fuppofer  une 
différentielle  égale  2  o.  Lorfque  cette  dift^rett- 
tielle  eft  du  premier  ordre  Se  ne  coiitJènt  qu'une 
feule  variable  x ,  on  peut  la  repréfenter  par  pdx  ; 
fi  l'on  fait  pdx  ==  o,  on  ayra  en divifaht  par  dx^ 
l'équation  p=  o ,  qui  fera  connoître  x.  Mms  fi  l'é- 
quation différentielle  contient  des  différences  des 
ordres  fupérieurs ,  on  cherchera  fî  la  différentielle 
qu'on  a  égalée  à  o  »  eft  întégrable  par  la  méthode 
qu'on  vient  d'expliquer  ;  &  on  l'intégrera  fi  cela 
eft  pofltble  ;  mais  fi  la  nftfthode  ne  réuffit  pas ,  on  la 
multipliera  par  un  fadeur  m  qu'on  fuppofera  être 
une  tonâion  de  a:  ,  &  Ton  tâchera  de  déterminer 
m  par  les  conditions  requifes  pour  que  le  produit 
foit  une  différentielle  éxaâe. 

160.  Toutes  les  équations  du  fécond  ordre  à 
une  feule  variable  r ,  font  intégrables  par  cette 
'    méthode  :  car  en  multipliant  par  m  Téquation  gé- 
nérale du  fécond  ordre  a  une  feule  variable  pddx  -f* 

p'  dx^:szO  5  on  a  m,pddx  +  mp^  dx  *  =  p.  Pour 
que  le  pfemter  mienibre  de  cette  -équation  foit 


mm 
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une  intégrale  exaâe,  ièlon  ce  qu'cHi  a  dit  ci-^ 

deflus  (  15*7)  ,  on  doit  avoir  mp^  dx:^d(mp)^ss 

mdp  -H  pdm ,  &  i'ifitégralc  cherchée  fera  mpdx^sz  o. 

De  Téquation  mp'^;r=:md/7  -f.  pdm ^  on  titre 

if  m        d'^jc — dp       p^  dx        dp     ^       .     ^ 
—L £.-3  C ^9&eninté» 

m  p  f  F 

D     d  X 

^ant,  Ljn  ârs  S«  L -— L.p5  0uL.m-f«L./>-3 

S.  i-^  dx^lj.  mp Bss S.  ^^  ior  L.  r  ( en fbppo&nt 

X.  e==  1  )  ;  doncpm==e    *     J     ,   &  m  =s 
g  p^ dx 

t    *    p       ;  &  partant  fintégrale  cherchée  fera 


S. 


p 
p^  dx 


e  p 

p^  dx 


'  dx  ±=  o,  &  en  divî&nt  par  dx. 


S. 


o  »    fi    on    intégre    féquation 

o  P^dx 


d X  ==:  O,  on  aura  S.  c 


•  tm  M 


i:r 


C  coïïftantc* 


Mais  il  y  a  une  infinité  de  différentielles  à  nue 
feule  variable  8c  des  ordres  fupérieurs ,  qu'on  ne 
peut  réduire  à  un  ordre  inférieur ,  même  en  les 
multipliant  par  un  iaâeur  m. 

X#a  différentielle  générale  du  fecoitd  ordre  à 
une  feule  variable  x^  peut  facilement  fe  réduire 
à  la  forme  d'une  différentielle  du  premier  ordre  à 
deux  variables  x  ic  y:  car  en  fuppofant  ddx  =2 
dy^'Sc  par  coriféqûent  dxt=:  y^   Se  fubftituaiit , 

on  changera  la  différentielle  pddx  ^p^ dx^  en 
p dy  ^p^ ydx.  On  pourra  chercher  Tintégràle 
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de  la  transformée  par  les  méthodes  que  nous  avons 
données  pour  ces  fortes  d'équations ,  &  en  re- 
mettant enfuitç  dx  pour  y  dans  cette  intégrale  , 
«lie  deviendra  une  difFérentielle  du  premier  ordre 
à  une  feule  variable  x. 

La  difFérentielle  du  trolfîème  ordre  à  une  feule 
variable  x ,  qu'on  peut  repréfenter  par  Ja  for- 
mule p  d^  X  ^  p^ dx  ddx  -h  p^^  dx^  (e  réduit  â 
une  différentielle  du  fécond  ordre  à  deux  varia- 
bles X  &  î  en  faifant  d^  x=:dd^,ddx=zdi^Sc 
dx=z\yce  qui  change  la  propofée  enpdd^^^ 
p^  dxd:i  ^p^^  jdx^.  Si  dans  celle-ci  on  fait  ddi=s 
duy  Se  di^s=u  ^  elle  deviendra p i  u -h p' î i  f -♦- 
p^\^  dx  9  en  faifant  attention  que  l'on  a  d  x  =  ç. 
On  pourra  faire  les  mêmes  raifonnemens  pour  une 
différentielle  à  une  feule  variable  &  d'un  ordre 
quelconque  qu'on  pourra  toujours  réduire  aux 
ordres  inférieurs  &  même  au  premier  ordre. 

i6j.  a  &  B  étant  fuppofés  des  fondions  de 
jr  &  de  ^ ,  la  différentielle  du  premier  ordre  à 
deux  variables  peut  être  repréfentée  par  la  for- 
mule Adx  -f-  Bdy.  En  différentiant  cette  formule  , 
Ton  aura  Addx  -4-  dA..  dx  —h-  Bddy  -4-  d B  x 
dy  jScen  fuppofant  que  A  ' ,  A  ",  B  ',  B  "  foient 
encore  des  fondions  de  :i^  &  de  jy ,  &  que  d  A  =- 
Wdx^A^'dy&ciB  =B'dy-^B^'dx,  on 
aura  la  différentielle  générale  du  fécond  ordre  ,  8c 

à  deux  variablesAd^x  h-  A^dx  *  -t-  (A' VB")  dxdy 

^Bddy  H-  B^dy  ^ ,  qui  fera  réduÔible  au  premier 
ordre  lorfquon  aura  les  deux  équations  de  con* 

ditiondA=  A'ax-HA^'^^.,&^B=B'4y-H 
B  "  dir,  &  l'on  trouvera  d'abord  les  deux  termes 

Addx 
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Addx  y  B  ddy  d6  la  forrtiiile  générale  ^  en  com- 
parant ceux  de  la  difTérentielle  propoféô  où  fe 
trouvent  les  différentielles  ddx ^  ddy  i  Se  Tinté-* 
gralô  de  la  propofée  fera  Adx  -^Ti dy.  On  «'en 
aflurera  en  différentiant  cette  intégrale  >  &  Ton 
doit  faire  la  même  chofe-  quand  il  s'agit  des  dif- 
férentielles à  une  feule  variable  :  car  fi  Ion  ne 
jretrouvoit  pas  la  différentielle  propofée ,  la  pro- 

fofëe  ne  feroît  pas  intégrable»  au  moins  danâ 
état  où  elle  eft* 

Soît  féquatîon  ax^ yddx  -+-  à  ayxdx^  Hk 
{ax^^^b^y^x^)dxdy  ^  b^  x^  y  ^  ddy  .+. 
àbb  xxy  dy^  yQW  comparant ,  l*on  a  A  i  ï ^  sa 
ax^yddx\  donc  A  t:::zax^y.  L'on  trouve  de 
même  B  ==  i  *  at  '  ^  *  ;  &  Tintégrale  cherchée  A  d  x 
^  Bdy  eft  =£  il  ^  *  ^  d  T  -H  t  *  T  3  /*"^;y-  Eiî  dfet  en 
différentiant  cette  intégrale  ,  on  fetrôuve  la  dif- 
férentielle propofée. 

Si  dans  la  difKrentielle  Adx-^B  dy  ott  âvoiÉ 
iuppofé  dx  cônftant ,  dans  ce  casr  Ion  auroit 
ddx:=z03  &la  différentielle  générale  du  fécond 
ordre 'Çh  effaçant  le  terme  Addx ,  deviendroit 

A'  dx^^(A''+B'')dxdy^^Èddy^BUy\ 
Cette  formule  fera  réduâible  à  une  différentielle 
du  premier  ordre  Adx -^^Bdx  ^  loffqu on  aura 
les  deux  équations  de  condition  dA  =  A^dx-^ 
A''dy,8cdB  -=  B'  dy^B'^dx.  Eu  compa- 
rant la  dernière  fotmulci  générale  avec  urle  dif- 
férentielle propoïée  dans  laquelle  d  x  feroit  conf- 
tant ,  on  trouvera  facilement  la  valeur  de  B ,  €c 

par  la  comparaifon  du  terme  A'  d  v  *  avec  fon 
cbrrefpondant ,  on  aura  la  valeur  de  A\  On  in- 
iomc /Fi  Ce 


^ 
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tégrera  la  différentielle  A^ dx ,  en  regardant  x 
feul  comme  variable  ,  l'intégrale  fera  =  A ,  & 
en  fubftituant  les  valeurs  de  A  &  de  B  dans  la 
différentielle  Ad  x  ^B  dy  ^  on  aura  l'intégrale 
cherchée  ,  pourvu  qu'en  diiferentiant  de  nouveau^ 
Ton  retrouve  la  différentielle  propoféc. 

Soit  la   différentielle  2ayxdx^  H-  (ax^-h 

ifbx^)  dxdy  ^b  x^  ddy.  En  la  comparant  avec 
la  dernière  formule  générale  ,  on  trouve  B'  =s  o  , 
Aft- à-dire  5  on  trouve  que  le  terme  correfpon- 

dant  au  terme  B  ^  dy  *  manque  ;  on  trouve  auflî 

B— ,  tjp  *  &  A'  =  2  ayx'j  donc  A^  d  X  =:  2  ayxdx , 
&  en  intégrant  dans  la  fuppofitîon  de  y  confiant, 
on  trouve  A  :=  ayxx  ;    donc    l'intégrale    fera 

ay  X*  dx  ^h  x^  dy  -^  Cdx  qui  eft  cxade ,  car 
en  différentiant  cette  intégrale,  on  retrouve  la 
propofée.  On  ajoute  Cdx ,  parce  que  ce  terme 
peut  avoir  difparu  en  différentiant  dans  la  fup- 
pofïtion  de  d  X  confiant  ;  C  eft  une  confiante  ar- 
bitraire qu  on  détermine  par  la  nature  du  problème. 

Comme  cette  matière  eft  très-întéréflànte,nous 
croyons  devoir  encore  ajouter  quelques  ob/èrva- 
lions  en  faveur  des  commençans. 

•  Soit  V  une  fondion  de  deux  variables  x  Scy; 
de  manière  que  Ton  ait  dV  :ssz  Adx ^  Bdy  & 

ddV  =  Addx^2Cdxdy^'Ddx^^  -f-E'^jy* 
^Bddy.  Il  eft  vifîble  qu'on  doit  avoir  les  qua^? 

tre  équaftions  de  condition  î^ i:=:- ^,D  = 

.        dy  dx 

(dA)      E_J^B2     C      (^B)  _(iA) 

dx  dy  dx      ^^      éy      * 


J 


•'^iiS^^'-i^^'^*-^*-^-^^-' ■— ■ .1-^^^ ^^^:^.   ....  ^    ...  .       ■      ■>■  >.-.....  ^ 
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Car ,  félon  ce  qu'on  a  dit  d-deffus  (  8S  ) ,  fi  i  V  == 
A.dx  ^B  dy  ^  on  doit  avoir  ■    ■    ^  =:t L_-2  j 

taifant  dA=tï>dx^Cdy,  ScdB^Mdx^ 

E  dy  ^  on  aura  1-7-^  =  D ,  i_— r  ==C,  ^   ,    r. 
^         .  dx  dy  dx 

dy  a  y  ax 

0  =  M,&dB=-«  Cdx^Edy,  Subftituartt  lei 
valeurs  de  i  A  &  J B ,  il  vient  ii  Vs=â  A  ^i;c4* 
aCdxdy^X)dx'  •^Edy'^Bddy, 

Corollaire.  Donc  une  différentielle  à  deuîc 
variables  dans  laquelle  on  ne  fuppofe  aucune  dit 
férence  confiante  aura  une  intégrale  finie  fi  Ion 
a  les  quatre  équations  de  condition  dont  ort  vient 
de  parler,  &  îbn  intégrale  du  premier  ordre  fera 
A  dx  H—  Bdy ,  en  ajoutant  une  confiante* 

Si   Ton  propofoit   donc  d'intégrôr  la  formuld 

âdy  zdxdy       lydx^  yddx 

parant  cette  difFërentielle  avec  ta  forinule  A  ddx  ^ 
liCdxdy^Ddx^  ^  Edy^  -i-  Bddy   (H), 

on  trouvera  A  •=-  —  ^,  D=— ^^Cœ*— — .  * 

X-  x^  x^    * 

E  =  o,B=2-.  Donc^4A^  = L-, 

X  dy  je»  • 

*  *  dj       -  dx 

Ccâ 
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x^  dy  dx  dx  x^ 

— — l  =  o  ==5  E.  Ainfî  la  propofée  a  une  înté- 

grale  finie  ;   la   première   intégrale   qH  Adx  + 

«_  —  ydx  -+-  xdy 

A  regard  de  la  féconde  intégrale ,  Il  eft  fa- 
cile  de  voir  qu  elle  eu  égale  à  la  fradion  -^  plus 
une  confiante  c. 

.  Si  une  des  différentielles  dx^  iy  eft  fuppofëe 
confiante  y  dans  ce  cas  Ton  aura  ddx=zO  ^  ou 
ddy  c=2  0  ;donconaura,ou  A,ouB==o  ,&  par 

conféquent  on  ne  lauroit  avoir  1— _i  —  i— — 1-  . 

^  dy  dx 

Si  Ton  fuppofe  eî  i  jt  ==  o  ,  &  qu'on  efface  le 
premier  terme  dans  la  formule  H  »  on  aura  la  for- 
mule 2Cdxdy^  Edy^^Ddx^+Bddy.JAdi^^^^ 

•  ..  dx 

dx 
+  G  9  G  étant  une  quantité  qui  peut  contenir  une 

{bnâion  dej,  parce  qu'on  fuppofe  y  confiant 
dans     \    \  Pour  connoître  G  ^  on  fera  attention 

dx 
à  Téquation  ^ — -  =  C ,  qui  indique  qu'on  doit 

ajouter  à  A  une  quantité  G  qui  donne  i-j — 1=  C. 

Si  cette  équation  a  lieu  fans  qu'on,  foit  obligé  de 
rien  ajouter  à  A,  dans  ce  cas  on  n'ajoutera  rien  à  la 
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quantité  A.  On  doit,  enluite  examiner  (î  les  trois 
autres  équations  ci-4eflus  peuvent  ay qir  lieu. 

Soit  propofce  la  dîfFérentieUe  2  ad  x,iy  + 
a.  xddy  -h  2bd  X  ^  s  comparant  cette  différentielle 
avec  la  formule  ,H,  je  trouve  D=c  at,C=ri», 
£  =;=  0  3  B  =:  a:r.  On  a  donc  S.  D  dx=z2bx-^G  ^ 

Xïxaîs  L-j — l  =  o  =  C,ce  qui  eft  abfurde.  Afin  donc 

djr 
'  /À  A  \ 

que  ^--j — ^  devienne  =  C  =  ix ,  on  doit  foppofer 

G  sa  «  ^  ,  &  A=s.a  b  x-t-  a  y.  On  a  enfuite  1— — r 

(rfA)  ■         (<iB>  /• 

,   &  -j —  =  o  =  E.  Amlî  la 


■*—    dy     '   "^    dy 

'  différentielle  propofée  réfulte  de  la  différenciation 
d'une  quantité  finie.  Ajoutant  donc  à  la  propo- 
fée la  quantité  A  id;r==(  i  b  x-ir-^y)  ddx ^ 

fon  intégrale  iêra  =  {2bx  -t-  ay)dx'^^axdy'-^g 

confiante. 

Il  eft  bon  de  remarquer  que  la  quantité  g  doit 
renfermer  d  x  lorfqu'on  a  f^  cette  drfférénticUe 
confiante ,  mais  elle  çontienora  dy  lorfqu  on  aura 
*£m   ddy  ==:Q.  -_  . 

Soit  la  formule  Addx  ^f-  2C  dx  dy  -4-  T>d  x 
•*4-*  Edy^  H—  B  ddy  y  daas  laquelle  on  n'ait  pas 

-ij =S53=      ,  ;  *  Suppofons  que  nntegrale  de 

la  propofée  foit  =  Adx -4-  Bdy  (en  ajoutait 
une  conftaqte  ) ,  dont  la  différentielle  d  A.dx  -4- 
Aiix  rh  lèddy  -^dU.dy  (T)  doit  être  égale  à 

Ces 
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I9  propofée.  C!eft  pourquoi  je  fais  dA  =^  D  dx 
Nrfj,  &  rfB-=Mrf*-HE(f^  ;  doù  /e 


.        J^A)  (rfA)  (rfB) 

tire  *-! — =I>,  — 7— '==  N,  — 7 — 3be=  M  , 

*^       a;r  '    dy  dsç  * 

^^  r  *  ==  E*  Car  dans  ce  cas  Ton  ne  peut  pas 
faire  N  =  M ,  puifqu  on  ne  fuppofe  pas  ~j — « 

a=  ■■  ,'    '  Subftituant  les  valeurs  de  (f A  &  de  (fB 

que  donnent  ces  équations  dans  là  formule  T ,  il 

vient  hddx-+-  N dy dx-^^jydx'^-^Mdj dx 

H-  E  ^  y  *  —H  Bdd^  ^  quantité  qui  ne  peut  être 
égale  a  la  différentielle  propofée  qu'autant  que 
Ton  aura  M  -K  N  ==  a  C»  oi  les  deux  différen- 
tielles ii  a:  ,  ddy  s*y  trouvent,  Tintégrale  fera 
trèsr  facile  à  trouver  ;  car  pour  avoir  lieu  il  fuffit 

qu*on  ^it  a  C  =  M  -4-  N  =    ^  ^J    -i- 

^rf3r^^  =  "T7"'^=^"77'     Sicesequa- 
tions  ont  lieu  Kn^rale  fera  A  <?  ^  -+-  B  dy. 

Mais  Hntégration  fera  bien  moins  facile  fi  ddx^ 
ou  ddy  manquent  ,  car  alors  ou  A  9  ou  B  ne 
font  pas  conflans.  Sx  ddx  manque,  la  différent 

tiçntielle  aura  la  forme  Ti  dx^  -+-  clC  dy  dx-^ 

,  _        (<fB)         (dA)     ,  ,         . 

donc  ^Q-^  -j-  ==  T— -•  Ayant  trouve  par  lo 

ïpoyen  de  cette  çtiuatiop  h  valeur  de  -j- • ,  l'ayant 
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multipliée  par  dy  &  intégrée  dans  la  fuppofition 
de  X  conftant ,  on  aura  A  -4-  C  Mais  parce 
que  dans  cette  intégration  on  a  fuppofé  x  conf- 
tant ,  il  peut  fe  faire  que  G  foit  une  foncftion 
de  X  ;  c'eft  pourquoi  il  faut  trouver  de  nouveau 

la  yaleui^  de  A  par  .l'équation  D  =  -j-^ —  ,  ou 

S^Ddx  ==  A,  en  regardant  maintenant  x  comme 
varial^le.  Si  ces  deux  valeurs  de  A  ne  font  pas 
les  mêmes  ,  on  doit  les  ajouter  enfemble ,  afin  d'a- 
voir la  valeur  de  A  corrigée.  Si  2  G  ne  renferme 

pas  ,;     ,  l'équation  P  de  condition  n'aura  pas  lieu. 

Enfin  l'on  doit  avoir  E  =  --: — ,  &  alors  l'io'- 

dy 


tégrale   cherchée  fera  Adx  -+-  B  dy  —H  gdx 
(en  écrivant  gdx  au  lieu  de  g). 

Soit  propofé  d'intégrer  la  différentielle 2axdx^ 
— -  b  x^  dy^ — *2,hy  xix dy'-k^ 2,cy  dy  dx--^ 
bx^yddy  i  dans  laquelle  on  fuppofe  d  x  conf- 
tant ,  on  aura  D  ==  7,  ax ^  —  b  x"^  ==  E ,  2  c y 

—  2ijyAr==2C  =  M-+-N,  —  *Ar^jy  =  B. 

Mais~r^  ==  — 2  tjcy  ;  donc  le  terme  •-—     fe 

CLX  .  •'•    -  ,    '     dX 

trcHive  renfermé  daiK  2  C^  &  de- là  -j-  «==  2  G 

—  •^=c=2c^,  &  A  =5 S.  2eyd^  -4*  Q 

«=c;f^H-  G.  MafeS*  lDdx:=!^A ax'-l; 

donc  A  ==  ax^ H- cy  *.  Enfin  on  a  -j-==:— < 

Cç4   ' 
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bx^  =r=  E 5  donc  rintégrale  cherchée eft(ax^ 
cy^  }dx  —  b x^  ydy  —H  gd  x^ 

Pour  faire  mieux  comprendre  aux  commçn- 
çaps  Tartifiçe  de  la  méthode  que  nous  venons  de 

développer ,  foit  l'équation  (a  — K  bx"")  x^  ddy -i— 

(c  -H/;r")  xdxdy  -+-  (g  H-  hx'')ydx^==:0^ 

On  aura  donc  B=  (I^H-^Jf")  **,  (^ -+•/«'•)* 

&=:2C;D  =  (^-f.fejp'')jy,&E=:G.  On  trouve 

s^  I9  vérité  -j—  ==  O  =^  E  ,  CQ  qui  indique  qu'on 

peut  donner  aux  coefficiens  a^b^c yicc  les va-f 
leurs  convenables  pour  rendre  la  propofée  inté- 
grable.    Mais  Ton  a  S.  Dii  Jf  =  A  ==  (g^-f- 

-r — ;:-— r  )  v  ;  ce  qui  doit  donner  2  Ç  ==  — j 

n  —h-  I  ^  "^  (i  * 

==  2a.^  ^*-  (n-+-2).fca:*"^  * 


IfjrH =c  jr-f.  / A**^*  .    Pour  que 

çettç  équation  ait  lieu  ^  il  faut  qu  on  ait    c  =3 
«^r*-g, /==  (n4-?).t^-^qj^»    La  fubftî- 

t^^tîon  étapt   faite  ,  l'équation  propofée  devient 
ia^bx'')x^ddy^(2a'^g  -*-(«  -h  ^  )  •  **  * 

VI }  xdxdy  ^  (^g^hx*)y  dx^  =0î 

H"4-  I 

donc  i'iqçégrale  fera  A  i:r  -j^  B  <î^  =?  (  g  at  -f* 

d^s  laquelle  iî  Ç'  r==r  q  ^^  il  fçra  fi^çile  de  fépare^ 
|p?  ygriablçs, 
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Si  Adx  rh^  dy  ==  o  eft  fufcçptible  d une 
intégrale  finie  dans  l'état  où  elle  fe  trouva  ;  ç'eft- 

a- dire  u  Ton  doit  avoir      j        35==:     ,     *  ,  ou 

dy  4^ 

gx^  —. s==  (n^^2)  .bx'^'*'^  -{-2ax  , 

ouvres  2  a. a=(n-|-2).  J,  il  nefera 

pas  difficile  de  trouver  les  valeurs  de  c  &  de  /, 
qui  étant  fubftituées  dans  la  propofée  la  rendront 
fufceptible  d'une  intégrale  finie. 

Soit  A^  +  fi<(y  +  D<f  :^ ,  la  diiTérentielle  générale 
du  premier  ordre  &  à  trois  variables  A. ,  B ,  D  étant 
des  fonâions  quelconques  des  variables  ;ir ,  ^ ,  ^.  Si 
l'on  diâerentie  cette  formule,  on  trouve  Kddx  — f— 

dK .  dx-^-'Eddy  -+-d%dy  -+-  dD .  d^-h-Ddi^  (H). 

Suppofons  i  A  =  A'  i *  -4-  A"  <f ^  -4-  A'"  i  î- , 

C  en  faifant  A'  =  ^^  *  j  A  " s=  ^  j  A"'« 
^^),d^=B'dx  '+-B"dy  -♦-  B"'it, 
/e'nfaifantB'=.^,B"  =  ^,B'"  =«^^)  , 

V  dx  ày  dx  / 


p^s  difficile  de  trouver  les  valeurs  de  D' ,  D'^,  D''', 
Si  Ton  fubftitue  4ap$  la  formule  H  les  v^leqrç  de 


,9 

*  Cette  cxprcflîon  marque  la  différentielle  de  A  fprift 
en  faifant  vs|kr  fçulcment  x   &  divifant  le  réfulun 


■Mn 
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dA^dB^dJ)^  qu'on  vient  de  trouver ,  il  vien- 

àTaAddx'-h-A'dx^'i^(A^^^i^B')dxdy 

(  A '" -H  D  '  )  d  *  ^  ?  H- B  i  d  ;^ -+- B"  d 7  * 

(B  '"  -4-  D^')  dydi  ^^Bddi^  D"'  di  '  (P). 

Sî  on  fuppofe  une  des  différentielles  confiante  » 
on  efi&cera  dans  la  formule  P  le  terme  où  fe 
trouve  la  différence  de  cette  difîére^tielle  :  ainfi 
fi  Ton Ibppofe  d  x  confiant ,  l'on  aura  ddx  ==  o , 
le  terme  A  ddx  di^roitra,  &  le  refte  fera  la 
formule  générale  convenable  à  la  fuppofition  de 
dx  confmnt. 

Soit  la  différentieDe  du  fécond  ordre  à  troi^ 
variables  avec  leurs  premières  différences  aufli  va-< 
riables  ax^ y^  ddx  — j—  ^ay^x^dx^  — f— 
(2Ar '^H-  h^^^y  dxdy  -H bx^^^  ddy  +  2  bx^dyd^^ 
£n  comparant  cette  différentielle  à  la  formule  P  » 
on  trouve  A  ==:  a  :r  'y*,  B==ibxi^  &D  =Oi 
donc  l'intégrale ,  s*il  y  en  a  une  ,  doit  être  A  dx 
^•Ir^Bdysmerzax^  y^  dx  H—  hx\^dy.  En  effet 
en  différentiant  cette  intégrale  ,  on  trouve  la  dif-- 
férentîelle  propofée. 

II  eft  aifé  de  voir  comment  on  peut  trouver 
deis  formules  générales  pour  les  différentielles  dès 
ordres  fupériéurs,  à  deux,  ou  à  un  plus  grand 
nombre  de  variables  pour  en  déduire  les  inté- 
grales des  différentielles  d'un  ordre  quelconque, 

1 62.  L'on  peut  auffi  en  introduifant  à  la  place  de  . 
la    plus  haute    différentielle  de  chaque   variable 
une  différentielle  moins  élevée  d'un» unité,   ré- 
duire la  propofée  à  une  différentieue  d'un  ordre 
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inférieur,  pour   Tintégrer  enfuite  par  les  xegles 
qui  font  propres  à  cet  ordre. 

Soit  9  par  exemple  ^  la  diffërentielle  du  fecon4 
ordre  Adx^-^A^  dxdy  -HBdijy-H  Wdy^^ 


en  faifant  ddy  =  i  w ,  &  par  conféquent  iy  =  u  , 
S^  dx  z=^  c  confiante  9.  on  la  réduira  à  la  forme 


Acdx»^  A^  cdy  +  Bdu  -h-B^udy  f  différen- 
tielle du  premier  ordre  à  troij  variables.  On 
cherchera  par  les  méthodes  ci-defliis  l'intégrale 
de  cettç  différentielle  ;  fuppofons  qu'elle  foît 
trouvée ,  on  y  remettra  dx  an  lieu  de  c ,  ic  dy 
au  lieu  de  u^  6c  l'on  aura  une  différentielle  du 
premier  ordre  à  deux  variables  x  Se  y  qu'on  tâ- 
chera d'intégrer  de  même.  Si  la  propofée  renfer* 
moit  ddXy  on  feroit  ddx  =  d^^^  ou  dx  ==  [, 
&  Ton  parviendroit  encore  facilement  à  une  dif- 
férentielle d'un  ordre  inférieur.  Au  refte  dans 
les  équations  des  ordres  fupérieurs  au  premier, 
on  peut  fuppofer  à  volonté  une  première  diffé- 
rence confiante ,  &  nous  allons  donner  la  méthode 
de  rendre  une  des  premières  différences  confiantes  , 
&  réciproquement  de  rendre  variables  les  pre- 
mières différentielles  dans  les  équations  dans  lef- 
quelles  on  auroît  fuppofé  une  confiante. 

Soit  Aix  *  -4-  B  dxdy  -4-  C  djy  ^  +  ddy=^oi 

une  équation  différentielle  du  fécond  ordre.  &  à 
deux  variables,  dans  laquelle  la  premiè!#  diffé- 
rence dx  e&  fuppofée  confiante.  Pour  la  ramener 
à  une  différentielle  qui  ne  renferme  aucune  dif- 
férence confiante ,  je  divife  la  propofee  par  dx 

afin  i^wm  Arf^f  •+•  l^dy  -+-  ■■■    .^^      •+• 


■■MHMI 
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5:iii2L>  =  o.  D  eft  vifiblc  qu'à  caufe  de  dx^ 

confiant,  l'on  peut  mettre  — r./   t^^   au   lieu 

dx 

de— 1 — 2,.  Si  l'on  veut  que  4:rfoit  variable,  on 

ax 

nura  alors    en   difiérentiant ,   d   C—JLSS 

dxiif-^dyidx       .     «,         .        ^1 

^'z' —  »   î^  1  équation  le   changera  en 

ceUe-ci,     Adx  H-   Biv    -H    ^^  -H 

D^xddy-^dydix^  .     ,  j.^ 

.,  Q '^ — i )  =  o,  qui  na  aucune dit- 

férence    confiante.   Si  on    vouloît    faire    varier 
dxti  rendre  dy  confiant ,  on  feroît  D  d  ^-i-)=?3 

D.  (r^'^f^pr)  9  en  effaçant  le  terme  dxddy  , 

à  caufe  de  ddy  =  6. 

Soit  1  équation  du  troîGème  ordre  adx^  -+- 
Mx*  dy-h-c  dy^ix+  Ddy^  +  e  dxddy  -^fdyddy 
'-h' gd^y  ==  o,  dans  laquelle  dx  eft  fùppofô 
confiant.  En dîvifant  par  d x  ^  ^  Ton  trouve  adx 

^         dx  "^    djf*  i*» 


fàyddy     •       gd^y  ,  ,    •       ,  p 

'  dx^    "^      j        =t=  p ,  qu  on  peut  écrire  amh 

Si  fi  d^ns  cette  équation  cîn  fait  tout  varier  dan^L 
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les  différenciations  indiquées  par  la  lettre  i,  on 
aura  une  équation  du  troifîème  ordre  fans  aucune 
première  différence  confiante;  &  fî  dans  lester* 
mes  affeâés  du  figne  de  différenciation ,  on  fup« 
pofe  dy  confiant  ic  dx  variable ,  on  aura  une 
équation  dans  laquelle  dy  fera  confiant. 

On  peut  faire  les  r  transformations  précédentes 
par  le  moyen  de  quelques  fubflitu'tions  qui'peu-^ 
vent  être  d'un  grand  ufâge.  Soient  x  Se  y  Iqs  va- 
riables de  Téquation  propofée ,  on  introduira  uile 
nouvelle  variable p  en  fuppofant  p  dx  =  dy  ;  on* 

feit  de  plus  qdx  ==  dp,  rdx  ^=^!^dq,  aai  p  œ:±  ^  , 

.   .  dx 

q  «==--^,  r==3-^,  ict.^  dx  étant  confiant; 

*  dx  dx 

Si  on  veut  maintenant  que  dx  &  dy  foient  va« 

•  i_i  j-/r#        •  r         dxêdy — dydàx 

riables, on  aura  en  differentiànti (fo«=-  '    '  , — f —  , 
^  .  ^  d  x^       * 

&  par  conféquent  en  divifant  cette  valeur  de  dp  par 

dx  &  différenciant  de  nouveau ,  Ton  trouvera  dq  = 

ix^  d^y — i  dx  ddxddy-^i  dyddx^  —  dxdyd ^  x ^  ^ 

&  ainfî  de  fuite.  Soit ,  par  exemple ,  la  différen- 

,  X  d  d  y 

tielle      .  \  ,  dans  laquelle  (fx  efl  fuppofé  conf- 

tant.  En    faîfant  p  dx^=dy  ,  dp  ^==  qdx ,  elle 

fê  change  en  qx  ^8c  en  fubftîtuant  la  valeur  de  q 

„      j     .     -  xdxàdy — xdyddx     j.^*,        •  «        • 

elle   devient  == ^   ^    -^ —  ,  difterentielîe  qui 

ne  contient  plus  aucune  différence  confiante. 

Soit  la  différentielle  - — 73 — ^    dans   laquelle 

ddy 

*  *  L'cxprcfEon  ddx^  marque  le  quarré  de  ddx. 
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on  fuppofe  ^  (dx*  ^dy  ^)  conftantei  En  faî- 
fent  dy  =  pdxSc  dp  8=  j  (f  at  ,  cette  différent 

tiellc  fe  réduit  à  la  forme -^-^ — — — Acenfubiti^ 
tuant  -j^  au  lieu  de  p ,  & ^3/'    -    au  heu 


de  a*  on  aura  ^     .. ^  *^   ^,     é    e:J^preflion 

qui  ne  renferme  aucune  difTérentietle  confiante^ 
Si  on  vouloit  au  contraire  rendre  confiant  dx  ,  par 

exemple,  on  fuppoferoit  ddx  ==:  o^d^x  =  o,  &Cé 
ic  Ton  effaceroit  les  termes  où  fe  trouveroîent  ces 
différentielles*  Si  on  Youloit  dans  une  équation 
du  troifième  ordre  rendre  ddx  confiant ,  on  effa- 
ceroit le  terme  qui  contiendfoît  d^x.  Si  on  avoît 
fuppofe  une  diâerentielle,pafexemple^(fr  confiante 
dans  une  équation  donnée ,  en  la  réduifant  à  une 
équation  dans  laquelle  il  n'y  eût  aucune  diffé- 
rence confiante,  &  faifant  en  fuite  la  différentielle 
de  dy  égale  à  o ,  on  réduiroit  la  propofée  à  une 
différentielle  dans  laquelle  dy  feroit  confiant» 

163.  Il  peut  arriver  qu'une  équation  différen- 
tielle d'un  ordre  fupérieur  &  à  deux  variables 
foit  vague  ,  c'efl  -  a  -  dire  j  ne  renferme  aucun 
rapport  certain  entre  les  variables ,  ces  fortes 
d'équations  font  abfurdes  &  ne  peuvent  avoir  lieu 
dans  la  folution  d'aucun  problême.  Etant  donnée 
une  équatkn  qui  ne  renferme  aucune  variablil 
confiante,  on  fuppofera  dx  confiant,  &  on  ré- 
duira enfuite  le  réfultat  à  Une  fornie  qui  ne  fup- 
pofe aucune  différence  confiante.  Cela  étant  fait, 
on  examinera  fî  l'équation  qui  en  réfulte  s'accorde 
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avec  la  propofée, .  Si  cela  arrive  ,  Tcquation  ren-^ 
ferme  un  rapport  déterminé  entre  x  Se  y  i  dans 
le  cas  contraire  ce  rapport  eft  vague:  car  il  eft 
vifible  qu'il  eft  libre  de  fuppofçr  confiante  telle 
différentielle  que  Ton  voudra  ,  &  qu'en  diflFéren* 
ciant  deux  fois  de  fuite  ,  par  exemple ,  dans  cette 
fuppofîtîôn  une  équation  finie  entre  x  Se  y  ^  I9 
réfultat  doit  donner  le  même  rapport  que  fi  Ton 
avoit  fuppofé  toutes  les  différences  variables.  Soit 

l'équation  b  d  dx-^fd  dy  ^gdx^  -+-  hdydx 

H-  kdy^  =-  o  5  qui  na  point  de  différentielle 
confiante  »  &  dans  laquelle  b  ^f  ^  g  jh^k  font  des 
fondions  de  x  &  de  y.   En  faifant  dx  confiant, 

on  afddy  -+-  gdx  ^  -4-  hdy  dx  H-  kdy^  ==:  o. 

Si  dans  cette  équation  on  fubftîtue  la  valeur  de 
ddy  que  donne  la  fuppôtîtion  de  pdx  =  dy ,  & 

qu'on  fafTe  attention  que  dp  «====  d  Ç-^^    ==s 

ixddv — dyddx      ^        ,  .  ,        , 

'-^r -^  &  qu'aloR  df.  dx  «  Hy 


-                             dyddx     ^y  >/•!«. 

qdx  ==  ddy 2 >  ^^^  ^^^^  f  ^"  fubûi- 

tuant  cette  quantité  au  lieu  de  ddy)  Téquatioii 

fdyddx,  g,  .         -,  f    1      I 

—  —^ -\-fddy  -^gdx^^^hdydx'^ 

k  dy^  ==  o  s  qui  ne  diffère  de  la  propofée  que 
dans  le  premier  ternie.  Il  faut  donc  voir  fî  l'on 

a  b  =a=  —  -^  y^  Si  tela  arrive ,   l'équation  pro- 


dx 

pofée  exprimera  un*rapport  déterminé  entre  rScy ,- 
autrement  l'équation  fera  abfurde.  Il  efldoncné- 
ceffaire,  afin  que  la  propofée  ne  foit  pas  abfurde^que 
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l*on  ait  b  +^^  =*  6,  ou  bdx  -i^fdy  =£  o  ; 
àt  cela  peut  arriver   de  deux  ibanièi'es  g   ï^  Si 

Texpreffion  — »  *^j^  cft  identique  avec  b  ,  c  eft-à* 

dire  fi  elle  eft  non-feulement  =aa  b  ,  niais  eft  ef- 
iedivement  b.  2^.  Si  Téquation  bdx+fdy  ^=0, 
eft  Téquation  différentielle  du  premier  degré  9  qui 
étant  différenciée  ,  a  donné  la  propofée  :  Dans  co 
cas  cette  équation  fera  l'intégrale  de  la  propofée. 
On  le  recoÉnoîtra  etk  différenciant  cette  équation  i 
car  le  réfultat  doit  donner  la  propofée* 

Soit  l'équation  fans  aucune  différentielle  con^ 

tante  yyddx-'^xxddy+y.dx^  — xdy  *  -4— 

éidxdy  '=  o.  En  comparant  cette  équation  aved 
la  formule  générale  précédente,  on  trouve  b  :=siyy^ 
mmm  x'x  =/,  &  l'équation  bdx  -k^fdy  ^=5  o^ 
devient  ^^  i  A" — *  xxày  =0.  Si  l'on  différencie 
cette  équation  &  qu'on  l'égale  à  la  propofée  ,  on 

trouvera  (B)  y  d  x^  ^-^xdy^  -4—  adxdy  == 

ay  dxdy  —  ±  xdxdy.  Mais  Téquatîon  jyjy i\r 

^^xxd y  j==  o  ,  donne  d  y  :=^ — -  ;  donc  ert 

XX 

fubftituant  cette  valeur  de  dy  dans  l'équation  B  ^ 
&  divifant    enfuite  par    dx^  j  il  viendra  y  — - 


X^  XX  XX  X 

a  xy  =  2  xyy  —  2xxy  (  A  ).  Voyons  mainte- 
nant n  cette  équation  s'accorde  avec  l'équation 
yydx —  xxdy  =0.  En  différentîant  l'équa- 
tion .  A  &  faifant  les  opérations  néceflaires ,  6n 

aura 


^ 
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aura  i^  ==  3^^-t-^j-2;rv +4  r^^^^ 

dx  lyy  —  ax  —  txx-^-^xy 

autre  côté  l'équation  i  y  ==  ^<^ —      donné    ~^^ 

^  ''     .     ^     XX  dx 

:Zy,.  Subftituant  dans  l'équation  D  Cette  val- 


XX 


dy 


leur  de  --Z  ,    ôtant    \û    fraâîôh*  ,    tranfpofërit 

dx 


te  réduîfarit  ^  il  vie^nt  3  r  ♦  -H  4.  r  -7  -4-  axxy 
==»  3  y^  H-  4  X  y  ^  '^^a  xyy  ;  d'où  l'on  tire  ûxjr 
s=2r  jy^-j-jc  '^  ii-  jf^^-^3:r*^  mais  dé  l'é- 
quatîoft  A  j  ^n  tîre  4  xy'===iy  ^  4-  i-^^^  -*—  i  :rxy 
i —  X  '*  Si  Ton  retranché  cette  dernière  équationl 
de   la   précédente  ,   on  trouva  ra  a  ==  :2  jf     -è^ 

xyy  -+-  X xy  —  2  *  ^  ,  équation  qui  peut  fe  té-* 
foudre  en  celles-ci  o  ^  =--  y —  x^tco  =i=^  s,yy 
•^  y  x^  2XX  ^  la  première  donne  y  =itx  qui 

'    y  y  d  X 
J)eut  fatisfaîre  à  Téquation  i^  =-— —  j    ïnaîi 

1  •  ... 

elle  cft  incompatible  avec  l'équation  finie  jr  ^  *-^ 

y^  ^  axy  ^==-  2 xyy  — ^  2 xxy ,  à  moins  qu'oii 
ne  faflè  a  ==^  o^  ou  qu'on  ne  fuppofe  x  U  y 
conftans  :  dans  ce  dernier  cas  dx  -~=-  ô^  & 
dy  ^=^  à  ^  fatîsfont  i  toutes  les  équations  dîfic* 
rentîelles  à  deux  variables j)  &r,  ce  quieft  abiurde^ 
&  par  conféquènt  l'équâtiori  propofée  eft  abfurde  j 
du  moins  en  fuppofant  que  a  n'eQ  pas  "-=rr  Oi 

Pour  faire  Voir  Tufage  dei  transformations  pré* 

cédemès  ,   foit  prdpôfée  féquatiôn  dx^  dy  — «-* 

dy  '  rrrrr  hdx ddy-^^x  dxddy  ^  dans  laquelle  dii 
fuppofe  dx  confiant ,  &  quoii  ne  voit  |^as  tout 


4x8    Cours  d£  Mathéwatjques, 


I  >    M 


d'un  coup  être  întégrable.  Si  nous  reqdons  dx 
variable ,  en  écrivant  (  par  la  méthode  ci-deflus  ) 

dxdy-^  iyl^Cbdx  +  xdxylC^/-);^ 

•^  dx  •  ^  dx  y      ' 

fuppofant  dy  confiant  dans  la  quantité  ren- 
fermée dans  la  parenthèfe ,  nous  aurons  dxdy 

— .-^=:  —  {kàx-jrx^x)'-j—r  ^  dou  Ion 

tire  dx  ^  -4-  xddx  -Hr  bddx-'-^dy^  ==  o  , 
dont  on  trouve  facilement  l'intégrale  en  faifant 
ddx s=s  di  de  dx  ==  j 5  car  l'équation  devient 

jdx  -h  xdi-h-  bdi  —dy^  ==  o  ,  jiont  Tintée 
grale  eîïix  +  l^^-^y  dy.=  o  .  pqpc  en  remet- 
tant la  valeur  de  j  &  ajoutant  encore  la  conP- 
tante  C  dy  du  même  ordre  ,  l'intégraîê  complette 
fera  xix  -^hdx  — ydy  -H  Ciiy  s=so,  &  en 
intégrant  de  nouveau  &  ajoutant  la  confiante  C , 

on  a  —  +  hx — ^ H  Cy-jh  0==  o.  On  a  fait 

l'intégrale  de  dy  ^=xydy ,  à  caufe  de  dy  confiant. 

On  n'a  point  de  méthode  générale  pour  con- 
noître  la  quantité  qui  étant  fuppofée  confiante , 
peut  faciliter  l'intégration  ,  Œtaî?  -on  réuflïra  fbûvent 
par  la  méthode  fuivantc.  Il  faut  examiner  s'il  y  a 
dans  Téquation  ,  deux  ou  un  plus  grand  nombre 
de  termes  qui  foient  intégrables  en  les  "multi- 
pliant ,  ou  en  les  dîvîfant  par  un  fadeur  commun  ; 
l'on  fuppofera  que  Tintégrale  de  ces  termes  ainfi 
jnultipliés  ou  divifés,  efl  confiante. 

Soit  l'équation 2px^  dy^  c=  dy^  -jr  dx^  iy 
^'^xdydix'-^xdxddy  ^  dans  laquelle  p   eft 

une  fonâion  de  x.  Xes  deux  termes  dx^ày  ^ 


kàxiiy  étant  divîfês  pat  d x ^  donnent  dxdy  -i^ 
^ddy^  dont  rintégtele  q&  xdy^  Suppofôilâ  d<lnâ 
que  À?  ijy  eft  =^  C  confiante  ^  on  aura  xddy  -H 
dy  dx  =^  o^  ic  eii  multipliant  par  i;^^  oti  àiitrâ 
encojfe  xdxddy  H~ dydsù^  =  o  j  donë  l'éqùàtlôa 
propofée  deviendra  i  après  avoir  effâGe  lés  téMêS 
xdxddy  -^dx^ dy^U  divifé  pai* àA; ^  ^y ^  ^  dévîôrt* 

.    *i        j*     *  dy^  —  xdydi^  ^        kit,         » 


"-■ 


^      a;&''<ixdy^  "     *    Mais  xiy^^C,   paU 
fupptititiôQ  i    doilê  <{y  ==:  ^    ,      &    ^ 


&  eô  îtttégi?a»t»  â  Si;)  4a? s=ë  —  ■^^-'^'^f^.* 4. 

"^     a^^^^y^''  *^  v' .  ta  f êfflsttaftt  4  14 

jjlacê  de  C  ik  vdleu,?  4?  4)!»  tt  eft  atfl  dd  vok 

qu'on  intégretoit  dd  mé^d  il)  fiippôfâât  qUi  H  ^ 
Uiié  cotiftànt^t 


Soit  l'équ^M  jpyà itâây  —* JP^ 4^ i4* 
ydydx^  '•^  yydpdy^  "-^  aixdy^  daai  la 
qq«U^  j)  ftft  uQd  (ddâlofr  dd  ^  )  ém  getts  l^e 
tto»  it  y  a  tf  ôU  termig  xydaàdx  '^^iydx  ^  » 


M» 
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xàxày^  ,  quidivifés  par  yyày  forment  une 
différentielle  complêtte  -^ ^— I 

dont  intégrale  eft  ; — •  En  prenant  cette  inté- 
grale pour  confiante  ,  &   différenciant  ,  il  vient 

yxdix-^yàx-~xdxdy ^ ^   ^^^^ ^^ ^^^^^  j^ ^^^^^ 

y  y 

tion  &  multipliant  par  iy,  on  a  yxdyddx+ydydx^ 

^-^xdxdy^  ==^0.  En  tranfpofant  le  terme  — 
xydyddx  dans  Téquation  propofée  &  eifaçâJÉ  en- 
fuite  dans  le  fécond  membre  les  trois  termes  dont  la 
fomme  ==0  ,  il  vient  xy  dxddy  =  — yydpdy^  ; 

donc  dp  =  "^^^yx  \  dont  l'intégrale  eftj)== 
^^^  -+-  C ,  comme  il  cft  évident ,  ^-^     étant 

jdy  y 

iuppofé  confiant* 

On  peut  quelquefois  intégrer  facilement  en  fup- 
pofant  confiant  le  produit  de  plufîeurs  différen- 
tielles. Soit ,  par  exemple,  Téquation  ■  ^3^  == 

dix  bddy  dd  d  y        ^^  ,         /-         f    ^ 

duit  iyiàx  confiant,  tous  les  termes  (ont  in-: 
tégrables  &  Ton   a  -^—  =    rf^/^^c 

i^d,  y       _j _ ,-,  en  ajoutant  la  conf- 

2.dy^-ddx-        .     ^yj-a^^T 

tgnte  ,- —  de  même  ordre  que  fîntégrale* 

iy'î  ddx^ 


■■MhMB 
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164.  Pour  que  les  commençans  ne  fdient  point 
embarrafles  en  voulant  intégrer  une  diâerentielle 
d*un  ordre  fupcrieur,  nous  allons  donner  la  règle 
fuîvante  ; 

Faitei  attention  ^ux  variables  dont  les  différences  f^ 
trouvent  dans  la  différentielle  propofée  s  raffemhk^ 
dans  une  fomme  totale  les  termes  affeiiés  de  La  diffé^ 
rence  d*une  même  variabUy  en  commençant  far  ceux  ou 
Je  trouve  la  différence  de  Vordre  le  plus  élevé  j  ihté^ 
gre^  enfuite  cette  fomme  comme  p,  toutes  les  autres 
Variables  étoient  confiantes  s  différencie^  Fintégralê 
qui  en  réfultera^  en  faifant  varier  fucce(Jivement 
toutes  les  variables  qu  elle  renferme  ,  &•  retrançhei 
le  réfultat  de  la  propofée^  S'il  ne  refte  rien  \  Vin-' 
tégrale  trouvée  fera  celle  quon  cherckoit  ,  en  lui 
ajoutant  une  confiante  de  fon  ordre.  S*il  y  a  un 
refie ,'  regarde^  le  refit  commh  une  différentielle  pro^ 
pofée  »  €r  fuive\ ,  à  Végard  de  ce  refie ,  te  mimé 
procédé  y  ô*  ainfi  de  fuite  silj  a  un  fécond  refie,  &c. 
Ajoute^  toutes  ces  intégrales  fy  la  confiante  du 
même  ordre  &  vous  awre\  IHmégrale  cherchées  On 
pourra  fuivre  k  même  procédé  lorfque  la  différent*- 
Zielle  fera  égalée  à  o ,  pourvu  quelU  foit  intégrablc 
dws  Vétat  où  elle  efi^  •  '-Sx 

Soît la dîffércatîelle  x^ y^  idy^J^  ^x^y dxdy 
^^  2,x^ydy^  '^jT'^X'y^  d  X  *-+-  ^x^y^dydx ^ 
dans  laquelle  oi;i  fuppofe-i^  eonftanti.  On  -doit 
confidérer  cette  différentiçHe  comme  renfermant 
trois  variable^  dy^  x^y^  puifque.  ddy^  dx  & 
dy   font  lés  différences  premières,  de  a ^^  a;    & 

cîe  y.  Le  terme  x^y^ddyeR  celui  où.  fe  trouver 
la  différence  de  Tordre  le  plus  élevé ,  dont  p 

Dd^ 


f 


a 
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prt^nds   rkitégrale*  en  regardant  à  y  feul  comme 

variable  ,  cette  intégrale  çft  x^ y^  ày^  dont  la 

ifJifitf  renticlle ,  en  f^if^nt  to\it  y^i^t  ^e&x^y^ddy 

—4—  2x^  y  Jy^  H-  jy^  x^  dxdy.    Retranchant 

ce  réfulc^t  de  la  propofée,  ilrefle  2x^ydxdy 

h!^  2xy^  ix^  ^  Regardant  ce  refte  comme  un^ 
llifférentjellç  propofée  à  deux  variables  y  Se  x  ^ 

pn  prendra  Tintégrale  du  terme  2x^ydxdy ,  en 
fuppofant  que  y  feul  eft  variable ,  &  Ton  aura  » 

p.  caùfe  de  dx  confiant  ,    x^ y^  dx  ^  dont  la 

différentielle,  en  faifant  varier  yScx^çfk  2x  ^ydxdy 

•+- ^y^ X  dx^  l  donc   l'intégrale  cherchée  fera 

x^ y^ dy  H—  x^y^dx  —H  Cd x.  En  ajoutant 
la  confiante  C  ^  :^  du  même  ordre  >  on  n'^oûte 
paç  Çdy  au  lieu  de  Cdar,  parce  que  dy  né-r 
tant  pas  luppofé  confiant ,  la  différentielle  dç 
Qdy  nauroit  pas. été  ==«i  o,  &  par  çonféquent 
fç  feroit  trouvée  dans  la  propofée, 

16^.  Il  arrive  fouvent  qucn  ajoutant  dU  en 
fetranchant  une  même  quantité  on  peut  facile^ 
meut  intégrer  une  équation.  Spit  ^  par  exemple , 
i*équatioi^  xid^  '''^yddx=^=so^  qu'on  ne  peut 
intégrer  d^?  cet  état.  Mais  çn  ajoutant  &  re-^ 
tranchant  ixdy ,  l'on  aura  xddy -+-  dx dy — : 
yddxrrr-dxdy  =  o  ,  dont  l'intégrale eft  x dy 
'^nr^ydx^  On  n'ajoute  point  de  confiante,  parcç 
flu^auçuT^ç  4^fférence  n  a  été  fupofée  confiante, 

Spit  r^qugtion  fxddy^^fyddx  =  h ddy 
V+-  ai  dx  ^  ajoutant  &  retranchant  dans  le  pre-r 
^hier  membrç  là  quantité /<i:fdy,  l'on  trouve 

fdydx^fs^fyddj(r!^fd^dy^s==i  hdi^ 


w^ 
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•-=h-  addx  y  dont  Tintégralé  ç^  fxdy  —  fy  ix 
ï=  b  dy  -f-  ^  i  y, 

R  E  M  À  R  Q  u  Êit  Nous  n'ajoutons  pas  ici  de 
conftatite  du  mém^  ordre  ,  ûarce  que  la  propos 
fée  ne  contenâvit  aucune  dififer^ntielle  confiante , 
!§•  diSféreniiellCi  de  cette  confiante  n-auroit  pas  pii 
^'évanouir  par  îa  différenciation.  Oh  doit  faire 
attpntipn  à  cette  remarque  cjui  fait  une  exception 
a  la  règle  çî-deflus* 

i^(^.  O41  peut  quelquefois  parla  multiplication 
o"u  la  dîviCbh ,  trouver  facilement  l'intégrale  d'une 

^   équation .  propolee..  Soit  1  équation  j^  ==  —    » 

Tî»-  -    1  •  f  j     1»  iyàdy  dy 

En  multipliant  par  dy^  1  on  aura  -^ — ^  =?=  r—    ^ 

4^ns   cette    équation    i:r  eft   fuppofé   confiant^ 
.  tn  intégrant  &  ajoutant  -i^ne    confiante  C  ^  il 

jL  vC  X 


2  dx^  h. y.    Oh  ajouté   u^e^  cobftarite  qui 
ise  contient  pomt  die  différentielle,   parce   qu'en 

ihûltîplîant  enfuit^  par  2dx^  ^  Ton  a  la  confiante 

aCdx^  qui  contient  une  différentielle*. 

.  Soit  l'équation,  y  ^  d  rf  y  ^==:x  dx  dy  — ^ydx^  ^ 

dans  lacj^uêllê  gn  fiippoie.  ix  confiant..    En  dîvi- 

fàAtpar  y  %  il  Vietit  ddyj==^a^-^ — ^—  ,^  en  ecn-i 
V^trt  /ï  ati  lîéu  de  là  coriftântç  ^^\  donc  en  in- 
ééf  raïî t ,  *i>h  aura  dy  =f=r  .^  ^i  JL  a»  .^  ^^  4.. 
Grfar,  .en-^outOTt  xnîe  conftaotç  &  remettant  lil 


/ 
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167.  îl  eft  fouveqt  utile  d'employçr  les  fubfti-r- 
tutions  pour  intejrcr  les  équatioqs  difleréntielle^ 
des  degrés  fupcricurs,  igit,  par  çxemple,  T^quation 

(y  —  a).(l'  X  -+?-  (  ^  'r^x).d^  y  ri-  dyidx  -^  dxddy 
«==  O.  ^i  on  fuppofe dy  =r  dx  —  dj>^ou  y  ==  x  ~p 
&  qu  onfub.ftirue  d^^ns  la  propofée  les  valeurs  de  y^ 
dy  ^  ddy^  d^ y  que  donne  cette  fuppofition ,  oa 
trouvera  en  effeâuantles  multiplications  indiquées^ 
réduifant  Çc  tranfpofant  3  l'équation  x d^p  -f— 
dxddp  —  pà^  X  — r  dp  ddx  =  ^i^p^dont 
rintégrale  eft  xddp  — -pddx  ==s  addp  ,  &  en  intéi» 

grant  de  nouveau,  xdp^  pdx-^^adp.  SiPon 
vouloit  intégrer  cette  équation  du  preniîer  ordre  , 
on  le  pourroit  en  divifant  par  —  p  /> ,  ce  qui  don- 

neroit  — 5==s:  -— ~  ,   dont  1  intégrale 

^    ^       PP  PB  o     ' 

^ft  JL  s=53  T^  -1—  -jf-  C  =  — E—Zf-.  Maïs  on  ne; 
P  ?  F 

connoit  point  de  méthode  générale  qui  indique  la 

fubftitution  quil  faut  employer  dans  les  dififérens 

cas.  UuùigQ  &  le   tatonnemenj:  feront    fouvent 

féufÏÏr^ 

168.  On  emploie  auffi  avec  avantage  la  méthode  de 
demi- réparation  ;  elle  confiile  pour  les  équations  des  or- 
dres fupéricurs  à  4ifporcr  Téquation  de  manièrç  que  Ics^ 
âifFércntîcUcs  Icicnt  toujours  jointes  aux  quantités  dont 
^lies  fqntles  difEérentielles^enrejrttantt}ans1|es  multiplica-y 
tcurs  oudiviîcûrs  communs  de  là  quantité  féparéeyies 
quantités  qui  enriDcchcnt .  rintégrât^pn.  On  égale  4 
une  nouvelle  varianle  l'intégrale  de  la  quantité  féparée  > 
&  au  tnoycn  de  cette  fuppcfition  ;on  donne  une  noii-? 
Yçllç  iorme  ^  la  propofée  jufquà  ce  qu'on  ^fffc\  uuç 
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équation  intéerable»  ou  qu'on  connoifle  que  Ton  ne 
peut  intégrer  la  propoféc  par  cette  méthode.  Au  refto 
il  faut  quelquefois  beaucoup  d'art  pour  préparer  les 
équations ,  a&th  qu'elles  devieni^ent  intégrablçs  p«^r  cçt 
^hificer 

Soit  réquation  ad:i^ddy'>^aiyài\  =  âxi^^  K  Je  U 

difpofe  ainfi-jT^.  (-j^ j  ^^  5= — ^.  Lji  quantité 

comprifè  dans  la  parenthèfe  éçant  intégrable ,  jç  f;^i$ 

-j-7-  '^-j-^  ■=»«  —^5  donc  L.  rfy-s-  L,(f?::s=L,  p,  ou 
ay         d^  f 

L.  -/  ?=;  L,  p,  ou  -,=^   ^=  p  >    4onc  en  fubftituant  » 

iLj<k  =  iL   <A),  oul5lCil(àca«fcde, 
dx  f  a       '     ^^         dx         4    ^  ^ 

«  ^) ,  Scdp  =  ^.^-  ,  Donc  p  =z:  JL  -H  C  Subfti^ 

tuant  ces  valeurs  de  p  &  de  dp  dans  Téquation  A  >  & 
©tant  les  fraâions.  Ton  troure  ady  z=z  xdi  ■+-  Cad^ 
gui  eft  l'intégrale  de  la  propoféc. 

^oit  encore  l'équation    xd^y  -^  sdxddy   1=-^ 

Sdyddx  ,  dans  laquelle  on  fuppofe  ddx  confiant  ; 
Pour   la  réduire  à  cette  méthode ,  je  la  difpofe  ainfi  x 

xd  ^y'+-dxddy=i'r-^  3  dyddx  ^^zdxddy  ,  le  fécond 

Biembre  de  cette  équation  efl  intégrable.  Je  donne  à  cette 

équation  1^  fornae   (j-r^ —V  *^^-=—  ^  dyddx 

f—  2  dxddy  3  je  fais  enfuite  j-^ -  H "^r  »=  —-5  ouL^rfrf^ 

î=L.p,  ou  p=  jcrfrfr.  Donc  notre  équation  devient 
dp  =er-  3  rfj  ddx i^xax  ddy , &  en  intégrîint,p  ==xddy 
== — y  ddx — zdxdy,  équation  qu'on  pourra  réduirç 
au  premier  ordre  :  car  on  a  xddy  -+-  1  déèdy  -^yddx  =  6:,  . 
&  en  intégrant  encore  a:  rfjy-H  j' d  «  ==:  0  ^  &  en  intégrani 
rnçorç  r;y  ==  C,  '  .   ^. 
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l6y.  PROBLÈME..  Une  équation  différentielle  iTun. 
ardre  qutlcon^e  étant  fuppàfée  réduSible  à  un  ordre  in* 
firieurj  intégrer  cette  équation.  On  s'y  prendra  comme 
on  a  eût  ci-defTus  (164)^  &  afin  de  pouvoir  ajouter 
une  confiante  chaque  fois  qu  on  intégrera ,  on 
fuppofera  une  différence  conftantè.  Si  cette  mé- 
thode ne  réuffit  pas  ,  la  propofée  n*eft  pas  com<* 
Slctte  :  ainfi  Ton  peut  par  cette  règle  trouver 
une  dîflFérèmielîe ,  ou  fi  une  équation  différen- 
tielle eft  complette  où  non. 

Nous  allons  maintenant  donner  la  méthode  de 
trouver  le  faéteur  (Jui  peut  rendre  intégfabie  une 
équation  différentielle  aun  ordre  fupérieur  lor/que 
cela  eft  poffible  :  nous  fuppoferons  une  des  pre- 
mières diftérences  confiante ,  ce  qu  il:  eft  facile  a  ob- 
tenir en  effaçant  dans  la  propoKe  tous  les  termes 
qui  contiennent;  le$  différences  de  cette  première 
différentielle. 

170.  Soît  A  rf  iy  •+•  B  =  c ,  Téquation  géné- 
rale qui  peut  repréfenter  toute  différentielle  à 
deux  variables  x  Se  y  ^  dans  laquelle  dx  eft  conf« 
tant  ^  &  qui  me  contient  d'autre  feconde  diffé-« 
rence  que  ddy^nv^c  des  puidànees  quelconques 
des  premières  diftéreAces  dx  8cdy  »  A  icB  étant 
des  rendions  de  x ,  y ,  dx  ^  dy.  On  peut  écrire 

ainfi  cette  équation  Àl  ddy  *+^  i — ^ — •--22. 
K  ^ 

._-  d  X  =====  G ,  qui  eft   là   même  que  la  prccé» 

dente.  On  multiplie  cette  équation  par  le  feôeur 
M  ,  fôndion  de  x  y  y  ^dx^dy  pour  avoir  M  Addy 


djf^  ix 


J 
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Sûppof^nt  maintenant  que  cette  équation  eft  corn* 
plette ,  &  regardant  y  9  x  9^  ày  comme  autant 
de  variable^»  ^  la  différentielle  P  comme  là 
même  que  celle-ci,  ViAddy  -+-  MB'^jy  -+- 

MC4:ir=î:0,  en  fuppofant B '  === ---^^Y^"^ » ^ 

K  "^ 

»—  Ç  =  -^  ,  oh  aura  C  par  le  N^  p8  ),  les  trois 

.       .        (i.MA)         (IMB')      (dMA) 
(d.  MC)   .   (d.MBM  _^   (d.MC)    , 


(f  rf^  dx  dy 

PU  en   remettant  les  valeuri  de  B'  &  de  C ,  les 
troi?   fwvaiites-i — -j- ^  =  T.^ — -r-.    ^      ia)i 

a  y  a  Ci  y 

(i;c  iicTy  dx 

MK 


,  équation  que  }e  déiîgne  par  (i) ,  comme 


f  ai  défîgné  pdt  (a)  la  première  des  trois  dernières. 

La  différentielle  du  produit  ^  ♦  M  (B  — K) 
prife  en  ne  faifant  varier  que  iy  ^  après  quonTa 
divine  par  da^ ,  eft  ,±=  ^  ~-i-,  M  (B  -  K)  + 

I      C^.MB)           I      (^.MR)        ,         j 
,.^ — ^  -» —      ■  r,  —  --_ -. — j  aonc  ^la 

ûj'  ddy  dy  day 

première    des  trois  équations  ci-deiHis  devient 
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<\^^} -.  4^/Jl^  gy    La     feco^ 
équation  étant  la  même  que  celle-ci  LJ— — L 
-5— •  X— — — 1,  donne  î^ — 5-; — - z=zix.^- — 5 ^% 

dx         ddj  ddji  dx 

Subftituant  cette  valeur  4ans  l'équation  R  .  on  trou- 
vera après  les  opérations  ordinaires  MK^=MB  — 

^— 1-j i(H),  équation  qui   fera  connoître  K 

dès  que  M  fera  connu.  Cette  même  équation  doa-^ 
nera,  en  tranfpofant,  la  Vjaleur  de  M  B — MIL^ 
ou  de  M  (  B  — .  K  ) ,  &  en  fubftituaut  les  yà- 
Wrs  de  MK  &  de  M  (B  —  K)  prifes  dans 
cette  équation  ^  dan^  Içs  équations  ci  -  defllis 
4  &  &  j(  on  aura  les  deux  équations  fuivantcs* 


■     Il 


Pj  /  MB       dy  (AMB)  .  ,  (rf.MA)  .  dy^  {dMA)\^ 


rfjc 
(rf.MA)^rfjr»  (d.MA> 


(<f.BM) 


»  L'cxprcffion  i— ^  fignifie  qu'on  doit  différçnticB 
M  B  'en  faifant  raricr  feulement,  dj  &  dirifer  par.  ddj^ 


tUitm 
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La  queftion  eft  donc  réduite  à  trouvet  pour  M 
une  fonâion  de  Xjdx^  dj  qui  latisfaflè  aux 
équations  ï  &  V  qu*on  vient  de  ttouver,  ce 
qui  n'eft  pas  facile^  &  nous  ne  coonciiTons  point 
de  méthode  générale  pour  réuflîr* 

« 

Nous  nous  contentetotis  d'examiner  quelques  équa- 
tions tfès  -  étendues  après  avoir  fait  remarquer 
qu'en  fuppofant  M=s  i  daiis  les  équations  pré^ 
cédentes ,  on  aura  les  deux  équations  de  condi- 
tion néceflaires  ,  pour  qu'une  formule  différen-*» 
tielle  ,  ou  encore  une  équation  différentielle  à  deux 
variables  x  icy  avec  d  x  confiant  ^  foît  intégrable 
dans  l^état  où  elle  eft. 

17t.  Soit  propofée  réquâtion  du  fécond  ordre 

E  Jj;*-f-  V  dxdy  -^G  dy-  -+-Hdrfjy  =  ô^ 

dans  laquelle  d.r  eft  confiant.  E,  F,  G,  H& 
le  fadeur  M  qui  lui  manque  pour  la  rendre  in- 
tégrable ,  font  des  fondions  de  jf  &  dei  y  fans 
dxy  m  dy*  En   comparant  cette  équation  à   la 

générale ,  on  aura  A  =  H  ;  B  ==:^  E  (f  x  * 

'Fdicdy-^Gdy'-\  donc  MB  ^=  ME,rf:r^ 

MF dx  dy H—  MG dy  \  Subftituant  les   valeurs 

de  A5  M  .  B  &  de  B.  dans  les  équations  T  &  V, 
&  faiiant  attention  que  E,  F,G,H>Mne  ren- 
ferment ni  dx  9   ni  dy  ^    l'équation  T  deviendra 

(£1^  =  MG.  Cette  valeur  de  ^il^  étant 

dy  .  dy 

auffi  fubftituée  dans   Téquation,  V  ,     on     aura 

[à.(^Fdx^  MGdy^dx.  ■  ^  ^'^J^ ^  )] 


4  x 
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équation  MG=^^^^,   diï   dîffe'feiïde  eiî 

dj  - 

faifant  feulement  varier  x ,  &  qu*ojx  divife  eufuite 

par  (f^,  on  aura  ^ — ; — i  «= r*^^ — u-..Siott 

fubftitue  cette  valeur  de  Ll — l  dans  la  féconde 

dx 

équation  ,  après  avok  divifé  chaque  membre  par 
dx  9  fe  fouvenant  que  dx  eft  toujours  conf« 
tant  f  &  qu'on  fafle  attention  qju^  le  d^nief 
terme  da  chaque  membre  s'évanouvt ,  on  trojiverl 

dx  dxdx  dy  ^ 

cette  e?tpre(ïîon  qu'on  doit  dlâcrentîer  M  H  en 
faifant  varier  x  if  divller  enfuite.  par  ix^  pui$ 
différenticr  le  réûilt^t  en  faifant  vaj:içr  x  &  di-^ 

vifant  encore  par  dx.  Les  équations  Ll- 1  — • 

dy  dy 

tWi^t  pour  intégre t  la  propoféeé 

D^  la  dçrnfere  çqu^tiqn  Qh  tiçg4f4ç  y  ^vi 
comme  varji^b.  En  ôtiint  le  diyifisur ,  ttanfpo/^ftf 

&  (tvifant  pat  MH,  il  vient^  =  ^4^  — 
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—--.  Si  Ton  prend  Tintégraîe  en  regardant  y  feul 

comme  variable  ,  puifque  la  dîâcteqciation  a  éti 
faite  daqs  cette  fuppofîtion  5  on  aura  L.  M  =s 

S.  — =j2-.  —  L.  H  H—  L.  p  j  L,  p  eft  une  fonc- 

tion  de  *,  parce  qu'on  a  fuppofé  x  confiant  dans 

la  différenciation.  £n   mi^tiplîant  S.—-jJL  pét 

H 

L.  e  ==  I  5  Ton  aura  S.  — ^ — .    L.  e  =sa 

'  H 

S.  Gdy 

L.e  *  ^     5  &  Tintégrale  trouvée  deviendra  M  ==i 

S     ^^^ 
-^  c    *     ^    .Si  l'on  fubOitue  cette  valeur  do 
H  ^  '  '^ 

M    dans    Téquation    A    &     qju^on    dîvife    par 

ç  ^  ,01^  aura  l'équation  qui  doit  déter- 
miner p.  Mais  p  'eft  une  fonâiqn  de  x  fanji  yî 
donc  dans  Téquàtion  qui  doit  déterminer  p ,  tous 
lej$  y  doivent  '  difparoître  j  autrement  la  proporéé 
ne  piçut  devenir  complette  par  la  moltiplicatioil 
d'un  faiseur  M  qui  Ibit  compofé  de  jr ,  de  y  &  dp 
confiantes ,  ou  qui  foit  une  fonâion  de  :i:  &  de  y. 

Soit  2.ydx ^  H-  (2  X H—  3yx)  dxdy-^ 2x^dy* 
-4- x^  yddy  ==  o  j  équation  qui  n'eft  pas  com- 
pktte 5  on  aura  E  =^^  »  F  =  2  x  -4-  jy :r^ 

G  ==  2X^  ^  K  ==s  x^  y  f  S.  - 


Gdy 


H 


S.iiZ===.W%&M  =  4-e^'J^^   .     Ot 


.  *?v 


lèMiai 


Jb 
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e      ^    =^7  *  .*  ear  L.  ;r  \  L.  e  ^=iii  L.>  ^  J  donc 

— .  Subftituant   cette  Valeur  de  M  2ic  celles  de 


jrj; 


H,  F,  £,  dans  réquation  A,  on  trouvera,  en 
tranfpofant  Scréduifant^       1^   ''^    x  ^       ""*^ 

"^^     ? —  — *•  — ^  --T"  2~  =  0#  rigalant  a  o 

la  fomme  des  termes  affeâés  de  la  même  puiP 

i  V  U  P 

•fance  de  jr ,  on  aura  les  deux  équatîohs  -^ —    — * 

j  * 

La  ptcHiière  donne  -^  =afc  -? — ^  j  &  la  fecondd 

■^  p  X 

après  avoir  divifé  par  y  ^  &  ôté  les  fraâions  ^ 
donne  ^xipdx  '"^^pdx  ^  ^-^x  ^  dd|r=±=o.  Là 
première  équation  étant  intégrée ,  donne  L.  p  =• 
3  L«  a:  ==±  L,  JT  *  ;  donc  p  =  a;  K  Cette  valeur  de 
p  fatisfâit  à  la  féconde  équation  ;  on  a  donc  p  =±=5 

*  '  &  M  =x  '^  =5=  xyé  Si  l'on  remonte  à  la  va- 
leur de  MK'&deM(B--^K)  que  doit  donnef 
l'équation  (  H  )  ci  -  defliis  ,  on  aura  M  K  ==> 
ixyy  dx^  H- 5  x^y^dxdy  ,8c^(B — •K)  = 
^x^ydxdy  -+-  2x^ydy^  i   do  forte  que  la 

propof(^ 


«■• 
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^■hta 


propofée  étant   rapportée   à  la  forme  générale 

devient  x^ y^ddy  H-  ( 2 xxydx -H 2x^yiy)  iy 
H-  (2  xyyix-\-  3^  ^y  *  ày)ix  =  o ^  équa- 
tion complette  &  dont  l'intégrale  ,  en  ajoutant 
une  confiante,  eft  x^  y^  dy  -+-  x  ^y  ""  dx -^ 
Cdx  =  o^ 

Si  après  la   fubftîtutîon  de  la  valeur  de    M 
dans  réquation  ^^*  ^  J^    —  &c.  tous  les  y  dif- 

paroiflent  "d*eux  mêmes ,  Téquatîon  qui  doit  don-s 
ner  p  eft  du  fécond  ordre  ,  de  manière  qu'il 
paroît  que  dans  ce  cas  la  méthode  ne  fait  rien 
connoître.   Mais  alors  l'équation  fera    de  .  cette 

forme  adsc^-^  bpdx ^  -+-  cdpdx  -^fddp  =  o  ; 
a^byCjf  étant  des  fondions  de  x  fans y^  Pout 
intégrer  cette  équation  on  Técrît  ain£  ii  mdx^  + 
bmpdx^  -+-(c — i)  mdxdp^imdxdp  + 
fm  d  dp  =  o ,  qui  eft  la  même  que  la  précé- 
dente multipliée  par  le  facteur  m.  Suopofant  en- 
fuite  que  m  te  k  étant  des  fondions  ae  x  fans  jr,' 
les  quatre  derniers  termes  foient  une  différentielle 
complette;  alors  le  premier  terme  qui  ne  con- 
tiendra qu'une  feule  variable  x ,  s'intégrera  aifé- 
ment  ;  de  plus ,  cette  fuppofition  donnera  C  pat 

le    N%    8^    )    les     équations  -^^  ■      ^=5 

li.{mkdp±}mpdx)}     (rf>P^)^[^0'~*^^'^^)l 
^——21^ 7"^     dp  -^  ^^^~dlj  .5 


^54    Cours  de  Mathématiques. 

àf  dx  ' 

[i.(c-h)mdx)]  id.hmpâx]      ^,  .         . 

3 ^^^^ 3 •  ^^^^  parce 

que  a,  by  k^  m  y  ne  renferment  point  py  \à  fe-- 
conde  équation  donne  o  ==  o ,  ou  eft  nulle  ;  la 

première  fe  réduit  à  ^  '  l  =  i  m ,  &  la  troi- 

Cème  avec  la  quatrième,  à  caufe  de  i.r  confiant,  fe 

(à,{c  —  h),  m  j 
réduifent  à j— -^  ==  b  m.  De  Tcquation 

(dSm)  ,  .     film)  m,{d.f) 

^  -^    ""  — -  km ,  on  tire  — j —  -4-  — 5 — -  =  i m  , 


dx  dx  dx 

dm  kdx         ^f      1        T  c    ^   j 

&    —  ^n—TT-  —  -77-  jdoncL.mc=S.-r  a^— 
^  f  f  f 

I'^/HH'L. A,  A  étant  une  confiante.   Donc  en 


fuppofant  L,  c  ==    i  ,    on   aura  m  ===  -— x 
•  «    *  /        .de  Féqqation  — j ==  t  m 

./**  rfm  Jrfr  —  d(c — h)  -» 

on  tire  ailcment =  \ —  •    En 

m  c —  k 

égalant  cette  valeur  de  — ^  à  celle  qu  on  vient 

de    trouver    ci  -  defTus ,     oA     aura     l'équation 

Idx—dic — Jb>  kdx  —  df'  '      -.^j 

• r == r ;    donc    bfd x  — 

fdcH^^rk:;±^  (c^^ky.Ùx-^Xc  —  k)  ^ 
hfdx'^]tCC'^k)dx^^(c^k)df^fdc  + 


tmmift0m 


Calcul  IntAciral.  45^ 


fd  k  =  o  ,  équation  différentielle  du  premier 
ordre  dont  dépend  la  valeur  de  i^.  Suppofant  qu'on 
ait  déterminé  k  par  k  moyen  de  cette  équation , 

k 

„ ,        .                     k         S9~T  dx 
on  aura  m  par  1  équation  m  == .  c       ^      ; 

k  ôc  m  étant  fuppofés  connus  ,  on  aura  p  en 
mettant  les  valeurs  de  Â  &  de  m  dans  Inéquation 

amdx  ^  -f-  bmpdx  ^  4-  (  c  —  jt  )  mdxdp  +  hmdxdp  + 

fmddp  =0,  &  en  intégrant.  Comme  .cette 
équation  doit  être  complçtte ,  en  lui  donnant 
cette  forme  (amdx+bmp  dx  -+-  kmdp)dx'\^ 

((  c -^  k).  m d x^dp  -i^  fmd/dp  =^0,  &  regar- 
dant cette  équation  comme  une  différentielle 
complette  à  trois  variables  ,  x  ,  p  ^dp ,  on  peut 
prendre  pour  intégrale  celle  du  premier  terme 
(amdx^-'-h^  im  pdx'-+-kmdp)  d  x  y  enfuppo- 
fant  x  leul  variable  &  traitant  dx^p  6c  dp  dani 
'  là  parcnthèfe*  comitie'  confians  ;  ce  qui  donne 
pour  rintégrale^  dx*  S.amdx  '•+'pdx^^.bmdx'^: 
dp  S.  A:  Tti  dx'-'^Cdx  >  ===t  o  *  ,  Cifx  étant  la 
confiante  ajoutée.  Si  on  change  maintenant  p  en  y  ^ 
pn  trouvera  aifémenLque  cette  équation  fe  rap?- 
porte  à  la  forme  de  celle  du  (N^  128)  ;  car  en 
joignant  enfemble  le  preniier  &  le  dernier  terme  , 
notre    équation ,   fera  réduite    à    trois  termes» 


*  Il  cft  aifé  de  voir  que  le  terme  mix  peut  être 
é^tft  ainfî^ .  ûm ,  ijiultipliant  [far  i'x  ottj^uxSi^dx .  amdx  , 

d^D!^.J*iptégralc  .=*ijf.'S._flm/**  en  regardant  if :p 'qui 
eft  devant  fe  fîgncS,  cotomc  confiant.  .   » 

Ee2 


I   I   II      II     II     I    I  I     ■  •■É'MMb«A»<fci 
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^1  II       I    I  Ml  I  ■^——1  II 

On  aura  donc  la  valeur  dtp  :  ainfi  Téquation  Edx'*' 

-H  ¥  ixiy  '-\^  Gdy*  -+-  Hddy  ==  o,  fera 

toujours  rédudible  au  premier  ordre  lorfqu'il  ne 
lui  manquera ,  pour  être  complette  j  qu  un  faâeur 
compofé  de  X  ^y  Sz  conftantes ,  ou  de  a:  Se  y  i 
mais  fi  après  la  fubftitution  de  la  valeur  de  M 

dans  f équation    '    '       &c.    Téquation    renferme 

des  y  qu^on  ne  puifle  faire  difparoitre  fans  aflfu- 
jettir  les  coeificiens  E^F^G^H^à  certaines 
conditions ,  c  efl;  une  marque  que  le  faâeur  doit 
renfermer  des  dx  ou  des  dy  ^  ou  même  des  dx 
te  des  dy  à  la  fois  ;  alors  on  aura  recours  à  la  mé- 
thode générale  (i  70).  On  s'y  prendra  de  même  pour 
trouver  dans  quels  cas  une  équation  différentielle 
du  fécond  degré  &  d^une  forme  connue  a  befoin 
d  un  multiplicateur  compofé  de  «v ,  y  &  conftantes  , 
ou  de  X  &  ^^  &  conftantes  ^  &c. 

1 72.  Soit  Arf  '  J+B  ==:  o  ,  Téquation  générale  du 
troifième  ordre  &  à  deux  variables  x  &jy  dans  la- 
quelle ^:)f  eft  fuppofé  conftant*  Suppofons  que  M 
fonâion  dex^y^dx^dy  yddy  Icde  confiantes,  eft 
le  faâeur  qui  peut  rendre  intégrable  cette  équation, 

B— K 
on  pourra  récrire  ainfî  A  M  d  '  y  -+-  M.  — p.  ddy+ 

M. .  dy  -àr  —  —  •dx s=  O. Suppofant maîii- 

dy  dx 

tenant  que,  cette  équation  eft  complette  »  on  aura 

(AAM)__V  àày  /.(<f-AM)     L  V        à^       ^J . 

753;  <i.»jf         *    dj     "  4!y  * 


ri» 
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,  Il  Mlllll»!—      ■     ■!! Il      I        ■  I  I  ,  — lÉilll         ,1,1 

dx  d^j  dy 

ddy  .         d  X  ddy. 

i r-i' — 1=^     /•     .  A    l'aide   ds 

a  X  dy 

ces  équations  on  tâchera  de  déterminer  K ,  H , 
&  M ,  il  eft  aifé  de  voir  comment  on  doit  s  y 
prendre^  pour  les  équations  des  ordres  fupérieurs; 
mais  le  calcul  fera  d'autant  plus  pénible  quQ 
Tordre  de  Téquation  fera  plus  élevé» 

Remarque.  Lorfqu'on  voudra  intégrer  une 
équation  dîfFérentieile  à  deux  variables  ^r  &  jy  qui  ne 
fera  pas  complette ,  on  pourra  la  multiplier  par  un 
fadeur  M,  lequel  fadeur  pourra  être  une  fonftion  p 
de  X  ou  une  fondtion  j  de^,  ou  une  fonétion  rdejy  & 

de  X  enfemble ,  ou  renfermer  dy  ic  dx,,  ou  ddy» 
dddy9dx^^  &c.  Ainfî  on  pourra  avoir  différens  ordres 
de  faâeurs  pour  les  équations  diiférentielles  du  fé- 
cond ordre,  tels  quep  ipdx  +  ^dy  ;  pdx^  -+■  qdx  dy 
+pdy^&cc.  Sx  la  prôpofée  eit  du  fécond  ordre,  on 
pourra  d'abord  eflayer  (ï  le  premier  fadeur  p  réuffit, 
s'il  he  réuffit  pas  ,  on  e0àyera  le  fécond  :  fi  celui-ci 
ne  réuflit  pas ,  on  aura  recours  au  troifième ,  &c. 
On  peut  voir  maintenant  comment  on  doit  trouver 
les  fadeurs  des  équations  du  troifième  ordre  & 
de  celles  qui  font  plus  élevées  ;  mais  il  eft  aifedé 
comprendre  combien  ces  fortes  dé  recherches  font 
pénibles^  lorfque  les  éq^uatioos  font  d^un  ordre  m 
peu  élevé. 


N 
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De  quelques  Méthodes  pour  intégrer  ou 

POUR  RÉDUIRE   AUX  OrDRES   INFÉRIEURS    LES 

Équations  Différentielles  des  Ordres 

SUPÉRIEURS,    lorsqu'elles    ONT     CERTAINES 

Conditions, 

*  •- 

»73.  Soit  Téquation  Jrfy  ==■ — ^  V  , 

d  X 

en  faifaot  dx  ==c.  J'iptégre  en  regardant  dx 
comme  confiant,  &  jai  ddy  =c^  S.tdx  = 
dx^S.tdx;  fubftituknt  dans  la  propofée  les  va- 
leurs de  ddy^Scdedsy  qu  on  vient  de  trouver,  elle 

àcwkntdx^  S.tdx=xtdx^  -i — ,ouen 

divifant  par  (f  *  %  S,tdx  =  xt -i-  ~.  Donc 

en diiFérenciant ,  tix=tdx-i-xdt ^Hl 

.    r'    * 

ou  (x  —  il),  i  r  =  o  (H;  i d'où  l'on    tire 

■j^»  ouiaV  a.dx\A^^ci3y,scen 
intégrant ,  2a^a.  V«.  dx  »  h-  Cdx  »=  ddy  j  8c 

«n  intégrant  encore  il  vient  ^'^^'^  '*'*\lr 


tÊÊk^mm 
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Cxdx  ''+'Bdx  ==:Ây^B  dx  ^R  un  confiante 
ajoutée.    Si  on    intègre   encdre  ,    on    trouvera 

!i.2.2ay  a.xî^ ^^^  C xx    -^.  jj      ^j_^  1^ ^ 

Subftituânt  les  valeurs  trouvées  de  ddy  ic  d^  y 
dans  la  propofée,  on  trouvera  après  les  opéra- 
tions ordinaires 2a  \/iZ.  V-^  "+"  C  =r  2a  \/fl.\/x. 
Cette  équation  doit  être  identique  ,  &  par  con- 
fèqmeQt'on  aCspss.o^  donc  notre  intégrale  de-- 


Vient -^ -' — ^ z — .rrir-Bx  HrV  =  y.   Do 

leqi^atioja  H ,    on,  tire  encore  dt  =?:  o  ;  donc 

en  intégrant  t==^C  =5?= -T-r-  9  ou  C<fy^ 
d  ^y  ;  donc  en  intégrant ,  Cxdx^  —h  B  dx ^ 

.  .  s  f        *^    %    À    lut 

ddy  :  en  intégrant  encore  ,  il  vient 

Bxdx  -I-  DJa:  m==  dy;&  enfin 


i-3 

B^  * 

.^-^-«►.■.+-  D  Jf  -^  E  ==y  5  équation  qui  appar- 

tient  à  une  courbe  du  genre  des  paraboloïdes. 
Dans  cette  dernière  équation  il  y  a  quatre  conf- 
tantes  indéterminées;  cependant  Tintégrale  com- 
plette  d'une  équation  difiérentielie  du  troifiètne 
ordre  ne  doit  renferoier  que  trois  confiantes  in^ 
déterminées.  Il  faut  donc  en  déterminer  une  par 
le-  moyen  des  autres;  pour  cela  fubftituons  dans 

la  propofée  lot  valeurs  de  ddy  ^  &  d^  y  qu on 

viuit  de  trouver ,  il  viendra  après  les  opérations 


é^o    Couïis  DE  Mathématiques. 

tm  •    •  ■  I  ■■    Il     II        I  ■■  I     I  I  I        1^         III     I    ■       I »      BM^MaM* 

ordinaires  C  jc  H-  B  ==  C  x  —h  -t-  Cette  équa- 
tion  devant  être  identique ,  fait  voir  que  B .  ==3 

^     ;  donc  la  vmt  int^raie  fera 


C  "^  :  a. 3  aC 

Soit  encore  l'équation  ad^y  =  — j-t— 

• 

bdx^  9  on  fera  d ^y  ==  r  J x  yic  d^y 
ix^^  Sktdx.  Les  fubftitutions 9  en  divifant  par 
ix ^^  donneront  a ^.tdx=^xtt'-^  i. Dififéren- 
ciez  cette  équation  pour  avoir  atdx  &==3  t^dx^' 

d  X          1.  0.  t 
nxtdty  ou  —  == -;donc  en  intégrants 

ajoutant  Lt  C  au  fécond  membre  &  pailant  en- 
fuite  des  logarithmes  aux  nombres  ,  a  — ^  t  >=: 

\/'c  \rc        ^    ,       .. 

J^; — ,  OU  a  —  -~7 —  ^=^  ^>  donc   i*^    ==s 

d;r'.  (^adxr—dx  ^;,.— ),&  en  intégrant,  rf  '  ;f 
dxK  (B-^ax — z^CYx)  (A).   On 


fubftituera  dans  la  propofée  les  valeurs  de  d^y^ 

d^ y  y  Se  l'on  déterminera  de  cette  manière  les 
confiantes  C  &  B  lune  par  l'autre ,  &  l'on  aura 

après  les  opérations  ordinaires  aB  -+-  a*Jf— - 

2.ayC. \fx s=a''  X  —  2aV^C.  \/Ar+C+t, 
équation  qui  ne  peut  ctre  vraie  »  à  moms  que  aB  ne 

foît  =  C  +  fc ,  ou  B  =  — .  Après  avoic 

déterminé  la  v^eur  de  B  en  C,  intégrons  trois 
foi$  de  fuite  l'équation  Açu  ajoutant  à  chaquo 


CalgulIntégral. 


«ïj 


fois  une  confiante ,  on  aura  y  =  F  H—  E  j:  4-* 


Tix 


Bx^ 


ax 


2*2*2.2VC.X^ 

X  X.3  T3.4  s. s  7  ! 

équation  qui ,  en  fubftituant  la  valeur  de  JB  s=a 

— — 1~ ,  fera  Tîntégr^le  complette  de  Téquation 

propofée.  En  général  étant  donnée  une  équa- 
tion à  trois  termes  de  la  forme  d"^  y  =s=t  :r  A  -+-  B  ^ 
dans  laquelle  A  $c  B  font  fuppofés  des  fondions 
de  rf  jf ,  d  "  "*"  ^  ^  &  de  confiantes  ,  on  pourra 
Kntégrer  en  faifant  i  *  **■  '  ;y  '==  r  4  ^  *  "^  '♦  &  en 
imitant  ce  qui  vient  d'être  fait  dans  Tun  ou  l'autre 
des  exemples  précédens. 


Remarque.   Si  Ton  avoît  I équation   d^ydy  ^ 

çfàiy.àày  -f-  hd^ydy^  -Hcrfv*  =  o  ,  qui  eft  la 
même  que  celle  dont  parle  i'ilîuftre  Mf.  d*Alembcrt, 
dans  le  tome  VI  de  fes  Opufcules  ,  page  3V0  ,  je 
ferois  dy  :=:  pdx  ,  dx  étant    confiant,   &  dx  == 

q  dp  5  donc  ddpzss Mr.  Subftituajit  dans  la  propo^ 

fée  les  valeurs  de  efjy,  ddy,  d^y  ,  que  donnent  les 

fuppofitions ,  on  a  la  transformée —  — H ^■ 

q  p 


bpqdp' 


H-epJ  q^  dp  =0,  équation  du  premier  degré-  Si  Ton 


fait 


P' 


9 
ou  dq 


,  on  aura  la  nou« 


^Z,  onp^^isi  iq, on ap""^^ dp  «jdSy-Hîis;, 

î 

vcllc  transformée  -^  -f-  -^ — ^  -f-  ^ £ 

Se  fttppofant  enfin  p  *  "*-  *  5=  1,  on  aura  la  dernière  trant 


0$ 
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■M 


^Udt 


fiofinée  ir-^V  it  -f- =  o,    équation  homo- 

? 

gène  dans  laqaclle  V  &  é  font  des  confiantes. 

En  Ëùiànc  —  =  u ,  la  dernière  transformée  fe  trou- 
î 

#  /f  M  4  ^^^  2  ff  J 

vciatotttcféparée*Or--  =  ^^ =»2^Ji  dôncg=-r  . 

cnfuppofeat  rfjfssprfjc  &  àx^=i_ — |-, eu  ce  qui 

relent  an  même,  cnfupporantrfjr==  —,8cix=—udn^ 

ce  qiA  donne  p  ss  2.  ^  Téquation  i!b  trouvera  toute 
feparéc.  . 

Si  «  -f-  I  étoit  =  —  I ,  ou  a  =-^  1 ,  la  folurion  pré-. 
oédente  ne  pourroit  avoir  lieu  parce  que  pour  lors 
5^P«-^i  ^p  dépend  des  logarithmes.  Mais  dans  ce  cas 

P  * 
cm  fooîc  f  =p *»  j  (au  lieu  dé  faire  —  =  ï  ) !>  &  o" 

aoroit  la  transformée  —  — ^ ?  -H  ÎLJI4-.  Jp  ''"*~^  t^* 

P  î  P 

H-ep^'^^^j^rfp  =0  ,    qaî   eft  homogène  fi  Ton  a 

i-4-  iH- 1  i;=— •  i  ,  &  3  -f-  xA  -h  2  =s  —  1  ,  ou  fi  loa 

En  général,  foît  d^y  It  premier  terme  d*une  équa- 
tion compofée  de  tant  d'autres   termes  qu'on  voudra 

«(rf  V)  ^  dj'^  dx  — «î— »i-*T  J  ^^7  {d'iy  )  ^'x 
iy^'  dx  — '?i'— a^'-+-î &:c.. en fiippofant , comme ci-dct 
ius^ &c.  dy  ==:pà:,&  dx  =  {dp,  la  tranfbrmée  fera- -4- 

iiJp.p'"  5  — *H-*  H-.a'(fp.p"''g"*'"^*&c.=  o. 
Soit  3  =  r'  ?*  >  on  aura  la  nouvelle  transformée  — 


^ 


i^ 
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sdp        tir  ,        m— irJ-#-2/        — ifet-hit 

tion  qui  fera  homogène  fi  m — ibj-H  2J — ht  -4-  2  r= — i , 
&  fi  m'— m' j -H 21 — ir't-Hii=î-—  i>  doù  Ion  tiré 

facilement  j H- 1==  y;— 17  »  *^  P^^  conféquent  fi  ,-_,^" 

eft  une  quantité  confiante  dans  tous  les  termes  >  com- 
parés deux  à  deux  >  la  propofée  fera  incégrable.  Dans  le 

cas  de  Téquation  ci-deffus  rf^  j  -H  aâdy  .  àdy  -f-  &c.=:ïo  ^ 

on  a  m=— f  >l!=2,TO»=  I  ,ib':^r  ,m''=  3,Jb"K=o> 

m -m'  ^  m-m>'  -^1-3 

Dans  1  équation  x+f  =  -- — --,  on  peut  fuppofer 

à  volonté  r  ou  s  tout  0*6  qu'on  voudra.  Si  >  par  exemplç» 
on  fuppofe  r  =  o,  on  fera  ç=:p'. 

Par  la  même  méthode  fi  Ady  tH  le  premier  terme 
d'une  équation  du  fcccnd  ordre  dont  les  autres  termes 

(oicni'k-adJ'y'^dx^  —  ^'^-cûdy^'y'^'dx'"'^'  &c. 

On  aura  »  en  faifant  dx  =z  qdy  ,  la  transformée  — 

dq    ^       j         m    2  — i?  .     ,j         to'    z — :i'   ^ 
— i-'i-ady.y     q  '^côdy.y     q  &c.  =05 

équation  qui  fera  intégrable  fi  -7 — -y- eft  une  confiante; 

c eft  pourquoi  lëquation  d^dy-h  —  -^hydjdx'^y^âx^ 
=  o>  efi  intégrable ,  &  ainfi  des  autres. 

174.  Pkobleme.    Soit  V équation  dx'  — 

dxdy^=^  y  dxddx  --^2xdyd>dy,t  quonpro^ 

fojc  de  réduire  au  premier  ordre.  En  fuppofànt  d  x 
confiant  onaum>4^i4.^==^  o^  iciapropotô» 
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deviendra  dx^  — dxiy^  z=2xdy  ddy*  Paî— 
fons  dy  =  idx  pour  avoir  d dy  =  didx  &cd  x^ 
^:^  dx^  =  2xxdx^ d^^  ou  dx  —  i^dx  = 

S*t«î  ,  OU  — =  ^  l^^ty  ^OQt  lintégrate 

cft  L.x  =  —  L.  Ci — ?*)  -f-  L*C,   ou  :»? 

"  C 

c=: .  Subftituant  dans  cette  intégrale  la 

valeur  de  î  ==== -f-- ,,  on  trouve  ;ir  ===  -^^ — -— ,. 

Toutes  les  équations  du  troiCeme  ordre  &  à 
deux  variables  dans  lefquelies  tes  variables  man- 
quent peuvent  s'intégrer  par  cette  méthode*. 

Soit  Téquation  dx d^  y  -+-  dx^  d  dy  =  dx ^ 
-+-  rfy^  ,  dans  laquelle  i^r  eft  confiant,  qu'on 
propofe  de  réduire  au  premier  ordre ,  je  fais  dy 

t=jdx ,  ce  qui 'donne  ddy  ==  dxdi^  d^ y 

==:  dd^dx ^  &la  propofée  devient  di\^dx^-^ 

dx^  di^^=i  dx^^^^dx^^  oudd^'+'di(dx 

=  ifx*74-^^rfAr\  Quon  fafle  maintenant  (fj 

c=  p dx, ou ddi=^  dp dxy  on  trouvera i/i  -f— 

dz 
pdx  =  dx^7'^  dx;mdis  dx='-^  l  donc 

•  P 

pdp^pdi=  d^--^  l^d^  ,   dont  l'intégrale 

donnera  celle  de  la  propofée. 

En  feifent  -^  — ?,  ou  ~  =^  ,  &  en 

fubftîtuant  ^dy  au  lieu  de  rf;^,  ou  jd^r  au  lieu 
de  dy,  on  peut  fouvent  intégrer  ou  réduire  à 
un  ordre  inférieur  les  équations  différentielles  l 
deux  variables  x  &c  y  ,  de  quelque  ordre  quelles 


MM^«MMnHMMMMMiMM«MM*MdÉHMMMI 


Calcul  Intégral.  4^^ 


foient.  On  fe  fert  de  la  première  fubditution  lorf» 
que  la  variable  finie  x  ne  fë  trouve  pas  dans 
Téquation  ^  &  de  la  féconde  fi  la  variable  finie 
y  manque  dans  la  proppfée.  Si  la  propofée  con- 
tient les  différences  fupérieurcs  ddy^d^y^  d^y^  &c* 
&  que  d^  foit  confiant ,  on  fuppofera  dy  =  ^dx, 
d^oùYoTiiire  ddy  i=id:[dx  y  d*  y  z=  dd^dx  ^d^y 
ssi=id^[dxy  &c.  Si  au  contraire  l'équation  con- 
tient les  différences  ddxy  d^x  &c.  &  que  dy 
foit  confiant ,  on . fait  dx  =  frfy,  ddx  «= 
d^dy  y  &c. 

175'.  Problême.  Intégrer  V équation  différentielle 

i  deux  .variables  Ady  "  -+-  Bdx*^  -+-  Ciy"*  dj;"^ 

'^T>dy^dx''-^  -+-  Eijf^ifx '•"-?-+-  &c.  =  o, 

Jjwi  laquelle  les  coefficitns  A,  B,  &c.  fora  des 
fondions  d^une  feule  ^'ariahle  x^.ouy  &  de  conj^ 
tantes  y  ou  o.  Si  \à  variable  finie ,  iT  ne  fe  trouve 
pas  dans  la  propofée ,  on  fera  dx^=^  i  dy  ;  donc 
en  Âibflituant  cette  valeur  de  ^  x  &  divifant  en^ 

fuite  Téquatîon  par  dy  *,  on  aura Tcquation  finie 

à  deux  variables  :j'  &  ^ ,  A  H-  B  j*  -^-  C^**"^ 

H-  D  î  "^  -4-  E  î*^^  -+-  &c.  =  o,  par  laquelle 

on  tâchera  de  déterminer  f  en  ^  ,  on  y  en  ç. 
On  fubflituera  une  de  ces  deux  valeurs  dans  la 
différentielle  \dy  ^  le  on  aura  ^dy  =  Rijy, 
ou  ^dy:==^  Tdj,»R  étant  tfne  fonâion  de  y  , 
&  T  une  fbnâion  de  |;^  &  l'équation  dx  =  ^dy, 
fera  changée  en  d ;ir  =rt  Kdy  ^  on  dx  ==  T  di(i 
donc  en  inté^fant  on  aura  x  ::==  S.  R  dy  h-  G, 
& X  =  S.T  di'y  la  première  intégrale  donn^i|i 
la  vdleujt.de  x  en  j^  &  la  féconde  donnera  > 


/ 


^ 
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valeur  de  x  en  x*  ^^^  ?  étant  une  fondion  de' 
y  comme  le  fait  voir  Téquation  A.  4-  B^j; + &c.  =  o  , 
on  pourra   avoir  au^  la  valeur  de  x   en  y  par 
la  féconde  intégrale  combinée  avec  Téquation  A 
H-B^&c.  ^=EO. 

Si  y  manque  dans  Téquatîon ,  on  fera  dy  ==a 
^dxi  fubftituant  cette  valeur  de  i y  dans  la  pro- 
posée &  divifant  enfuite  par  i:r.*on  aura  l'équa- 
tion tinie  A?»  ^B-t-  Cç^^-^-Dç^  -4-  E?^  &c. 
B=  G  ,  par  laquelle  on  tâchera  de, déterminer  la 
valeur  de  ^  en  jr  ,  ou  celle  de  a;  en  | ,  &  fubfti- 
tuant une  de  ces  valeurs  dans  ^dx  ^  &  procé- 
dant comme  dans  le  premier  cas  ^  on  trouvera 
la  valeur  de  x  'en  y  au  moyen  de  Téijuatioa 
iy==^  [dx. 

176.^  Problème.  Intégrer  ou  réduire  au  pre^ 
mier  ordre  Véquation  générale   du  fécond  ordre  à 

deux  variables  A  d d  y  -^  Brfj*  -+- C  4  Jf  rf jy  — î— 

DiAT*  ==0,  dans  laquelle  dx  eji  confiant^  &• 
les  coefp.ciens  A,  B  ,  ^c*  font  des  fonctions  de 
Tune  des  variables  x  ^  ou  y  &  de  confiantes  ,  ou  0. 
Puifque  dx  éft  confiant,  on  fera  dy==:^d^x; 
donc  d  dy  =r^  d^  d  x»  Subftituant  ces  valeurs  dans 
la propoiee  &  divifant  par  dx  ,  il  vient  A  i ^j  -+- 

3  ?  *  4  ^  -4-  C\dx  H—  D  dx  œt  o,  équation  dif- 
férentielle d\i  premier  ordre  &  à  deux  variables 
^.&  a:  ,' lorfqùe  jr  ;  manque  idans  la  propofée.  Si 

'    •  ■  d.  f. 

Veft  X  qui  manque  ,  on  feràûT^v  =-=^.  Sublïî- 

tuant  cette  valeur  de  dx  ^  •&  multipliant  par  f , 
!a^  propofée  deviendra  A ^ d^'  Hh-  B^* dy  -+- 
•C'îrf^.-+- I^^y  ^==  o>  équation  du  premier 
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ordre  à  deux  variables  ^  8c  y.  On  cherdiera  Fîn- 
tégrale  de  cette  équation  par  les  méthodes  ci- 
defllis  ,  &  on  déterminera  ?  en  x,  ou  en  y,  ou 
celle  de  x. ,  ou  de  ^  en  ^.  Subftituant  une  de 
ces  valeurs  dans  ^ i  x ,  Téquation  dyr=:z7dx^oa 

-=i  =  i  a:  ne  contiendra  plus  qu'une  feule  variable 

?  .  .       ,      . 

dans  chaque  membre  ,  &    il  fera  aîfé  d'avoir  fon 

intégrale  au   moins  par  les  quadratures. 

Si  or  manque  dans  Téquation  ,  on  peut  (îip- 
pofer  d  Xz^^iy  y  d'où  ,  à  caufe  de  d x  conf- 
iant ,  on  tire  o  =  j  ^  ^ JX  -H  d\dy  ^  ou  ddy  z=z 


i—  —  ;  donc  en  fubftituant  ces  valeurs  de  dx 

6c  de  dd y  y  divifant  par  dy  &  multipliant  par  j,  la 
propofée  deviendra  —  A  d  j  —h  ^^dy  -h- 
C  î  ^  dy  — f-  D  ij  3  ^  y  --5  o,  équation  du  premier 

ordre  &  à  deux  variables  jy  &  ?  ,  qui  étant  in- 
tégrée fera  connoître  la  valeur  dtyen^^  ou  céBc 
de  ?  en  ^  ,  &  fùbûituant  une  de.  ces  valeurs  dans 
l'équation  dxs=:^dy  j  on  aura  l'intégrale  x  = 
^•-  ^y'-^  C  ;  par  ou  l'on  déterminera  la  valeur  de 
X  eny.  Les  mêmes  fubftitutions  auront  lieu  &  l'in- 
tégration fe  fera  de  même  ,  quoique  tous  les  termes 
de  la  propofée  foient  affeÔés  des  puiffances  quel- 
.cojiques  (le  dx  &  de  dy  ,  ou  de  feurs  produits  :  on 
voît  aifément  que  toutes  les  différentielles  doivent 
.être  homogènes  dans  to^  les  termes.  On  peut  quel^ 
quef(>îs  employer  la  même  méthode  »  quoique  la 
différentielle  confiante  ne  foit  ni  dx ,  ni  dy;  mais 

une fonâion  comme ;y  dx ,  V^( dx  ^  H- dy^)  ^  &c» 


% 
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E X B M p L E I.  Soit réquation  pj^  djdx^rsz dxdy du^ 

H-  ydu^ddx  —  ydxduddu  ,  dans  laquelle  du  = 

|/'(tî.r*  'k-iy'^)  9  F  étant  une  fonâion  dc^'  &  de 
confiantes.  Si  on  prend  dx  pour  confiant  >  à  caufe  de 
idx  ^=0,  la  propofée  >  après  avoir  divifé  par  dx,  dc^ 

vieniïSi  py^  dydx^=idydu^  -^  y  duddu  ,  dans  la- 
quelle X  8c  u  manquent.  On  fera  donc  du  =  idxt  8c 
ddu=^di  dx  ;  donc ,  par  fubflitution  ,  py  '  dydx  *  =s 
l^  dydx^  — y  idid  x\  Si  on  multiplie  cette  équation 

par  le  faâeur  M  = — — j — j-,onaurap  Jy=:{^^""3  dy 

y    u  X 

—  y  -  »  j  rf  {[.  L'intégrale  de  cette  équation  fera  S.  pdj^ = 

r*  "v""*                                 du  * 
i-^Z hC=  C TT-T-»  en  fttbflituanr 

2  %y^  ax^ 

la  valeur  -j—  de  ?. 

Si  on  prend  du  pour  confiant  9  on  a  Refuses  fi  de 
plus  onfait^»  =  f  ({i/>  &  ^dx^sid^du,  la  propofée 
deviendra , en effit^ant le  dernier  terme ,  py^  iyi^  du^ 

:=:idydu^  -^ydidu^ ,  ou  prfjf=x  LZ_.JLi;  &  en 

intégrant,  S.  p  i  y  =  C  — r"-r-  ==:  C  —  — tt — tj 

comme  auparavant. 

Exemple  IL  Soit  encore  l'équation  py^  dydx  *-f-i 
iuddu^=^Oi  dans  laquelle  p  efl  une  fonftioii  de ^^ fans 

aucune  autre  variable ,  rf m  =  \/'( dx^  '-hdy^),  &  la 

difFérentîelle  ^^  ^x  confiante.  Les  variables  finies  u  ,  &  x 
manquent  dans  Téquation  »  ^^  parce  antydx  eflconf^ 
tant,  je  fuppofë  du=i^dx.  Donc  daussydx  d^^Sc 

par rubfiitutîonj py *  dydx^  -4-^ *{rfjrfjr*=o,prfjr 
?s— '5  rfj ,  &  en  intégrant  S.  prfjss  —  -^  -4-C=s 

C  — 
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C-(lfii^5to.),  paréc^ae?=-^  .     Donc 
a^  *  rf**  .  S.  p  rf^  tis  1  Cy  *  rf  AT  *  *-  d  r*^'  **-  rf>  *  ', 

■;y/  ■>.   ^'      ■  r*^  < — ^^ —  ■  ■  .  '    ,  équation  dont  chat- 
K  (  i  Cj*  —  I  —  2j^  »  ,S.  f  djy) 

4ue  n^èmbre  eft  une  différentielle  du  ptetinier  ordre  »&  à 

une  Feule  variableé 

«      .       •  •     -  *  * 

177.   P  R  o  B  L  i  M  !•    întégter  féquaûàn  :  ^i^ 

rentieltt-du  troifieme  ordre  ad  '  y  m-  b  dy  ddy 

cdxddy --^  f  d y  ^  H-  gdxdy*-^  hdx^  dy 

Jid  x^  ==^Q  j  dans  laquelle  lis  variables  Jinies  X 
&  y  manquent  à  la  jôU  y  &  d  x  efl  confiante  Ort 
fera  dy  =  ^rfar  5  dond  ddy  ^=:^i^dx ^tcd^y  ==a 
id%d^\  donc  par  fiibftitution  ^  &  divifant  par 
ix  y   la  propofée  deyieadra  add\  H-  b\didx 

-^ctlxd^  -^  fdd\A-  gi^  dx^-^h^ix^  4-î 

kdx^  ==  0,  équation  du  fecdftd  ordre  à:  deuic 
variables  7  &  r  ,  dans  laquelle  la,  variable  finie  x 
manque*  On  trouvera  donc  ,  par  la  naéthode  du 
problénie  précéd^ent ,  fintégrale  de  Cette  équa- 
tion ,  qui  fera*  contioîtrë  la  valeur  de  if  en  :ks  Subfti« 
tuant  cette  valeur  dans",  jdx  >  Téquatioti  dy  ^=1 
id  X ,  aura  les  variables  Réparées ,  &  en  intégrant 
on  aura  y  :^  S.  ^rfx  H-  C  ,  équation  qui  fera 
connoître  la  valeur  de  j^  en  x. 

,  .On  intégrera  de  la  xnéme  manière  &  par  les 
inên>es  fubftitutions  Iprfque  les  puiiTances  ae  dx^ 
dy^  ddy  y  ou  leurs,  produits  fe  trouveront  dans 
les  termes  de  la  proposée.  Soit  l'équation  r/jf^^/yi '^ 

^dxdyddy^r^Jix*dy^'^^3dx^=^0^ 

Tonut  IK.  .      F  f 
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-^^  ^  ^A^iir -^  yixiuidu  9   dans  bfKle  ii  = 

ë  ^  ^  ^^i/*)  >  f  étant  une  fonOiatk  ètj  k  k 
^'  rw^x'x.N  oo  prend  ix  pour  conftaoCya  cakit 
^     i  ^  ^.   a  ïcofoAcc  >  après  avoir  divifi  par  rfx,à- 

^w«  ^  ^  X  A  namy t>  On  fera  donc  du=iix*  & 

^  ^    -  .  r  c  icoc > for  fiibfticutîon  »  pjr'  iji^^- 

-  —  •  -  i  -  i  x\  Si  on  multiplie  cette  égnarwa 


^  .    .   > on  aura  v  Jjf=î7"'  ^ 
équation  fera  S.iiif^ 


^  * — r*»  en 


fabilitaaot 


a  iiuszfi'Mt 


ÏÈt±2il, 


^^■^IM^W^ 
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dans  laquelle  ix  t^  confiant  »  6c  qtii  ne  con- 
tient aucune  des  variables  finies  x  y  y.  On  fup* 
poferadonc  dy  =»  ^dx,  ce  qui  donne  ddy  ==: 

d^dx  fd^  y  ==: ddt(dx^  Ceft  tpeurquoi  p^r  fubfti-^ 
tution  &  en  divifant  par  dx^  ,  on  aura  \d\dd^ 
•4- 2  1^^*  djr  — .^♦ijr'  —  3  ijr'  =<?»  équa- 
tion qu'on  peut  intégrer  par  la  méthode  ci- 
deffus  (176),  en  faifant  rfî==Mix,  dd^^==i 

dudx;  car  en  (iibftituant  &  divifant  pat  dx^  ,  Ton 
trouve  fuiii  -+-  a^^u^  d  jr  -— ^j  1^  (f  jc— .^  (f  j^  =0, 


ou  en   mettant   --^  au  lieu  de  ix  ,  8c  ôrant  les 


(radions,  ju*  iu-f-r suu^^^i; — ?*<^? — i^î 
e=3e  o ,  équation  du  premier  ordre  à  deux  variables 
7  ic  m  ^   dont  Tiat^grale  donnera  la  valeur  de  ic 

en  {•   Cette  valeur  fubftituée  dans  dx  ==  — ^ 


donnera  x  sars  S.  -^  *+-  C,  ^près  f  intégration, 

par  le  moyen  fie  cette  équation  ,  on  aur^;*  en  x, 
&  fubftituant  cette  valeur  dans  Téquatioiq  dy  == 
^dx  y8ç  intégrant  »  on  awa  j  en  ;ir. 

178.  Problème.  Intégrer  Véquation  du  trdi- 

Jieme  oràrtKd^ y  --^^d x iiy-{-Qix^  s=o, 

dam  laquelle  d  x  ejï  corîjlant  Êr  les  coefficiens  A  ,  B  , 
Cdes  fonBions  de  x  &  de  .confiantes ,  ou  6.  La 
fuppofîtion  de  <f^=  ^dx  change  la  pfOpofée  en 
fcel!e-ti  A  rftf  f  -^-  B  dT?  dx  -H-  C(/ir  *  ==±:  o^  équa- 
tion du  fécond  ordre  à  deux  variables  xic^,  dans 
laquelle  la  variable  finie  ?  manque*  On  cherchent 
donc,  par  la  méthode  ci^oefins  (  xj6)  »  la 


«iiAiilk<rtHi«MlM«MHÉMMMiMMÉairiHrtfe««4«MMHMMriHBAMiBlia^^ 
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é^  l  en  »  ^  <\\jtoû  {ùbftittlei^  dans  Téquation  i  y 
^d^  ^  équation  qui  »  en  intégrant  ^  donnera  1^ 
yakur  de  y  en  ^^  L'inté^faûcn  fe  fera  de  la  mérne 
manière  lorfque  les  puiflanCes  ,  ou  bien  des  fonc-*» 
tioQ  de  dx  ,  de  de  4dy  (t  trouvei^oôt  dans  quelque 
terme  que  ce  ibU  de  la.  pr opofée  ^  pourvu  que  dy 
He  sy  trouve  |>asé 

Î7P»  PjRoarjLÂMfié  Intégrer  Û équation  du  qua^ 

Èriernt  ordre  ad^y  -4-  èdx  d^y  H—  c  4  A:  *  d  4^ 

'-■^fd  iè  ^  ==  O  j  if^/iif  laquelle  lei  vafidhles  Jiûies 

X  &j  manquent  >  ou  dans  laquelle  les  coefficlens 
a  j  h  jC  ^f  font  des  confiantes^  ou  ^éro  ^  dx  étant 
tonftanu  Si  Ton  fait  d y  -=  ^dx  ^éa  qu on  fubfti-» 

tue  les  Valeurs  At  d^ y  ^  d^ y  ^  d  dy  que  donne 

cette  feppo(ition  »  k  propofèe  ^  en  dlviiant  paf 

ifx 5 deviendra iz rf ^  î^+'bddid x  -^cd^dx^  -+- 

fdx^=^09  jéquatiojï  qui  s'intégre  par  là  mé* 
tHode  du  pjx)blême  cx-dô(ru3  (  177  )«   Suppofàat 
qu'on  ait  trouvé  la  valeur  de  \t  en  x  ;  en  inté* 
grant  Téquation  dy  y=xz  ^i x,  on  aura  la  valeuif . 
de  ^  en  X* 

Cette  méthode  peut  s'appliquer  aux  équation* 
dîfférentîeîles  à  deux  yarîable,-  du  cinquième  wrdre^ 
dans  lefqudles  dx  étant;  confiant,  les  variables 
X  de  y  ^  »vec  ïg%  -dkftrences  dy  ,  d^dy  Se  leurs 
(bfîâiofis  <nasquent«  ^û  feut  4e-ià  pQi\&  auit 
diâereatielies  des  ordres  Supérieurs  &  trouver  pouf 
chaque  orxlre  les  conditions  aéceiTaires  doui*  qu^ucie 
équation  foit  intégrable  par  cette  %içtnode. 

"  180.  On  peut  âuflî  ramener  plufîeurs  équations 
a4iKaai4o4espi^MenielB9'&  cda-eÉ  premm|>ottf 

F  fa 


4/2    Cours  de  MAXHiMÀXiQUEs^ 


mmmmmm 


confiante  une  difFérentielle  telle  qu'elle  faflè  dif- 

paroître  tous  les  termes  qui  empêcheroient  Téqua- 

tion  d'être  comprife  dans  la  forme  des  équations 

.    qu  on  vient  de  traiter  dans  les  problêmes  précédens. 

Soit  l'équation  ydxidx -i—  2xJy  diy  == 

ix^  —^  dx  dy^.  Si  on  prend  dx  pour  confiant, 

on  aura  %x  dy  ddy  ==  (f  jt  '  —  (f  «•  dy  *  ,  équa-» 
tion  dans  laquelle  y  manque  ,  &  qui  eft  ihtégrable 
par  notre  méthode.  Si  on  fuppofe  dy  confiant, 
on  trouvera  une  équation  fans  x  qui  fera  encore 
intégrable. 

On  peut  auflî ,   par  des  fubflîtutions  ,  rame- 
ner pluneurs  équations  à  notre  méthode. 

Soit  l'équation  x"^  ddx  =  j  ddy  -4-  <fy*  H— 

y"-  dy^\  enfuppofant^Tify  5=^^,  ou^  =j, 

on  aura  y  ddy  H—  à  y  *  ==  d  d^  ,  8c  l'cquation 

propofée  deviendra  x*  ddx  =  dd^  Ht-  d^^  , 
équation  dans  laquelle  la  variable  finie  f  lïe  fe 
trouve  pas  ,  8:  qui  efl  intégrable  par  la  méthode 
du  problême  ci-deffus  (  17^  ). 

iSi.Lemme.   e  étant  le  nombre  dont  le  loga^ 

rîthme  hyperbolique  eji  =  1  ,  fi  on  fait  x  ==3  c*"  , 

h  étant  une  confiante  &  u  variable  ^  on  aura  d  x  =33 

Ac**  du^  ddx=ihe^'*idd  u^^hdu^)^d^x 

==  A  c*- (i  »  tt-+- 3  A  d  a  d  d  M -4- fekd  u  M^ô'^. 
Puifque  x:='e^'^y  on  aura  L.  r  ==L.  c*"  == 
hu  .lum  e  =  Au  ;  donc  en  différenciant,  d.  L.  x 

dx  * 

ou  - — =^hdu.i  dxs=hxdui^  he^'*  du;  ic  eo 

X 

différenciaQt  encore  ^ddx^^hxddu  •ir  hixdû 
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hdu^)  ^  &  ainfi  de  fuite  ;  donc  &c. 

182.  Corollaire  I.     Si  on  fuppofe  dx 
conAfltt    QM  ddx  =  G  9    on  aura    ddu  =^ 


u\ 


183.  Corollaire  IL  Sî  on  fuppofe  y 
==  a      tyk  étant  confiant  &  t  variable  ,  il  viendra 


If  ii' 

e       (ht  i  U-+-  dt),  ic  en  prenant  les  fe- 


condes  différences  on  trouvera  ddy  =  e        x 


(  ktddu'-i-  kktdu^  ^2.k  dtdu^ddt}. 

•  i84«  Corollaire  I  IL  Si  dans  une  équa* 
tion  à  deux  variables  x  ti  y  y  on  fuppofe  x  =3 

e  &  ^  5=:  e  r  ,&  qu*on  fubftîtue  les  valeurs  ^r 
quon  tire  de  ces  fuppofitions  à  la  place  de  x, 
y.,  dx^  ddx^  dy\  ddy  ^  &c.  L'équation  fera 
transformée  en^  une  autre  telle  que  la  variable  finie 
u  ne.  Yè  trouvera  quedans.les  expofans  de  e.  Main« 
tenant  fi  la  propofee  eft  telle  -qu'on  puifle  faire  difpa- 
roître  lès  quantités  exponentielles  dans  1  équation 
transformée  y  elle  deviendra  une  équation  à  deux 
variables  u  ic  t ,  dans.  laquelle  la  variable  finie  U 
manquera  /  &  qui  ne  contiendra  d'autres  diffé- 
rentielles que  ^u^  dt y  &  ^es  différences  ddu, 
dit  9  Sic*  On  peut  intégrer,  par  cette  méthode, 
1%  Toutes  les  équatioos  à  deux  termes  comprifes 

dans*  la  formule  ax''^  dx^  ==  y!"  dy^^^  d  dy^ 
i**rTbutés  les  équations  dont  tous  lés  termes  font 
komogenès^  par  rapport :^\i%  variables  x^  y  St 

Ff3    . 


leurs  différences  dx,  dy  ^  ddx^  ddj  ,  8cc« 
f;^.  Toutes  les  équati  ms  dans  le^uellesla  fomm^ 
des  expofans  d'une  même  variable  r  &  de  fei 
différentielles  eft  la  même  dans  chaque  terme. 

i8y.  Problôme,  Intégrer  F  équation  ax  ""HP  => 
y^dy^'^^ ddy  ,   dans   laquelle  dx  tfl  ' confiante 

En  fuppofant  jr  =  c    ^  ^  y  s:;  e      t ,  6c  faî^ 

fant  attention  que  ddu  ::==  '^^hdu^  \  par  les 
fttbftitutions ,  (!c  les  opérations  ordinaires  y  la  proh> 

poféc   deviendra  .tf  fc  '   ^mAu^pAu  ^^r  =, 

a*rfji»-H(i*«*itA),titt^).    Pour   feîr^ 

difparoître  les  quantités  exponestielles  »  j«  fupr 
pQfe  les  expofans  de  t  (dans  }e$  deux  meaibres 

#de  Téquation  )  égaux  ;  donc  en  divifaat  chaque 
«çmbre  par  Texponentielle  qu'il  renferme  ,  on 
aura  unç  équation  (ans  exponentiçUç^.  Il  faut 
donc  fupppfer  mhu  -K  phu=*=si  n jba  -+- /'i^tf  ^  ibc , 

Qu  ^  3=  .-*.., — L ,  Je  ran  pçut  prendre^  pouf 

Tune  des  cî5nftantes  fc  ou  A: ,  tel  ^nomb^e  qu'on 
voudra  &  -déterminer  1  autre  par  Téquation  quon 
vient  de  trouver,  Si  f  on  fait  h  =  n+  p—i^  fommQ 
de$  çx^^ûfâna  de  y  &  ée  fcs  différences  dans  le 

terme  y  'dy  ^^  ^ddy  ^  (  car  al  dy  cft  cenfd  avoir  l^ 
pour  ^xpof#nt>»  pn.aura  *=3=fir-H^>fomin« 
(le9  e^cpo&fis  dç  x  |t  (k  ^xdaoïk  temie  nx'i/jr^; 

fl  on  prena  A  p*=  I ,  W  aura  ft  =  ..0^^%  ■■  -^ , 

feipoofaiit:  »}amM;nafit  q^W  ait.  dWJfé  l^^iuaiioii 


Mi 
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transformée  par  la  quantité  expomntidie  qu'on 
fuppofe   être  la  même  dans  les  deux  membres., 

en  aùraaA7i/u'  ^^t^iktdu^deyKÇdit  h- 

sikdtdu-+'(kk — kh).tdu^^..  ..(A),  équa- 
tion danè  laquelle  la  variable!  finie   u    manque. 

£fi  filppôfant  iu^=rs^dt ,  on  aura  ddu  ==9 
dx  dtH-  ijidi  f  &  pur  là  fuppofition  de  dx 
confiant  &  de  4 11  =^=»  idt-,  on  a  4Ju  ==.'- 
hdu  *=  — fe^î^f  r*==4ïdr-+-5i4r;donc 

ilir3==r-i— ftf di*— -4~  .    Subftituant    dans 

î 

Téquation  A  les  valeurs  d^  du  ic  àeddt^  mul^ 
tipliant  par  j  &  divifant  par  dt^'^^  y  on  aura 

(  A i  —  kh)\^  it  —  (ff  )..••••  (B)  ,  équation  du 

ptemier  ordre  à  deux  variables  ^61  t^  dont  on 
cherchera  l'intégrale  par  les  règles  ci-defTus  ^  après 
avoir  fubftitué  les  valeurs  de  A:  &  de  Â  qu'on 
aura  déterminées.  Ck^tte  intégrale  étant  fuppoiee 
connue ,  on  aura  la  valeur  de  j  eti  e ,  &  îubfti- 
toant  cette  valeur  dans  :|^i  r^  on  cherchera.S«f  { Jr; 
mais  du  ==  ^^dt  \  donc  u  ==  S^idt^  ic  X'=^ 

£xtMi»Lt  I.  Ott  prap^fe  de  i^uîre  au  premier  e(r<ite 
réquation  xixdy  =  jrfrfj,  dans  laquelle  £i*  eft  conf- 
iant.   Pour  la  comparer  à  la  formule  générale  »  je   la 

J^ift  jf2^  ij  ic  fa?  içixxs9.ji  iy^^  idjtc^m'pdjzxiz 
maint ciiaot  cette  équation  aina  réduite  à  la  formule 


4;(^    Cqvrs  db   Mathématiques, 

«.^jsç, a,  — ^  Donc  fi  Ion  prend  «=3  i  »  oo 

Itura  A  ac  -«—  y  &  fubftituant  c^  valeurs  dans  Téqua*» 
tien  B,  on  aura  -—  {*  ii^t(xt^  1)^^  C^^l^^  -H' 
vj  çirfri^rfçNj  ou  en  multipliant  par  &. (^c-f-i)» 

E^EMFLB  TI»  Soit  réqUatîon  ^-^  iss  -^  dans  laquelle 

ix  cft  confiant»  qu'on  veut  réduire  au  premier  ordre  t 
je  lui  donne  cette  forjne  a  x-^  «  ixrsaty  ^  »  iy^  i  Hy^ 
En  comparant  avec  la  fiwmule  générale,  on  trourc 

ina='>^I,f=;gI,/?a=r^li4onc4-  =  ^"^^'^'      =» 

1         ^ 

•^  — ,  nombre  infini 5  4'où  Ion  conclut  quç  la  me» 

Ithodc  ne  peut  fcrvir  dans  cette  exemple ,  mais  alors  I9 
Téduftion  au  premier  ordre  cft  facile.  En  effet ,  on  a 
4ydydx:r=kxidy',9xdx  çt^nç  conftant,  l'intégrale  du 

premier  «membre  cft  '• ,  &  celle  du  fécond  cttxijt 

^w-my  ixi  car  en  différencifint  cette  dernière  quantité  dan( 

J?i  fuppofitioç  4e  ^  :i:çonftant,  il  vient  xddy  H-rfjci«-p 

•  •  •*  *f 

dy  yûx 
4 y  dx^ax  a  y.  On  aura  donc  -^^—  ==:  xâ^^dx  -4-Cd^j. 

C  ^tant  une  cohftantet 

I)   (pft  aifé  de  voir  que  l'équation  ^*rfd:^a=jc rf^rf^, 

2ui  a  embarraffé  autrefois  les  plus  grands  Géomètres» 
î  réduiï  facilement  par  la  méthode  4u  pfotWi^e.  Paii 
fbns  au  feconclçiis, 

|85v-pBôl^LjiME,  Intégrer  les  émathns  iifiren^ 
fldks^  qui  fç    rapportent  à  la  formule  générale 


^m 
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ddy,dans  laquelle  d  x  ejl  confiant  y  &  la 
Jomme  d€s  dimenjîons  des  variablts  x  ^  y  &  de 
leurs   différences  dx^  dy^ddy  eji  la  mime  dans 

chaque  terme*  En  faifant  x  ^=^  ^  *  >  ^  =  ^"  '  a  ^^i* 
inînant,au  moyen  de  ces  fuppofitîons  9  x^y^dy  ^  dx^ 
&  ddy  ;  faifant  de  plus  attention  que  d  x  étant 

confiant,  on  a  ddu  =  '^hdu  * ,  }a  propofée  de- 
vient, après  les  opérations  ordinaires  e^(.idt  -H» 

:^dudt)  =  ae''t'^*^''^  du^Çtdu  '+-dt)^'^f 

^i-be*'t-'^-'  du^Çtdu  H-  dt)^--i-  &€•' 
ou   en   divifant    par   e^^  ddt   -i-   2dudt^=i 

at-'^-^ du^ Ctdu-^dty^^bt'-'*'^'  du'^ (tdu^ 

40  *'^^-H  &€•  équation  du  fécond  ordre  &  à 
deux  variables  u  &  r ,  dans  laquelle  la  variable 
£nie  u  ne  fe  trouve  pas. 

On  fera  donc  di4  =  xdt^  ou  u  =S.[dti 

ce  qui  donne  *  ==e'*  =  e*-*''*,&^33sc**^'r , 
ddusniddt'-^ d^dt.  Mais  on  a  vu  ci-deifus 

que  dx  étant  confiant  ^  ddu  =  —  hdu*  ,    & 

ici  4=55  I  î  dçnc  ddi^  ==:  — da*  =5=  —  ^*dr*=:m 

çddrH-dî,df ,  &  ddt=  -~  ■■■/■■■  -^^dt*; 

donc  en  fubfiituant  &  multipliant  par  t ,  on  aura 
Téquation  îjit—  dj  =  jr  "*"*  ?  '  ***  "  dt  (at-^h  i)  *  ""' 

équation  du  premier  ordre  à  deux  variables  f  &  ^^ 
dont  on  chercnera  l'intégrale  par  les  règles  ci-aclTus. 

EXBM1II.B.  Soit  l'équation  y^àx^  -+-  x^iy^  — 

yxixdy  ^^^yxiy  dx^'^yx^  ixèiy^xy  ^dxdiysi^o^ 
qui  eft  dans  le  cas  du  problème  >  puirqué  dx  êft  con(l 

%wt  fc  quelalbmmcdesdimenfion$de«;:r^  dx9^»dijf 
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«ft  la  même  »  fliYoir  j>  dans  tous  les  termes.  En  fiippa«i 

iànt  comme  dans  la  iblution  du  probiêmiî  xsse*^  >  j  =s 

c  *  r>  éliminant  par  ces  fuppofitions  x,y,ix,dj,àdyg 
la  propofée  devient  4  après  les  réduâions  ordinaires  >  la 

transformée  dt^  -4-  itAtdt  *  —  t^dtdu^  -f-  tàdu^'+- 
iduidt-^t^duddt^ssçi .....  (A)  >  dans  laquelle  la  variable 
finie  tt  ne  ft  trouve  p^s.  On  fera  donc  au=:idt,  doil 
Pon  tirera  «  comme  dans  la  folution  du  problème  ddu-^^t 

m^iu*='^l^dt^=iildt'ri-'^ddti&iddt=i'^ldt* 

•—  — ^^ — .  En  fubftîtuant  ces  valeurs  dans  Téquation  A  , 

f*on  trouvera    aifément  Téquation  du    premier  ordre 

(r  2— f  )rf^-f-itjrft-f-di=o*  juî  eft  dans  le  cas  du 
pfôblén^c  ci-deiïus  (  rxZ)  »  &  qui  étant  intégrée  par  ia 
liiétiiode  de  ce  ptoMéme,  dotltie  («— i)*j-^e— * 

t.r  =a  C.  Mais  rfu==;  î<ff,  ou  j== -^  idonc  en  (ubfti* 
tuant  cette  valeur  de  ^«multipliant  par  dt,  tranfpo&nt 
9c  oivifant,  u  viendra  rfi*  =s —      ^ 

&en  intégrant, a  = ; — - — '—-hC\  Msd^x=:e*^ 

X 

waA  noirç  intégrale  &viéDtL>3^=*y'-^r-.-   -.„;  - — i — i 

pbfani  C  H-  C '  =  m^f  ï-h- C  '  s»  n,*  ôtant  ht  firaûion > 
tranfpolant&  réduifant,  il  viendra  ajf^mx^^jh.y^ 
X  h,  X*  Veno;is  ,aw  irpifiçmc  cas. 

î8y,  PRpSXê.ME.  IfOégntr  Us  éçiâiioM  ii/fi- 
fcntUUu  .  ^ui./cf/^^jipttaii  à  la  formule  génèrdt 


«■«» 
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H- Rx'"'"'iA:''ipr "•"*"* ""^-f- &c. , dans  laquelle 

dx  ejï  confiant  &  dont  la  fommt  des  cxpofans 
de  X  &  de  dx  ejl  la  mime  dans  tous  les  termes, 
P»  Q  #  R/  ô'c.  étant  des  fànSùms  de  y.  Suppo«> 
(ant'X  =3 1  •  ^  on  mira  dx  p=  e*"  dux  car  L. ^ su 

xdu^sBi*" du.  Donc  m  fubftituant  &  diviiaat 
enfuite  par  e'**^  la  propofée  deviendra  if  u  "*  ddy 

Rrft/^rfy'"^*"'^-h-&tf  dquadon  dans  laquelle 
ta  vanaole  finie  u  ne  fe  trouve  pas.  On  fera  donc 
<fMî;i=|iy,  &  Ton  ôurâ  ddu=s —  du*  =» 
•.-t#{;*  dy^:i=:fddy  H-  d^dyi  &  iijyr  ==  — . 

ri  y*  —  -J--jZ.  Si  Ton  fubftitue  ces  valeurs 

dans  la  transformée  4:  qu'on  dîvîfe  par  rf^  "•  "^  ' ,  on 
aura—  l'^'^'dy  —  ;;;"•-"  i:j^=  fdy  H- 
Ql^dy  •+-  Rf^ijy  &c.  équation  du  premier 
ordre  à  deux  varîubles  t  *  7  »  ^^*  <>^  cher- 
chera Tîntégrale  par  les  règles  cotinues.  Cette 
intégrale  étam  ftrppofée  trouvée,  on  aura  la'  va- 
leur de  ^  en  jy  q^'ôti  ^b{titu<^f  datii  f  équation 
du  sa*  là  y  ;  lifirpercequé  I#4  jT^b  «^  ilviètidrà 
I^  ^  xar  S.  \dy  ^#qpation  qui  ne  contiendrai  ^pif 
les  variables  xScy. 

£ïËxr»L#.  $ôlt  riqu^itîotl  i  rf iif^  dy-h  a^â$c  iij^ 

txdscdj^^2}t^jid  if  y  dans^  Uqudlc  dx  cft  eônfc 
t^t  le  ht  femme  é»  etpefanS'  de   Jif  ft  de  ifjc  eft  ia 
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termes  où  (c  trouve  dj ,  font  des  fbnâions  de  jf  ^  >  -& 
de  conftantcs» 

Suppoiant  r  sse"  &  rfu  =;  çrfjr ,   on   aura  dx  =» 

cS.^rf^jrfjP,&i|rfj=  — ijrfjf^  — — i-^.   Subftit^an(; 

cesyaleurs  desir»  dx,ddy  dans  Iji  propofée  ,  divifant 
par  dy  ^  e^^'<^^  8c  réduHant , •  on  aa{*Jjy  —  adç=: 

xdr  j         adr       irf?  «       •     ' 

•—  — i,ou  ady^ss, — i. —  -5-^5  &  en  intégrant,  fly=— 

l  II       V 

— —  -** h  C .  • .  (A).  On  aura,  par  cette  intégrale,  la 

valeur  de  ^  en^,  &  la  fubftituant  dans  ladififerentielle 
^dytOiti  aura  l'intégrale  L.xsbS.  ?(fj.  On  peut  parve- 
nir à  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  par 
l'équation  L.  x=  S.^(^>  ;  car  en  dtffiérenciant ,  on  a 

A  X  dx 

—  =5=7^7,7  =  — T — ,  &  fubftituant  cette  valeur  de 
X       ^  -^   ^        xdy 

\  dans  l'intégrale  A  ,  on  trouvera ,  après  les  opérations 
ordinaires,  aydx'^^s^xxdy^^^axdxd'f^Cdx  *. 

i88.  Problème.  Intégrer  V équation  (&*""'  idx  =« 

.D.r--^  dx^dy  "— ^-*-  '  -+-  frc.  dans  laquelle  Ji 
efi  confiant  ^  A  ^  B  ^  D  ^  ù'c.font  des  fonSions  de 
y^la  fomme  des  expofans  de  x  ù*  de  fes  différences 
dxj  ddx  ejl  m  dans  tous  les  termes.  Suppofant  x  = 

e/^5  on  aura  dx^=^e^  du^  ddx  ^^^e*  (ddu+du^)j 
fubftituant  C€S  valeurs  dans  la  propofée  &  divifant 
par  c* «^^il  vient  (iu"-^*  4-da"*'- '(fifa=:.Aiy"**  ' 
+  Brfu"i'y'"-**-^^-+-D(iu^^jy'"-^-^'-+^&cr 
équation  dans  laquelle  u  ne  fe  trouve  pas.  On 
fuppofçra  donc  duss^dy  ^cq  qui  donnera  dd  wÎ=r 
d\dy  p  k  caufe  <Je  dy  confiant.  Subftituant ces 
.Vdl^iir^  dans  k  transformée  &  diviXant  par  dy  "*  ^ 
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-+-  D^f  dy  H-  &c.  équation  du  premier  or- 
dre 9  dont  on  cherchera  l'intégrale  par  les  règles 
connues. 

Exemple.  Soit  propose  réquatioh  zàxàyz=s:aiix'^ 

jiix,  o\xx^dix;=s — --j2,  dans  laquelle Jj^eft  conP 

tant  9  la  fbmme  des  expojàns  de  x  &  de  Tes  différences 

eft  I  dans  chaque  tctme,  &  le  coefficient  • du 

terme  où  fe  trouve  dy  ,  eft  une  fonûion  dty.  On  fera 

*  =:  «•  =e  s.  ^  J  jr  çen  fuppofant  du  =^4x)  >  dx^=^ê  ^-  =t  *^J  jrfy, 

i\dy)  àcaufe  de  Jj^  conftant.  Subftituant  ces  valeurs 
dans  la  propofée  >  on  trouve  >  après  avoir  divifé  pUr  4x>  ^^ày 

=t:ai^ dy'^adi'''*^:(y dji'^^yd:^»  équation  du  pre- 
mier ordre.  Si  on  met  la  propofée  fous  cette  formé 
i.dx dy'-^yddx^=addx 9  on  aura  en  intégrant  dans 
la  fuppofition  de  dy  conftant ,  ydx  -^xdy  =  aâ»  -f-  CJ/. 

185^.  Les  méthodes  précédentes  peuvent  s'appliquer 
aux  équations  différentielles  de  tous  les  ordres ,  pourvu 
quelles  puiffent  fe  1  apporter  aux  cas  dont  on  a  parlé  ci- 

deflus  (  184  ).  Soit  l'équation  générale  ky  «4 j-^ — H 

—^^—^....^^^^=0,  dans  laquelle 

les  coefficiens  A>  B,  C>  &c.  ayent  les  conditions  re- 

quifes^  dx   étant    conftauL    SuppoTons  du  =  "^dx^ 

dy 
yz=ze»  =  tf  ^•**'*,  on  aura  dy  =e  ^•**''  ^rfjf,  -r^  =3 

e s. Kd»     C  i^-h ^^  -f-  4^)  i  &c.  Subftituant 
\  ^  dx  dx  ^ /     .    . 

ces  valeurs  dans  la  propofée  >  cUe  fera  di  vifible  par  e  ^'  ^  ''  ^1 
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&  elle  deviendra  di(  Tordre  /f^u  II  «ft  évident  qs'cèa 
fuppofant  égaux  k  9  cous  les  ceetiflcie/is  «  excçp^é  ceiiK  des 
deux  termes  ^u  on  veut  réduire  a  un  ordre  infi^tieur  ^ 
on  aura  une  équation  à  deux  termes  qu'on  tâchera  dd 
réduire  en  imitant  ce  qu'on  a  fait  ci  -deflus  pour  les 
équations  qui  fe  rapportent  au  premier  cas.  Pour  les 
aunes  cas  1  on  déterminera  les  coeiSdefis  »  de  maaièrc 
que  les  termes  ayent  les  conditions  néceiTaires. 

ipo.  La  méthode  dont  nous  avons  pprlé  ci«de{ru3  (t^-f) 

I^eut  facilement  s'appliquer  aux  équations  des  ordres 
uppérieurs ,  c*eft<^àr-dire  >  que  fi  l'on  a  un  nombre  H 
d  équations  difFétentieltes  renfermant  le  nombre  N  -f- 1 
4€  variables  t,  Xt  y^  ^,  u,  &c.  chaque  équation  pou^ 
vant  fe  réduire  à  la  fprme  fui  vante  (H)»..*.o=3Jb«4-«jir 

dans  laquelle  Jf  eft  confiant»  Jb  une  fon£lion  de  t,  at 

i,  &c,  a' ,  i',&c.,  fl" ,  P',&ç,,«"',fc'^,  &c.,  A,&c.  font 
des  cohftantcs  quelconques  où  c,  on  pourra  intégret  ces 
équations  par  la  méthode '(  du  N^.  147  ) ,  en  fuppolant  ïtf 

issss.dt^'^^i  Se àtmèmc .djf:=s^  f  dt  ^d4yi^  q'dt* y  &c# 
irsssf^d^,  id^^=  q^it'^  &t:.  Or  (ff  ^^t  confiant > 
de  réquatioû  rfy«:5fi?,ontire  rfdtf  ;=*  rf//^8»qfà*# 
dÛx:=s;.dq.d^^^rdti,Scq,  JtoaçcnfkWmuitii  tir 
duifant,  réquation  H  devient  os^jt-h  ^x-h  tjy+cç 
adx         Vdy  -       c^?     .    ^  a'^dp 

-^f  ^  —dT  -^  ^^-  -^-îr  :*  --^-Hkc.. 


•  triicr  ofidfe»  On  auta  <ie  plàs  '  autant  d^éqùatîons  de  la. 
forme  requife  (  i4.f  )  qu'oa  aura  introduit  de  npuveltes 

variables  p#f  '/f"  >  &ç.  f ,  çS  !5^c  dans  bi  formule  (H\ 
Car  puifqoe  dx=pdt ,  on  aura  J>:'-7- j»/fri!=p,  &  parce 

que^rf(fof=:yrfr  ^=  dp,d,ty  on  aura  tîp  =^^  dtS^dp-^ 
çrfr:£=:  o  ,  &c.  On  a  de  même  iy  -^-^  j>^  d  t  i=^  p ,  dp^  -^ 
y'{it===o,  &c.Doncen  multipliant  t?oates  ces  équations 
excepté  une  par  des  confiantes  indéterminées^  on  ks 
intégrera  par  I4  méthode  ci-dpflii^  ^  N**,  I47  ), 

Soit  propofé  d'intégrer  ré(|uation  du  ftcond  ordre 
Tddx+aT dxdtHrlxTdt^'-h.TlflrtizstOy  dans  la- 
qujelle  dt  çû  conftant  &'T,  T^  font  4çs;fbnôjon^  dc  «i 

Divifam  cette  équation  par  Trf?*&ftp|Nafan£s^  =S6  è, 

ii9  /#   V^ 

on  lui  dopne  la  forme  (H) ....  o  =  it  +  J  ^  H -^ — .  -f- 

dâx  • 

»-7--^.  On  fera  donc  dx  ssipdt;  ce  qui  donne  ddxrt:^ 

dt^  / 

ipdt,  &  rubfUtuaot  cette  valeur  de  dx  iaus  Téquation 
H >  on  aura > en  étant  les  fraâions,  dp-^aix^ ixdt nf- 
iift.=io.  On  a  de  plus  Téquation  dx  •rïtp4^  =  Qî  Cfs 
.équations  ont  les  conditions  qu'çi^ige  la  t|iétbode(4a 
if"^.  i.47)?  Multipliant  la  féconde  par  la  confiante  indé- 
tern^nçc  A  ^  joutant  le  produit  à  la  pFenpiière>on  aura 

dpH-.(A -f-.a)d.y  H-(^x—  A  ^dt-h  kâtsné  ....  (MJ . 

-On  fuppofera  eafiiite ,  fui  van  t  la  méthode,  è  x  -^Apss 
iwpH-  m  (Ah-  a)  af....'(P>.,  ït:  en  étant  une  confiante  indé- 
terminée 5  &  comparant  terme  à  tetme  les  deux  membres 

-de  cette  équation  V bn  aura  i»=?:»z(  A -f-a)  *,  &-*- 

Ap  =  W2p,dou  Ton  tire  m  =;— A  ,  &m=s~r^    ;;?=: 

z 

ce  qui  •  donne  deux  valeurs  de  A  que  nous  exprime- 
rbfts  p.ar  A  &  A\  Sr  auffi  deux  valeurs  correfpondantès 
de  m  que  nous  défîgncrons  par  m  &r  m\  En  fubftituant 
CCS  valeurs  dans  Téquation  P,  &  fuppofc^nt  f-4-(AHrfl)^f=:;j/, 
p-i-(A'-f-a)flfss5tt',Ttéquation  JJ  fera  changée  en  ces 


riAfli 


/ 


^4       COUKS  DE   MATHÉMATIQU^Sé 

deux  autres  da^hmudt  -f-  kdt^sso,  itda^^mfu! ii 
<^kdt:sKOf  qu'on  intégrera  par  le  (  N^.  i%8  ).  On  trou* 
vcra  donc  u  of  u'  en  t  •  &  enfuite  les  deux  équations 
-  (  A-hfl)x=^«>  p-H(A'-f-«}  ^=saa%  donneront 
a  Taleur  de  x  en  t. 

Soit  maintenant  réquàtion  du  troifième  ordre  Ti^x 

-f.  aTddxdt^bTdxdt^^^cxTdti-^  T'df*=o, 
dans  laquelle  dt  eft  conftanté  En  divifant  parT^t^  Se 

Saifant  -rp  =k  t ,  on  trouvera  aiiéttiènt  l'équation  0  =  1 


I 


4- c «-h      ,  '  -4*    ;  ■■  +  -T— * >  4ui  a  U  ferme  re- 
dt  dt^         dt^ 

quifê.  On    fuppofera   donc  dj?  zsipdt,  ddx^^qdt^=i 
ipdtfd^  x^sadqdt^y  d'où  l'on  tirera  o  aaib-hc*  -h 

tdx         adp  dq  ,  .         ,  j    '  j 

— ; — H ; 1 ,—  f  o\xdq'hadp*-hb  dx-hcxdt 

dt  dt  dt  ^ 

-H  kdt  =  o  On  a  de  plus  dx — j»rff  =  o  ,Sc  dp  — qdt  =s o; 
or  ces  trois  équations  font  fufceptibles  de  la  méthode  du 
(  N^.  147  .  En  fuiyant  cette  méthode  &  multipliant  la 
féconde  par  A  &  la  troifième  par  B  9  ajoutant  enfuite 
les  trois  équations >  &c.  défignant  par  m,m^,  m' les 
trois  valeurs  de  m  qu'on  aura  dans  ce  cas ,  on  parvien- 
dra aux  trois  équations  duH-  m  u  dt-^  k dt^=^o 3 d uf  '^ 
nûuJdt-^kdt^sno,  du^-^m^^u^^ dt  -^kdt  =teo,  qu'on 
intégrera  par  la  méthode  du  (  N**.  ii8  ).  On  trouvera  les 
.  valeurs  de  u,  dé  u'  &  de  u"  en  f>  &  l'on  aura  de  plus 
les  trois  équations  <?-f-(fl-+-B)p-f-  (i-f«A)jip=sM,  9-f- 

ia-h  B')  p-h  (h'-^A^)x  =  u^,q-h  («i+B")f -fr- 
it H-  A")  *=u",  dans  lefquclles  A ,  A',  A",  défignent 
•  trois  valeurs  de  A  >  8c  B»  B',  B'  les  trois  valeurs  cor- 
refpondantes  de  B.  Ces  équations  domineront  les  valeurs 
de  xent. 

Soit  propofé  maintenant  d'intégrer  les  équations  fui« 
t  vantes  du   fécond  &  du    troifième  degré  : 


0  =  ib+  ax  -^  by  ' 


fdy 
dt 


dans 


IHr.-i-irvr-'i.'^  I    ''il  ■ 


/ 
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^ka> 


•  •  >  > 

dans  lefquellcs  it  eft  confiant  >&*,*' des  fonftiortsl 
de  t.  On  fcYSi  dx  =  pdt,  ddx^dpdt,dy^:^qdt,ddy 
i=zrdl^  =  dqdt,d  ^ y  =  drdi  ^5  donc  dqdt=iTdt  »i 

Sabftituant  dpdt  aii  lieu  dfe  ^rfx,  &  rfrrfî  *  au  lieti  de  d^  j,  ^ 
dans  les  équations  propofées ,  on  trouvera  facilement 
les  transformées  dp-^cdx^  fdy  -^  {ax^-  by)dt  -H 
Jbrfr==soi  dr-^hdy^gxdm-  Prfr=:o.  On  auta  dd 
plus  les  trois  équations  fuîvantes  rf:t-*-pA  =  o  ;  dy-^qdjt 
s=:oydq — rdr==:o.  Ces  cinq  équations  ayant  les  conditions 
que  demande  la  méthode  çi-deflus  (147) ,  on  multipliera 
là  féconde  par  A  ,  la  troifiènie  par  È  »  là  Quatrième  ^ar  d 
êc  la  cinqu.iènfie  par  D,  A>  B  >  Bec-  font  des  conAanteé. 
indéterminées.  Ajoutant^enfuité  toutes  ces  équations  ,  oti 
aura  la  fomme^H)  a.-.^P-H  I^^Î^A(ir-4-(c-f-B)  d:itf 
JH(/H-AÀ  +  C)  dyA-  {ax-^-gAx-hby—Bp—Cq 
—  Dr)  4^-H (ib-t-A>0  '(^  ==o.Enfliite,W2  «tant  un  fac-. 
ieur  confiant  &  indéterminé  >  6nfuppofera>  félon  lamé« 
thode,  (tf-t-TrA)*-4- ij'  — Bp  — Cç,— Dr=mj;p-f-D^ 
H-AH-(c-f-B)  X  H-fZ-^AA-f^C).^]  =m  i/.En  dével<|ppanc 
le  fecond  membre  de  cette  équation  &  égalant  Its  tèrrnes 
homologues ,  on  auta  les  équations  fuivantes  :  m  =  — B| 
jnD=— C;iw  A^— b;m,  (f-HB)sKfl-*- ^Ajm.  (/-H  h  A-f-C) 
=i,&  l'équation  H  déviendra  ^u-f-mu^&+-(it-f-A^')  A  ==0, 
qu'on  pourra  intégrer  par  là  méthode  ci^dcffas\iiS)  s 


après  avoir  déterminé  les  valeurs  de  A  &  de  m  par  leal 
équations  qu'on  vient  de  trouver ,  ce  qui  eft  facile  i 
car  puiftue  B^-^m>Ds=  —  m  A  m  &  (J=2-— mp±=f 
ih  m  A ,  fi  on  fubfiitue  ces  valeurs  de  B ,  de  C&  aeti 
dans  les  deux  équations  tt.  { c  -f-  B  )  =  «  -4-^  A  j  fti.  (f^ 
hA-h  C)=i ,  elles  deviendront  nî(c — m)  =i-f-^A,  &  ;7z(/-4- 

1    A     .  A  ,  ».     f       i>     >  1»  •        A  CtR— W* CL 

hK-^mtn  A)±^h,  d  ou  Ion  tire  A  = — ' t^^    ^ 

g 

-7 ,   &  de  -  là  une  équation  du  cincfuiemd 

degré^qui  donnera  cinq  valeurs  de  m ,  d'où  Ton  déduira 
dnq  valeurs  côfrefpondahtcs  pour  chacun  des  faâeur* 
A,  B,  C,  D.  On  fera  le  rcfte  comme  dans  ley  exem- 
ples précédens>  au  moyen  des  deux  équations  du  ^^ 
»2  urff -f.  ( ib-f.  AibO  A  =  o,  &p -f-Dg-*"  Ar -f- (cH-B):^ 

4^(/-+-^  A-f-C)j)r=tt» 


\ 


MM 
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ipi.  Problême.  Trower  V  intégrale  finit  Gr  com-^ 
plette  de  Véquation  du  fécond  ordre  o  =  — y  -f— 

^    -^  -+-  Sf- — 2L  ♦  Si  Ton  fait  y  ==  c  *  -4-  *  ? 

(  c  étant  une  confiante  arbitraire  )  &  qu'on  fubfti- 
tue  dans  la  propofée  les  valeurs  dey  9  dy  &  ddy 
que  donne  cette  fuppofition  ,  il  viendra  ,  après  les 
opérations  ordinaires , o  =^=  x  d[dx  -+- 2ad^dx 
•-4-  axddi^iien  divîfant  par  .ax  d^^^  o  = 

tf   "^    4:  d\  ^        se  d\  n    * 

En  intégrant  &  ajoutant  la  confiante  L.  B  i  x  ^ 

on  a  2.  L.  4r -4- L.  d7  =  h.Bdx  —  i^  ,    ou 


Xi.Ar^4=^L*BJjr — ~. L.e=L,Bc        ^    dx; 

X 
X  — 

doncyVf  s=Be      ^  ijr;d:{^  = ^—(A), 

X  X  I 


&  .en  intégrant  encore ,  i  ==  B.  S.  ^ 


X 

a  d  X 


XX 


donc  rintégrale   complette    fera  y  ==  c  x 


X 


€  d  X  '     ' 

h  xS. ,  qui  renferme  deux  confiantes 

X  X 

arbitraires  comme  il  convient.  En  général  l'inté- 
grale finie  &  complette  d'une  équatîqn  d'un  orâre  « 
doit  contenir  un  nombre  n  de  confiantes  arbi- 
traires :  car  en  fuppofant  d  x  confiant ,  à  chaque 
intégration  que  Ion  fera  ,  on  doit  ajouter  une 
confiante }   donc  puifquon  doit  faire  n  intégra-. 


MMM 
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mât^ 


tioBs ,  on  doit  avoir  n  confiantes.  On  n^a  pas 
ajouté  dç  confiante .  en  intégrant  Téquation  A , 
parce  qu'elle  étoit  inutile  :  car  fi  on  ^it  i^  ?=  D 

X 

e         ^  dx 
•4-  Bf  S,  ■>  ■ — ,  on  aura  pour  TintégraliB 

Su 
-rx  -r%      o   ^  ^    dx 

complette  y  3=  c  x  -+-  JJx  -+r  Ba;.  S.  ■       , 

X  X 

qui  fe  réduira  à  la  forme  ci  -  deflus  en    Faifant 
c  -+-  D  =■  A' ,  &  changeant  enfuite  A'  en  c* 

Si  Ton  avoit  f  équation  a  ad  y  'rh-  yy  dx  =s 
{aa  -4-  xx)  dx  y  tw  fiippofant  y^=^  Jf-f-  ^^ic 
çliminant  jy  &  dy^on  trouverait  Téquation addi^ 
-+-7.1  xdx  -4- :|j^y  ijr=o,  qui  étant  intégrée 
par  la  méthodje  du  (  n^^  128  )  »  doQnera  |  ^=^=^ 


XX 


Cfl«.e      "•' 


XX  '^ 

T7 


Mgîs  ^  ppr  fuppofitioa  <^  jf 


4tf+C.S.e      *^  df 

H^  f  ;  ionc  ri&t^rafe  cpmplett^  fef9> 


«r» 


♦  '•<♦"■  '  H  !  i  i  "    '  . — ..:;  •  ''  yjy'-^  '  •    ^i  00  tait  .V 


a  a  -+r  CSft  d  X 

O  ,  09  turà  ^  ;5f=  flr  ^  «jL^r jle  particulierf 
de  la  propçfée. 

i>'2.  Si  yne  valeur  particutjere  de  y  3=  p  r^ 
la  différentielle  Ky  H-  ■  j     ■  -^-  "J^  &c, 

Gga 
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égale  à  o ,  on  aura  auflî  y  ==^  ^p  >  <ï  étant  une 
confiante  arbitraire  ,  &  en  fubftitliant  ^  ^  au  lieu 
de  ^  ,  la  différentielle  fera  auffi  égale  à  o  ;  car 

Bflrfp  Caddp 

on  aura  Aap  -4-  -j^ H  -j^ — h-occ. 


Puifque  cette  différentielle  eft  le  produit  de  a  pat 
Ap -H  44^"  -»-  "7TT-  +  &c. ,  &  qu on  fuppofe 


que  cette  dçrnière  quantité  eft  -=  o.  De  même  fi  la 
fuppofition  de  y=^q  i  rend  la  différentielle  pror 
pofée  ^=  O  ,  en  fubftituant  bq  an  lieu  de  y, la 
différentielle  fera  encore  =  o.  Il  en  fera  de 
mcmc  en  fubftituant  ap  ^bq  au  lieu  de  y  :  car 


.   /  A  .      B  a  dp, 

fi  on  a  les  deux  quantités  Aap  -t-'  -^^ 

Caddv        ^      ,#    A  1.      .    ^hdq        Cbddq 

dont  chacune  eft  =  o ,  leur  fomme  fera  auffi 
&=  O  ;  or  en  fubftituant  ap-^bqan  lieu  de  y  ^ 
©n  a  la  fomme  des  quantités  précédentes  j  donc  &c. 
De  même  fi  p  ,  ? ,  r ,  i ,  &c.  font  des  valeurs 
particulières  de  y^  qui  rendeat  notre  différ^elle 

s:—:  Q^  y    -rrrr    a  P  -^  b  q    -¥-  C  f  --4-/f    H~    &C, 

fera  une  intégrale  de  notre  différentielle  ,  &  .fi 
notre  différentielle  eft  du  quatrième  ordre  feu- 
lement.  l'intégrale  ^  --=  ^  p  H-  hq  -^  c  r -h/j  , 
qui  contiendra  quatre  confiantes  îndétermmées  >2  , 
l^  c,f^  fera  Tintégrale  complette  &  finie  der 

A  Brfj>  Cd  ày 

réquation  o===:Ay  ^-j^-^ -j-pr. 

T>d^j  E  d^y  ^ 

éx^   "^    àx^ 


•1 
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IP3.  Soit  1  équation  générale  o  ==  A  y 
'  dans  laquelle  la  différentielle  àx  ii  tous  les  coeffi-     -ï? 


ciehs  A  9  B  5  &c«  font  des  conflanttes.  Si  l'on  fup-^ 
pofe  y  aEE=  ç  ^  *  ^  ft  4tant  une  confiante  &  L.e  ^i, 

on  aura  L.  j  5==  ft  ^  ^  L,  e  ==  A  y ,  — ^  ^=  hdx^ 
dy  =  1iydv-=hdxe  **,  ^  =fte  *'î 
&  çn.  fuppofant  4^  confiant  on  trouvera 
^J==fi,^e**J;c,  oug^=^  A»e**.On 

en  aura  siuflî  j-^  ==  ft  '  c  *  ^  ,    &     en.    général 
/„  ==  ft  '^  c**,  Subfiîtuant  ces  \alieurs  dans 

nî    Ait  * 

Téquation  H  &  dîvîfàot  le  réfultat  par  c       >   on 


aura  la  transformée  (K) 0==.  A^-  BA 

GA^  HhDfe^***'***  -f-NA",  dont  l'inconnue 
,eft  h  ^  Se  qui  eft  du  degré  n^  Si  on  fuppofe  que 
/  eft  une  des  racines  de  cette  équation  de  ma- 
nière que  Ton  ait  A  ==f  9  ou  que  A  • — /==  O 
(bit  un  divifeur  de  T^uation  K ,  on  aura  y  === 

e  -^  ^  ,,  équation  intégrale  particulière  de  la  pro-^ 
pofçe  H  ;  donc,  félon  ce  qu'oa. vient  de- dire  (î5?2),j, 

y  ==  ae^^  fera  une  autre  équation  intégrale 
particulière  de  la  propofée  qui  renfermera  une 
confiante  arbitraire  a.  Si  toutes  les  racines  de 
Véqua^ipn  R  fpnt  inég-aleîs  &  qu*On  les  repréfento 


V 
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par  /^  /' ,  /" ,  /''^ ,  &c.  refpeaivemcnt ,  Tinté- 
grale  cofûplette  &  finie  de  la  propofée  fera  y  =» 

étant  des  confiantes  arbitraires. 

Voyons  maintenant  comment  il  faut  s*y  pren- 
dre lorfque  l'équation  K  à  des  racines  égales  « 
ceft-à-dire,  quelque  faâeur  de  cette  forme. 
(  h  — /)  "^  =  o.  Je  reitîârque  d'abord  que  là  re- 
lation qu'il  y  a  entre  l'équation  H  &  Téquation  K 
eft  telle,  que  fi  dans   la  première  on  écrit  k^ 

pour  jy  ,  h  pou'r  ■j^,ft*poUr-.j-2L^&  engéné- 

/f  *"  V 

rai  h  "*  pour  >    ^  ,  elle  deviendra  l'équation  K  ; 

&  que  fi  dans  celle-ci  on  écrit  jy  pour  fe**,  -  y^- 

pour  h  ,  '  ^  pour  A  * ,  &c.  on  rétablira  l'équa- 
tion H  î  d*où  l'on  conclut  que  C  h  •— /  ===  ô , 
ou   h  — fh^  ==  o,  eft  un  divifeur  de  féqua- 

tion  R  ,  on  en  pourra  tirer  J'équatîon  -^  -^fy^sn  0  , 

ou  --  ^-  sBs/  i«  ^  dont  l'intégrale  L.  j  t=±fx.  L.  e , 

ou  ^  =^=  c^*  fera  une  infégràle  particulière  delà 

propofée.  Dont  y  ===  à.t^*  fera  auffi  Une  intégrale 
de  là  propofée ,  &  fi  l'on  a  le  divifeur  doublfa 

(ft^/)*.==,o,ou//A<^-.2/)i-HAfe  =  o> 

on  en  tirera ,  par  les  fubftitutions  prefcrites,  Téqud- 

tlon  différentielle  (R)M.MjKy  —  ^il+  ^^^  «q. 


•M» 
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on  cherchera  enfuite  l'intégrale  finie  &  complètes 
de  cette  équation,  en  faifant\y  =z  t^* u^  doq. 

l'on  tk^^^fef'u-^  £1^,&^=./Vu-|- 

dx      "^  dx  dx^     ^         ^ 

-H  — • .   Subltituant  ces   valeurs 

dx  dx  ^ 

dans  Péquation  différentielle  R,  elle  devient  en 
réduifant» — -: s=r  o  «  donc  d  du=^  o  ;  donc 

dx  ^ 
en  intégrant ,  d  u  =  bdx^b  étant  une  confiante 
arbitraire  >  &  en  intégrant  encore  ^u==bx  +  a9 
d  étant  une  autre  confiante  arbitraire.  Mais  on 

a  fuppofé  j^  :=:e^*  u,  donc  on  aurajy  ==;e^'  (a-^  bx\ 
valeur  de  y  qui  contient  deux  confiantes  arbitrai-» 
res ,  &  qui  répond  à  deux  racines  égales  de  1  equa« 
tioo  K.  De  même  fi  Téquation  K  a  un  divifeur  triple 
(/- —  ft  )  S  en  le  développant  &  falfant  les  fubfti- 
tutipns  prefcrites  »  on  en  déduira  Téquation  /*  7  — 

<^   ^  -H  ^^y  J^^  —  ■,   ^  =  O  ,  qui  fera  con- 
ix  dx^  dx^  ^ 

tenu^  dans  h  pnopofée  (H)  »  &  en  fupf»oiânt^ 

==  t^'uyon  trouvera  par  fubftitution,  i  *  u  =  o» 

En   intégrant  cette  équation,    il  vient  ddu==;? 

f  ix^  y  2.C  étant  une  confiante  arbitraire  ;  en 

égrant  de  nouveau ,  on  a  du  =s  zcx d x  -*— 

b  dx  ,  b  étant  une  confiante  arbitraire  ;  fc  en  in* 

t4graat  pour  latroifième  lois  5  on  trouve  u  =?==:  ex  * 

H—  b X  -4—  a^  a  étant  encore  une  confiante arbî- 

traire.  Onauradonc^  œs  e^'<tf +ijr  +  car4;)^ 
valeur  de  y  qui  répond  à  trois  racines  égales  de  Té* 

quatiofi  K.  En  général  fi  le  divifeur  eft  (/ —  fe)  "•  ^ 
oft aura^  =s  e^' ( a -+- *  Jif  Hh-c  Jr  * -*- 1>  jp  ^ -fi» 

Ggi 


M 


■'  1.1  ■■  i    .J    A 
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g 3P^,..,,-t-*j; *'»'),«,*,  c,  D.g,  &c.  étanû 

fies  conftantes  arbitraires  ;  de  forte  que  cette  valeuc 
f  çnfeirniera  le  nombre  m  de  contantes  arbitraires. 
Suppofons  maintenant  (}ue  l'équation  al? 
gébriQue  ^  renferme  des  racines  imaginaires  ^^ 
flous  lavons  que  les  racines  imaginaires  font  tou- 
jours en  nomjbre  pair  :  de  plus  nous  avgns  vu 
ci^deiïus  que  les  racines  imaginaires  peuvent  être 
repréfentées  par  la  formule  M  -H  N  ")/  -r-r  i ,  & 
jl  eft  évident  quç  d  Tiine  des  racines  imaginaire; 
rfunp  équation  algçbriquç  eft  repréfentée  par  ^ 
-+-  ^  Y' —  ï ,  fa  correfpondante  fera  «—ri  y — i  ^ 
autirement  leur  produit  ne  fauroic  être  réçU  Si  on 
fuppofe  que  V  repréfente  un  arc  de  cercle  dont 
le  rayon  foi^  =;=  i  ,  &  qu*une  des  racines  imagl- 
n^ireis  dç  réquatloh  K .  foit  h^m.  çof.  V  — î— 

ni,  fin.V*  V — I,  fa  correfpodante  fera=:m.  coC  V 

*rT5!  17?!  fip.  V.  V-TT 1 1  donc  on  aura  (h  — m.  coH  V. 

-^  m,  fin.  V.  \/r— 1)  (h^r-rn.  cqf.  V-+-  'w.  (jn.  V  X 

V —  ï  )  =  h  ft— r  2  m.  çof.  V.ft  ?-+T  ni  m.  cof.  *  V 

•«-H  mm.  fin.  *  V  =5:  o ,  ou    parce  que  fin.  ^  V  H-i 

çoC  *  V  eft  égal  9U  quarré  i  du  rayon',)  mmK'  — ? 

a  m  h.  çof.  V  -+-•  k  i^  ==  9  ^  équation  qui  repré- 
lente  un  divifeur  réel  ^e  la  propofée.  Par  1# 
fubilitution^  prefcrites.  je  réduis  ce  divifeur  à  la 

fQrme(P)M.MQ==?»tt|ny..-r2m.  .-^  cof.  V  rtn 
rj^Y^.  |e  chercha  maintenant  Tintégrale  cQrreA 

pfii^^^nt^  eq  jruppoIapï;f=;=ç  i^  ^   ^oft 

l'en  tirç. ^^^  =  »»t  cof.  Vte''''^'  *^*  -   «(«^  H* 
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f  du  ^  Sç  d'dy=mm^(couy)^x 


f  *  '  ^/ i  1/ ,  lare  V  cft  fçnfé  confiant.  Subfti^ 
tuant  ces  v^eur?^  as  y  ^  dy^  ddy  dans  Téquation 

P  ^  réduifànt  8p  divii^nt  par  ç  ,  on  aura  Q 

=  7RinM  — f  mmu.  (cou  V)    -H  "tî — r"  i   ^^ 

(_       V  d  dy, 

t  —  (  eoi.  V  )  *^  -4-  j^\   =3  o  ,    ou 

(parce  que  dans  un  cercle  le  quarré  du  finus  eft  égal 
au  (^uarré  du  rayon  moins  le  quarré  du  cofinus ,  ) 

in7n,(fin.V)  *  m-+-  j-^  =  o  ,  ou  mm.  (fin,  V)  *  udx  * 

dX 

r-ï-  dduz=;Qf  En  multipliant  cette  équation  par 

adu  ,  on  aura  2mm.  (  fin.  Y  )^  ududx^  -4- 
2,  duddU=iQ  ^  dont  l'intégrale  (  à caufe  de  d:ç 
confiant  ) ,  en  ajoutant  I9  confiante  du  même  ordre 

(i  ^  mm. (fin.  V)^.dx^ ^  fera  mm.  (fin.  V)* uudx  * 

H-  d  u^  ==  a  *m  m.  (fin.  V)  *  i  x  *  ;  d'où  Ton  tire 

r— — ■ — r  =32  m  m.  (  fin,  V  )  *  if  jf  *  5  donc 
;/>.  ^    '  \  =p=  m^  fin.  V.  i^r.  Mais  77777 \^^ 

(f  ^  éléipent  d'un  arc  de  cercle 


4ont  le  finus  eft  —  &  ie  rayon  =s  x  ;  donc  dspa 
fHffin.  V.4^»Sçxc=am;r,fia,  V«+-B'»B'  iiant 
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une  conHante  arbitraire.  Mais  on  peut  prendre 
la  quantité  m  x.  fin.  V  H-  B'  pour  un  arc  de  cercle 

dont    îc   finus    eft    ;  donc  on  aura  — •  = 

fin.  C-îîxJîn! V+  B'  ),  ou  «  =  fl.fin.(mjr.fin.V  -i-B'). 

Subftituant  cette  valeur  de  u  dans  i  équation  y  =3 

m  jc.  coC  V  mx.  coC  V 

t  .     w,  on  trouvera  y  =  at  X 

fin.  (  m  or.  fin.  V  ~H  B  )  ^  valeur  de  y  correfpon- 
dante  aux  deux  racines  imaginaires  du  divifeur  mm 

—  21W  A.  cof.  V  -4-  kh  ^=0,  &  qui  contient 
deux  confiantes  arbitraires  a  &.B^ 

Suppofons  maintenant  que  féquation  K  ait  des 
racines  imaginaires  égales  entr'elles^  c'eft-à-dire , 
ait  pour  divifeur  le  quarré  ,  le  cube  ,  ou  une  puif- 
iance  A:  du  faôeur  mm  --  2,  m  h.  cof.  V  -+-  A  ft  ; 
on  aura  mm^o.  mh.  cof. V  +  fcft  =  (ft—  Jn.  cof.  V-H 

117.  fin  V  \^^  )  (h^m.  cof.  V  —  m.  fin.  V\/~ï)  • 
Mais  félon  ce  c^ue  nous  avons  dit  ci-deflus^  a  la 
valeur  de  h  ==/,  ou  au  divifeur  h  — •/  :=  o  de 

f    M  M. 

l'équation  K  répond^  sa=  e     a^ii  dîvifeurCA— /> 

répond^xs^e  (tf  +  i* -4- cjt  &c.);  donc  C 
on  fait  fucceflîvement/(qui  eft  =  h)  =  m.  cof.  V 

—  m.  fin>  V>  y/ —  I  »  &  /=^  *»•  c^*  V  -4- 
m.fîn.  V.  \/y-  I ,  le  divifeur  k  —  m.  cof.  V  — 
in.fin.  V.  V — I  ,    donnera   la  variable  jy  = 

«  c  \  ifi  le  divifeur  liinple 

corre^KMidanÉ  h^ —  m.  cof.  V  -f-m.  foi.  V.  y^-^i  » 


ttmmmtt 
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le  produit  rfim- —  2  h  m.  coC  V  -+-  A  A  de  ces  dî- 

.-  ,  mJc.Gof.V.-+-772xfin,Vl^ — i 

vifeuris  dôfthatitjy  ^:±==  de  + 

«'  c  ,  fommc  des  deu< 

valeurs  de  y  dorrefpôttdante  à  deux  divifeurs  ima- 
ginaires. Mais  on  a  vu  ci-de(Iùs  que  le  divi* 
feur  mm  —  a  mh.  cof.  V-H  bh  ==  o,  donne  jy  = 

ae  *     .  Sin,  (mx.  fin.  V  -+-  B  '  )  ;  donc 


a  e      '      '     Cm.   C  mx»    fin.    V  -4-  B  ^  ) 


mx.coCY/'    mx.fin.VV^-^i         ,  —m^f. £0.7.1/"— 1\ 
e  V^c  ^a-e  .      ^; 

,  j,  .y.  m^tr.  cof.  V 

donc    en    divilant    par   c  ,  on   aura 

r     /      r    TT       -OK  '^^  fi"»  V  V^—i 

47.  .fin.  (m^  iin.V~f-BO  3=  ^  e 


de  9  &:  en  multipliant  de  part 

&  d  autrP^ar  x     ,  on  trouve  a  x    fin.  (  m  :r.  fin.  Y 

•, ,  ,  t    )iz  Aî .  fin.  V  1/^  —  I 

B'  )   =    axe 


,      it  — m:t:.fin.  Vî/— "i 
A' X     e 

Suppofons  préfentement  que  le  quatre  (mm---^ 

:i,mh.  cof.  V  -H  AA )  *  =C  A. —  ^«^  cof.  V  — 

m.  fio.Vy^*^!^)*  (*--mxof.V+îw.fin.Vv^~^i)% 

foît  ufi  divifeur  de  1  équation  K,  on  fera  /== 


nzk  cof.  V»-4-  m.  fin.  V.y^ —  i  ^  &  cnfuite  /= 
m.  cof.V  *— m.  fin.V. V^-^.  Donc  patce  que  te 
fafteur  (k-^f)      donne ^  =  e      (  «  -+-  A x)^ 


m*.  coCV       f    ,  mxr.  fia.  V.|^-^| 

t  K     b  X  t 
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IcfaôcurCA — ^m.cof.  V — m,finV\/ —  i)  »    , 
j  inx.  cof  V  O-  m  x  fin,  V,j/'(  —  i  )  ^^ 

donnera  ^  ==  e  '  ^       ^  X 

(a+ix) ,  1q  fadeur  (ft — ^^fz.  cof.  V+Jn.nn.V^/-^  *  , 

,  mx.coCV  —  TOX^fin.VV^ — i,  .    ,,  ^ 

donnant  ^  =■  c  (a'+fc'x); 

donc  la  valeur  de  y  correfpondante  ^u   faâeur 

(  mm — ±mfe.cofI  V  -f-  ft  A  )    feraj^=  c     *     '     x 

(jaup.  en.  V.j/'— il  .     — ^ot;c.  fin.  V,jA^\ 

t'*ç  /.Mais,  fçlon  ce  qu  on  a  dit 

.  j  ^  mar  fin.Vl/"— 7       .  — ^m;c.finV.l/'—  i 

u-deulis ,  fle  -i-a  c 

«fin.  (  m  X.  fin.  V  H-  B  '  )  ^ ,  a  &  B  '  étant  des 

confiantes  arbitraires^  Faç  la  même  raîfon  on  aur^ 

-       iwe.  fin.Vl/* — I      ,,       —  wpr.fin.VJ^î — I 

ix  fin.  (  mx.  fin.  V-+-  B'O ,  i  &  B"  étant  4c$  conf* 
tantes  arbitraires.  Donc  la  v^lçur  dç  jy  qui  répond 
au  divifeur  (mm  — 2,  m  h,  cof.  V  —h-  À  A  )  ^  f^ra 

y  ==e      '      *  YaCn.  (mx.  fin.  V  -f- B') 
kx.  fin»  (mx,fin.  V  -4-  B")  )  >  qui  renferme  quatrç 


*  Dans  le   (ècond  membre  de   cette  équation  on  a 
ycpréfcnté  (z-l-fl'par^,  dans  le  fctond  membre  de  Iqr 
quation  fuivante  ^  repréfente  la  valçur  de  J  -f-  i^  cjui  (q 
irouvç  d^ns  le  premier  membre. 


tir     1        Ir-  <     l'i    ■     ••  -       I         I    .!■  I  !■  I         iM  I       ■»  'i   <-|  I    I» 
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conftantes  arbitraireis ,  a  ,  i ,  B',  B''.  On  trouvera 
de  même  que  la  valeur  de  y  »  ej[ui  répond  au  divl* 
feur  cube  {jnm  —  2mA.  00^1  V  —h-  AA)  ^  ,  èft  j^  ==s 

«  (a.  fin.  (  m  jr.   fiil*  V  -4-  B  '  )  -+- 

hx^  fin.  (mjr.  fin.V  -J-  B")  -H  ca;  fin.(m*.fin.V-4- 
B''^)^  qui  renferme  fix  conOantes  arbitraires  iif^ 

en  général  ,   comme    au    divifeur    (  À  - — /) 

répond  y  ==  e      (  a  H—  i^  jc  -H  ex     .   4  < 


N  X      '  ^ ,  au  divifeur  T  m  m  —  2  m  A.  coC  V 

ft  A  ^     répondra  y  =  c     *        (fl,  fin.  (  n^.  fin*  V 

.^  B')  -+-  6;r.  Cn.   (  m  a:,  fin.  V  H-  B  ''  ) 
c  JTx  fin.  (In  X.  fin.  V  -h  B'")  -h-  &c 

N'  ;c  fin.  (m  x.  fin.  V  -H  CM  qui  renfermera 

un  nombre  2  i^de  confiantes  arbitraires^  a,  b,  c,  &c. 
B^B'^  B'",  &c.  N^  ic  C\ 

ïp4.  pROfiLÊME.  Trouver  ^intégrale  complette  & 
yînic  ic  Vequation  (H)  ••••  0'=  A  j^  -h  B  -^     -+- 

C.  -4^  ^  &c.  .  .  .  -*-N  f"^  ,  danslaqutUe 

dx^  dx"  ,      * 

ï^  différence  dx  tfi  confiante ^  Sr  les  coefficiens 
*A ,  B  ,  ^Cé  font  des  confiantes ,  ou  o.  On  écrira 
dans  la  propofée  A^5au  lieu  de  y,  A  au  lieu  de 

v^ 5  h^m lieu  de  -j-^f  ,  &  généralement  h    aa 


i^âi^aita 
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•e^p-i*^— "^^ 


lieu  de -^,   &  on  formera  l'équation  (K), 

ou  o  =  AA*-hB&-f-C&*.   .  .  .  '+'N  h", 
du  degré  n  ;  on  décoaipofera  cette  équation  en 

fa^îleurs  réels  h  — /  ^î=  o ,  (fe  -^/)      ==  o  • 

Qn  cherchera  aufllî  les  faéteurs  imaginaires ,  qui  ^ 
•pris  deux  à  deux»  donneront  un  faâeur  de  la 
forme  h  h  —  2  m  h.  côf.  V  -f-  ^n  m  =  o  ,  &  s*i!  y 
a  u<3S  racines  imaginaires  égales ,  on  aura  quel- 
que fadeur  de  la  forme  (h  h —  2  m  h.  coC  V  •+- 

k 
mm)     ==  o.  Chaque  faâeur  fîmple  qui  n*a  point 

d'autre  faâeur  égal  \  donnera  v  -==  a  e     j  maj^ 
chaque  nfââeur  compofé  de  faâeurs  (impies  égaux 

entr'eux,comme  (A— /)       =    Q   ,      doqn^i^ 
e      (ci-{-b  x  +  cx    -+- &e.... -+- N  JP  ) 


Chaque  fadeur  ftfe— 2  mh.  cpf.  V  :^mm  =  o ,  de 
deux  diraenfions  qui  n'a  point  d'autre  faâeur  égal  » 

donneray==se     '     '   (^^.fin.Cmx.nn.  V^-B')^î 

chaque  faâeur ,  compofé  de  plufîeurs  fadeurs  dis 
deux  dimenfions  égaux  enti'eux ,  comme  (  ft  fe  — - 

a  mk.  cof.  V  -t-  mm)     =5=  o  ,  donnera;/  =?! 


^m^,  ce.      r^  fj^    ^^^^   ijj^    V_l^]Jf) 
iar.  fin.(atr.  fin.  V  •*•  B")  •+»«*•*  fin.  (mxSm  V 


B"')  -+-  &c -*-  N"  *        fin.  (mxSm.  V 

N'"  )],  il,  fc,  fcc.  B',  B",  &c  N'"  itant  dçi 
confiantes  arbitraires,  V  ^tant  l'arc  d'un  cercle 
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dont  le  rayon  ==  i ,  &  mr  fin.  V  h-  B% 
m  X.  (ïn.  V  -4-  B'^ ,  &c.  étant  auflï  des  arcs  pris 
dans  le  même  cercle  dont  le  rayon  =n:r::  i.  Oa 
fera  la  fomme  de  toutes  ces  valeurs  particulière^ 
de  ^ ,  &  formant  une#équation  dont  un  des  mem- 
bres foit  cette  fomme,  &  dont  l'autre  membre 
foît^,  cette  équation  fera  Tîntégraîe  complette 
réelle  &  finie  de  l'équation  propofce  (  H  )  ,  cela 
fuit  évidemment  de  ce  qu  on  vient  de  dire  (  193  ), 

Remarque.  Si  Ton  avoit  deux  fadeurs  h — /=Oj| 
h  — /  '  s=  o ,  fimples   &  inégaux  ,  le  premier 

fx  fx 

donneroit  y  ==  e      tf  ,  le  fécond  y  =  c     a\  &c, 

ce  que  nous  faîfons  remarquer,  afin  qu*on  ne 
s'imagine  par  que  la  confiante  a ,  qui  répond  à 
un  divifeur  fimple ,  foit  la  même  que  celle  qui 
répond  à  un  autre  divifeur  fimple  qui  n'eft  pas 
égal  au  premier ,  &  l'on  doit  faire  un  raifonne- 
ment  femblable  pour  les  divifeurs  multiples  de  la 

forme  (ft— '/)     =0,  &  pour  les  divifeurs  do 

deux  dimenfions,  foit  qu'ils  en  ayent  d'autres 
qui  leur  foient  égaux  ou  non« 

Exemple  I.  Trouver  l'intégrale  complette  &  finie  de 
réquaticn   différentielle  du  troificmc  ordre  ,  o  =  j  — • 

^^^   \ —  H Y*l — -  ^^  ^^  Cibftituuons  prcfcntcs, 

on.  aura  o  =A*^^-3^aA*-4-  zg^  /i  S  ou  en  divifenc 
par  1  g-?  ,  &  faîfant  attention  que  A**  =  x ,  A  3  —  5 —  j^ 

r-— r-sa=o»  Cette  i^uatioû  fc  réfoiitcn  deux  faâeurs  Jb 


— ^"-  ■  ■  ■  ■_ '        '    -     . 
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■H-  -^  =  0,  &  (a  — -J-)   =  o.  Le  premier  fadeur 
étant  comparé  avec  le  faâcur  k  -^f^z  o  ,  donne/=  — » 

'i — ,  fc  y  =i  ae''    z=iae      *^.  L'autre  fadeur  étant 

Comparé  avec  là  formule  (fc-^/)*  =:o,  ddnnê*/=— , 

a 

Scysxe  ^    (a^-hbx).  Donc  l^intégrale  complétée  féri 

R  B  M  A  &  Q  u  B.  Si  la  conftante  a  ft  trouvoît  dans 
l'équation  diflFérentîelle  propofée ,  pour  plus  de  clarté 
on  n'emploieroit  pas  la  lettre  a  comme  confiante  ar-« 
bitraire,  dans  l'intégrale. 

ExEMPLB   IL  ïntégtet  réquatiôn  difFéferitiélIe  dit 

quatrième  ordre  o  =y  —  ^ ^  ^.  Ôn^ formera^  par 
fubftitution  ,  l'équatioh  o:±=i-*-tf+A+,  ou  en  chan- 
geant les  fignes  if,  divifant^  o  =  A  ^* ?- ==  (^A— — ^  x 

donne  y  s^   d  '  e  * ,  le  faôeur  A  j+-  -î—   aaf    o    ^ 

donne  jjr    =s  a"  e  ^,    &    les   deux    enfemble 

*  jf 

donnent  jf  =  fl  '  e  «   4.^"^        •  .  Le  fafteur  A  A  +î 
—5*0,  qui  renfernjie  deux  racines  imaginaires  — ^^— r 

& r-  K—  I  >  étaiit  comparé  à  la  formulé  AA  — 1 

*iaAconV'4-TO»2  =  o,donnem=3 -i-,  &conVs=o^ 

a 

4*011  l'on  tire  fin.  V  s=  i.  Car  fin.  V»  KA— (éoCV)*)  i 

maû 


aa 


■tuiMMMtBMaMMMAa^MMlk 
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mais  la  formule  hh^^zmh  coH  V*  *H  m  m  =  o  ,  donne  jr 

es  t  '      a^''  fin.  (m  x  fin.  V  ■+-  B'  )  ,    en  re- 

gardant aJ^^  comme  une  confiante  indéterminée.  De  plus . 
à  caufe  de   cof.  y  :ss  o  p    ion  a  m  x  coC  V  s=  o  » 

&  e"*"^-  ^«  .*  =  ,idoncjK  =â'"fin.  (-l+B'); 

ioac  rJmégrale  complene  cherchée  fera  yssa?  e*  Ht 

*e '"~4-a"'fin.  (~- 4-B'). 

Exemple  ITL    Intégrer   Téquation  o  sa  y  ^ 
^-- — ■;^.  L*cquation  qui  en  réfiilte  par  les  fubftitutîons 

eft  0  =  I  H-a*  A^5  d'où  Ton  tire  0=  A*-f-  —  =b 

V  a  aa/     \  a  aa   y 

En  comparant  chacun  de  ces  faâeurs  à  la  formule  h  h 

—  X nz A  cof.  y  ^mm  nzQ  ,  on  trouve  pour  tous  les 

i  I 

deux  mmss:  — ,  &  m  sss — .  On  trouve  de  plus  pour 

d  a  CL  *        *^ 

le  premier,  —  x  m.  cou  V  = >   donc  m  col.  V  = 

—  ?-—  =  —  ^vs  ,  &  pour  le  fécond  m  cof.  V 
s=  — jT —  ,  &  par  conféquent^pour  tous  les  deux 
,  m  fin.  V  =    -^    *.  Donc  Tintégralc  complette  chcr- 

ay  %  s^ 

•  .  • 

•  Car  i  caufe  de  (fin.V)*=i  — (cof.V)»,  on  a 

( fin.  V)  »  =  1  —  i-=a  -i—i-  sa:  — &fih.V=r^    : 

s  a  i  K» 

Jomc  IV,  H  h 
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■M 


X 


chée  fera  7  =  a'  e     '''^*   fin.  (•jjt^    -*-B'  ) 


X 


+J«*^  fin.  f— ï^+ B"). 

Exemple   IV.  Trouver  rintégralc  finie  &  corn* 
plette  de  l'équation  difFérenticUe  d'un  ordre  quelconque 

o=  j-=^.  L'équation  qui  en  réfuke  par  les  fubflîtu- 

rions  eft  o  =  A  *  »  dont  toutes  les  racines  font  égales 
entre  elles  j  en  la  comparant  arec  la  formule  (A—/)  =o, 
on  trouve  k  =sin  ,  &*/3sso,  par  conféqucnt  e*^   =s 

e     =r  I  ,   &   l'intégrale  complette  fcraj  =^''      X 

(   a  4- *>f  -f-  c«^ -+-&C.  ......  +  N'x'*~'}= 

(ii  +  îa:4-&c +  N'ar'*~*y  . 

R  E  M  A  R  Q  u  E.  Suppofbns  qu'on  prenne  les  faâeurs 
ft-f-i  =  o,  A  A-hA-hi  =o,(AA  — A-f- i)»  =  o, 
&  qu'on  fafle  leur  produit  =s  o  >  on  aura  o  =±st  i  -f« 
iAH-A^  -f-A*-4-A'-HA7.  Subflituant  dans  cette 

équation   y    pour  i  =s  A**,    j-^  pour  A*,&c,.  on 

formera  Téquation  différentielle  du  feptiéme  ordre  o=8 
ddy       à^y  ,  .d^ y        d^  y       d^  y     ^ 


car  puifque  m  =  —  &  que  m  cof.  V  =  -1 7^  ,    on 


^    ri*    . 


I        -  ^     ^ I  . 


CàLcui  iNxéaRAL*  4Sjt 

Vet4  TirttéçÉale  c<xm[dette  &  finie  de  cette  équation  ea 
cherchant  Its  valeurs  de  J  qui  répondent  à  chacun  des 
faéteurs  qu'on -a  ehoifis  &  en  égalant  à  j^la  fonviriç  de 
ces  valeurs^   Le  premier  faâcur  A-*-  i  =  ô»  donnera ^ 

fc=  A  e  5   le  fafteur  A  A  -+-  A  -i-  t  =±  o  donnera  y 

^^  * 
tsï  «•'  #       *    fin.  (r^-^^O  >'  ^  Itr^fi^mc  feOc* 

(fcA— A^-t)id=:o  dQnnejf  =tf''e*fin.  (^iÛ^-B^) 
H-  i^e  ^  fin.  ^ll^L^-B"')  ;  donc  Imtégralç 
eompktte  fera jr  =2  ac  "*"  ^  -f-a^e      ^  fin^'^^Ki-KB'^yf- 

On  peut  auifi  prendre  fe,ouA*  pour  un  dçs  f^ftem;s^8ç 

k  h 

comparant  4     avec  (A — /)     =50,  on  aura  /=so  k 

j=sa-#*iaf-Hcaf*  -*-  Çiç.    S'il  n'y  4  qu'un  feul   faq-r 

teur  A  ,  la  valeur  correfpond^nte  de  y  fera  y^=^cLt^  =à 
tf  tf^  =3  a.  L'on  peut  donc»  par  ce  moyen  ,  conftruir« 
une  table  générale  des  différentielles  de  tous  les  ordre? 
de  ta  forme  H  â£  de  leurs  inrégrales  tefpeiliveS)  âc 
cela  en  prenant  des  facteur^  convenables  pour  former 
équation  K. 

àcmt    UM    imégpcàa   partkulidfe    (fe    Inéquation   o  =   Ajp 

Hha 
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les  quantités  A  »  B  >  C  font  des  fondions  de  x  ,  trouver 
l'intégrale  compUtte  de  cette  équation.   En  divifant  la  pro« 

A  R 

poféc  par  C  ,  &  Faifant  "7^  =  P  >  -^  =P'  >  on  aura  o 

=  Pji-H- .  ^-  -4-  j  -^  ,  équation  que  j'appelle  (F), 

dans  laquelle  P<&  P'fonc  des  fonâioas  de  x.Mais^par  fup^ 
pofition  f  y  =  p  >  donc  dy  ^=dp  &  ddji  :s:i  ddp^  donc 

notre  équation  fera  PpH — t— ^ -f- j— j  =  o.  Suppofons 

maintenant  que  y  =p^  (bit  une  intégrale  panîculiere 
de  l'équation  propofée  ,  on  aura  dj/=:p  d^-^^dp  , 
ddy  ^pdd^-h  %  dpd^-^-  ^ddp.  Subftituant  cts  va- 
leurs de  dy  ^  àt  d  dy  dans  l'équation  F ,  elle  de- 

Viendra  ?pi  H 7-^ H-  ■- î    ^  +  \    /  ^ ~-^ 

'^  dx  dx  dx^  dx^ 

+  *^T— I  =  o ,    équation  que  j'appelle  (  N  )•  Mais  on 

tt  X 

1                   ««           P'^P       ^dv  .   ^       - 

vient  de  trouver  P  p  +  -3 h  7— ^  =  o  5  ainfî  en  fup- 

primant  dans  l'équation  N  le  premier  ,  le  fécond  &  le 
quatrième  termes  dont  la  (bmme  =0  eft  multipliée  par  f , 

il  viendra  — 7 — 3.  «| y\"-  -H  ^— ^  =  o.   Mulu- 

dx  dx^  dx* 

dx  * 
pliant  cette  équation  par  -j-  ,  on  aura  (À)....  T^  dx^^* 

— ■-+-  ',  ^=0.  L'intégrale  de  cette  quantité  différentielle 

eft  S,  ?Ux  +  xUp  -f-  L.di  =  S.?'dix  L.e-h 

S.  P'  dx 
L.  p  *  rff  =  L.  f    '  P  *  ^t  I  en  fuppoûnt  L.e=  r. 

Egalant  cette  intégrale  à  une  conftànte  arbitraire  du 

même: ordre   L.  bdx,  on  aura  e  *  p»  ^^   ss 

Hx  ,  intégrale  complette  de  l'équation  A.  De.J4  oa 


«H 
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tire  û7=  ,&7=iS. ^; — - —     I 

<loncjy=pj  =  Jf  S. : —  fera  une  autre  in- 

'tégrale  particulière  de  l'équation  propoféc,  &eafuppo- 
fant  que  à'  foit  une  confiante  arbitraire ,  on  aura  j>  ==:  a^f 

'^S.V^dx  dx        '  , 

^hp  S.  — r .  pour  rintégrale  complette  & 

finie  de  lu  propoféc. 

C  o  R  Q  L I.  A I  &  X.    Si  dans  l'équation  F  on  a  P  =s 

*^ — i.mr>£nfuppofantqucaeft=-r-^&  r=  ,-  r  V 
jf  *  dx  ax 

quation  y=p  fonflionde  x  ,  fera  une  intégrale  parti- 
culière de  la  propofée ,  dont  Tintégralé  complette  fera 

.  ^-S.V^dx^ 

j^za'v-hhv^S.  ....•  (B)  ;  car  en  fubfti- 

VP      . 
tuant  la  valeur  de  P  dont  nous  venons  de  parler  dans 

l'équation  F  >^  la  propoféc  deviendra  (M)..,.» — y. — 2 «- 

4-  "T^  "^  7~'i  =  0*   ^ais  la  fuppofition  de^=p 


I»  / 

C' 


dx        dx^ 

dx         dx-        ^'    dx        "^'     dx' 


ionnc  dy=dp,  -^  =  -^=(1,  i^=dq,^—r^. 


a=-~-  =  r  5   donc   en  fubftituant  ces  valeurs  de  y, 
d  X 

iy       ddy    .        »,  A  ■      ►       •»  H  t 

-7^ ,   -j^l  dans  I  equîftion  M  >  on  aura    en   otant  la 


ftaftion,  —  P'g— *  r  -+•  P'  <7-f-r  =  o ,  équation  identique* 

donc^=p  fera  une  intégrale  particulière  de  la  pro- 
jpofée,&  réquation  B  qui  renferme  deux  confiantes atw 
titrai res  en  4era  l'intégrale   complette.   Si  on  fuppofc 


p  =  j:  »»  ,  &  qu'on  fubflitue  'dans  Téquation  M  les  va- 
leurs de  p  >  q,  r  que  donne  cette  fappo£tioa ,  elle  de^ 

Hh3 


■  '■'  ■    ■'■■  '  ' 
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■^FPWiW^-»— »— i^Wi.1^,1 


viendra  -,  .  /"  ^«P'^ '"-^W-m.(m- t).^»"- »-v 

-j^  4-  j^  =  o ,  dont  l'iïrtégrde  vonpletce  fêta  j  ^ 

.—S.V'dxj^ 

que  P'=±:  tf5P»,  on  aura  S.  P'rfjcaas- ;doncno* 

trç    intégrale    complettc    deviendra  y  an  t^f  ^m  ,^ 

f  a?  »»  S.  — < — -^ —  >  équation  que  j'appelle  (T), 

On.  trouvera  ,  par  la  même    méthode  ,   qu'en  faifant 

fvss^x^^b^  X  ^^cx^icc.  ,  l'intégrale  compîette  &  6niç 

TU  n  h 

delaproporéefera^=a'(a»     +b^x+€x  -4-    &c.  ) 

-h  b  (ax  ^^  h'x  ^  +    ex''  -h   &c.)  K 

$,••—; — ^ -r-r- j  ,  a'  3c  î  étant  des  conf- 

(ax'^^b'x"-i-cx^.-h8>:ç.) 
tantes  arbitraires,  , 

Soit  propofôc  réquation   du  fécond  ordre  4 /f^  -4* 
^x^  ^y  ix'T^axydx^  ==  o  >  je  lui  donne  la  forme 

•^  d  ;)'  A?.  +  '  ^  -^^  4-  ^"^  =  o.  En  la  comparant  i  h 
formule  R ,  je  trouve  ms=r  i ,  P'as^x  »  5  donc  fi  à  la 
place  de  m  Ci  4ç  <z  «• ,  on  fttWitoe  i  &  «  ar  ^  dass  Tin^ 
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■■        '  "       "■■       I  M»    ».l     ..»■■«       -  _      I  ,'      -,„  I       ,  Il  I  I       ,1  I  I  I...         .     .  I  ^.1. 

ip^.    ProblAmf.     Trouver  Vintégrale  somjtîette  de 
lU(^axïon  o  =  P  j/  +  -t —  -H  f~  ^*^^  ^  réduifant  d'abord 

SOI  j>remier  ordre.  En  fuppolant  j  =  c    '  ^       >    on   ré- 
duira la  propofée  à  Téquation  fiiivantc  o  =  P-H  P'ç 

eft-du  premier  ordre  &  «e  contient  que  deux  variables 
«  &  ç,  pudique  P  &  F'  font  fuppofés  des  fondions  de  af' 
On  che«rclverai  par  les  méthodes  précédentes,  Tintégralcde 
cette  éqtiatioa.  Suppofanc  cette  intégrale  connue  ,  on 
•  aura  W  votienr  de  ^  en  ^  >  ou  î=  t  fonâion  de  x.  Cela 
pofé  on  pourra  toujours  avoir  >  au  moins  par  approxi- 
matioa ,  rintégrale  de  \dx  ;  donc  on  trouvera  Tintégralc 
S»  kdx  qui  fera  =  S,  ^dx  ,   fonâion  de  at  5  &  parce 

S^rdx  -  .^         S*Tdx 

quej^=e     ^       ,  on  aura  en  failant  e     ^     ^=if^y^=i 

f  fooiâioii  d«  X ,  équation  qui  fera  une  intégrale  par- 
ticulière de  la  propofée.  Donc  on  trouvera  par  le  problême 
•précédent  l'intégrale  finie  *&  complette  de  la  propofée  %  de 

^-S.?ldx^^    ' 
-jorceque  Ion  aura^t=a:tf^jf-t-èpS. 1 — . 

■   iS^.  PfijOBLBMB.  L  in^grak  de  Véquation  le  trois  termes 

T~*i  "^ — "3 —  Hh  Qtt5=5  0,  équation  que  i  ocelle  (A)  étant 

éonn^ ,  trouver  rintégrale  de  Véquation  de  quatre  termes  (B)a«. 

^dy        Pdy 

Ji   -t-  --p-   -+■   Qy  4.  R  r=:  o ,    dx   étant  conjl/mt  > 

^1  Qj  R  étant  des  fondions  de  x  &*  ie  conjlantes. 
Sup^ofonS;»  1^  <|ue  i'equation  kis=:ty  £bQÔion  de  x  foit 
i'intégr^lc  de  lequation  A^  fienez  la  .ditiFérentielle  it 

.  .  dt 

ic  diviTcz-la  par  dx  pour  avoir  -p  *=  t'^autr^  fonÛion 

M  X 

de.^f.î.^Chercliezbparla  méthode  ci-deflus(i>8),  l'intégrale 
de  1  équation  rfr  —  -->  ~   ^  — — . — <>  ^  dans  laquelle 
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m  •  • 

--^-, — r-ibnt  desfonftionsdexqu'on  cft  ccnféconnoîtrc; 

9c  fuppofant  que  cette  intégrale  eft  r  s=  m  >  fonâion  Ae  x, 
prenez  la  di£Férentielle  de  m,  &  divlfez-la  par  dx  pour 

avoir -T — =sn,  autre  fonâion  de  x.  5^  Cherchez  (par 
le  N^   118)    l'intégrale  de  Téquation  Jj  —li!  — 


t 


ndx7=:oy  Se  fuppofant  que  cette  intégrale  foit  i=kp 
fonâion  de  x ,  on  aura  j^ssm-^Jt  pour  l'intégrale  de 
réquation  B.  En  eflfetfi  l'on  fuppofè  dj^Txdx=Op 
T  de  i  étant  deux  variables ,  on  aura  rfjr  =  -^  T^d» 
te  ddy  = — T  d{(te  —  jtf  T  rfjif  j  donc  l'équation  B  devien- 

Trfr  7dT 

dra  par  fubftitution ,  —  — t-^  •—  ^ î^  T-H 

dx 
Q^'  -i-  R  =0  ,  &  en  multipliant  par  %p- ,  changeant  les 

fignes  &  ajoutant  1  équation  dj'^iTdx:=:o,  on  aura 
réquation  ( H )  .....dy  -+- <iç  -f-  ^  j T  -H  ^ P  4-  -^17  ^ 

-^j^)  i  je  —  — =; —  =  o  :  ceçte  équation  H  (croit  in- 

tégrable  fi  on  pouvoit  lui  donner  la  forme  (M) . .  •  •  dfj  4» 

R  dx 
dK^(j'^l)y  dx-^  — = —  =  o >  fuppofé  que  V  &  T 

ibient  des  fondions  connues  de  x  :  ca,r  en  faifant  r  =:: 
y^X?  on  auroit  dT=:dji  •4-i.î>   &  lequation  M  dc- 

ILd  X 

vicndroit  (îr-+-rVi» — . — = — =;o,  dont  on  trouve- 

roit  l'intégrale  r  =  m,  fonction  connue  de  a? -(par  le 
N®.  ia8  )  5  &  en  diflîrenciant ,  on  auroit  rfr=  dy^^di^ 
s=zdmz=ndxy  donc dy=^ nd  x ^^di^n  ét^nt  une  fonc- 
tion connue  de  x.  Subftituant  cette  valeur  de  dy  dans 
réquation  dy  -HfTrfA:  =  o,  on  auroit  en  changeant 
les  fignes  ,dj-— jTrf;if — ndx  =  o,  dont  on  trouvcroît 
4'intégrale  Ç  =  ii?*  fonâion  connue  de  je  (par  le  N**.  ii8). 
Wais  on  ar=jy-h{>xionç^  =  r — js  donc  en  fubfti*: 
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tuant  les  valeurs  de  r  &  de  j,  on  auraj=m — k, 
intégrale  cherchée  de  l'équation  (B).  Il  ne  s'agit  donc 
plus  quç  de  réduire  Téquation  (H)  à  la  forme  M>  ce 

qu'on  fera  en  fuppofant  /  T  -f-  P  -f-  ^  .    V  —  -^  ==« 

V  (î-f-j),  ou (N)....  T  +  P  + -:^=- ^ , équa- 
tion d*où  Ton  tire  >  en  ôtant  les  fradions  &  tranfpo'» 
fant ,  QrfjpH-  T  »  d  a?  -f-  P  Trf:c+  i?T==o.  Si  on  fuppofc 

S  t^^dx 
maintenant  u  =  e   '  ,  t''  étattt  une  noiivelle  varia- 

ble >  &  L.e  =  f  »  on  aura>  en  fuppofant  toujours  dx  conf- 

tant,fla=tf  v'dx,ddu:=ie  dv'dx^ 

S  î"  if  ;e 

ê    *  x"t"  d«*.  Donc  en  fubftituant,  Téquation  A 

deviendra  e  -j H c  t" r'' -1- P  tf  t  ' 

4-Q  f    *  =:  o.  Si  l'on  multiplie  cette  équation  par 

S,t^^dx 
ix  ,  qu'on  la  divife  par  e    '  &  qu'on  faffe  t" 

=  T>on  aura  l'équation  Qdx-hT  ^  dx  '-hTT  dx-h 

<î  T= o ,  que  nous  avons  trouvée  ci-deffus  5  donc  la  va- 
leur de  T  que  donnera  cette  équation  peut  être  fubfti- 

tuée  à  la  place  de  r"  dans  l'équation  u^e    '  ; 

c*eft-à-dire,  qu'on  peut  regarder  f"  &  T  comme  repré- 
fentant  la  même  fonâion  de  x. 

Pour  avçir  la  valeur  de  T,  je  remarque  qu'on  a  les 

S  t''  dx 
équations  T  =t  ",  u  =  t,  m  =e    *  .5  donc  t  =3. 

e^-'"^'',L.t=L.e^-'"^''=aS.r"d«?xL.e=S.r'Vr, 
&  en  différentiant , =  r"  dx  =  Tdx.  Mais  on  fup- 
pofc ici  dt  =st'dxi  donc— -^  =s  TrfAr,  ou  T  « 


^^■MH 
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■ ,  fonâion  connue  de  x,  8c  puirque  Y = —  -^   (ce 

qu'on  tire  aàt&tnent  de  Téquation  N  ) ,  on  aura  V  =  — 
Y9  fondîoTi  connue  de  x  5  donc  Wquation  ir*{-TVdx 


Rdx            3    '     1      j        TOtdx         Vitdx 
•~  ■   ^    =*•<>  9  devieaera  dr- ^^ —  — ^ — j —  =0, 

<oinnie  nous  l'avons  mCc  dans  ia  fodution  >  ôc  ïon  ôi- 
«cégxale  fera  r=«,  fonâion  connue  d»  x;  donc  l'ÛKé- 
grale  de  lequation  B  fera  j=^m — db. 

CoKOLLAiRB.  Donc  pour  intégrer  Téquation  B ,  on  n*a 
qu'à  retrancher  le  terme  R  &  fubftituer  u  pourj,  du 

pour  3j  &  ddu  pour  i/rfj  pour  avoir  Téquatton  t-^-  -f- 

-,  -♦-  Qm  =  o.  On  cherchera  l'intégrale  de  cette  équa- 
tion par  les  "méthodes  précédentes ,  enfui  te  on  trou- 
vera l'intégrale  de  l'équation  B  par  le  préfent  pcoblême. 

f  p8.  Problème.  Une  int^grule  particulière    de  Viquation 

nm       •  n     5         •  A  ^da        Cddu 

tSJferentîeile  de  trois  termes  Au -h  -5 i — 1 — r-  =  o  • 

dx         dx^ 

4tant   donnée  ,    trouver  i'imigrtâe   complette  de  réqticaiom 

j                          .            Bdy         Cddy  -^  , 

de  quatre  termes  ky  H j-^  H — t — j^  =  K ,    ou  de 

f équation  D-#-ArH r^  -i| T^^:=:o9enfairant'^ 

•^         dx  a  jc  * 

K  =  D,(ÎJ(r  étant  confiant,  &•  A,  B>  C,  D  des  fonSlîons 

de  X.  Divifez  les  équations  propofées  par  C  pour  leur 

donner  les  Formes  ( A)^.  -: — -  +  -i hOu = o ,  &  (BV.^ 

dx  ^        ûx  . 

T-~-  "♦-  j  —  +  Q,y  -+-  R  =  o.  Maintenant  l'intégrale 

particulière  de  l'équation  A  étant  fuppoiee  u  =^  mty 
^nûion  de.  ce  •»  cherchez  (par  le  N^  ip|)  ,  une  autre 
inté^^rale  particulière  dr  la   même  équation  qui  fem 


^m^mmmtÊmi 


^m 
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u=ac=/z^  fonâion  de  x.  Cherchez  enfiiite  par  le  problême 
préf^édent  les  deux  inttgrales  particulières  correlpondan- 
tes  de  1  eauation  B ,  &  luppofant  que  ces  intégrales  Ibient 
reprélèntees  parj  =p  dcy^s^q^pScq étant  des  fonâions 
de  X  ;  l'intégrale  complette  de  l'équation  B  fera  y  =af 
•+-  h  q,  a  &c  l  étant  Hcs  confiantes  arbitraires:  carpuiC- 
qire  y^sszf  &  j?=:  ç,  y-=z(if9  ic y  =:bq  feront  des  in- 
tégrales particulières  de  Téquation  B,  3c y  =:ajf-^bq  , 
en  fera  1  intégrale  complette ,  ce  qu'on  prouvera  par 
la  méthode  ci^eflus  (  194.  ). 

Remar<2UX.  On  voit ,  par  Its  deux  problêmes  précé- 
4cns,  que  fi  Ton  a  une  équation  à  trois  termes  de  la 
forme  A,  dont  l'intégrale  foit  donnée,  on  pourra  tou- 
jours trouver  l'intégrale  de  1  équation  B  de  quatre  ter- 
mes, c*eft-à-dire  que  fi  Ton  fuppofe  R  =  o,  &  qu'on 

âây       Prfy 
ttouvc  l'intégrale  de  j—  +  -,—  -t-  Q  j^  -h  R  =5  0 .  on 

trouvera  auffî  Tintégrale  en  fuppofant  R  une  fonûion  de  Xm 
Cette    méthode   feroit    applicable  aux    équations  du 

3*^  *  4*  >  &c.  ordre.    Et  en  général  fi  Ion  a  Téquatiott 

•^         ax  dx^  dx"^ 

ix  étant  confiant  Se  les  quantités  A ,  B,  C. .  .  •  M ,  R 
étant  des  fonftions  de  ^ ,  fi  on  trouve  Timégrale  d'un 
ordre  quelconque  -de  cette  équation  en  (uppofant  R  =  o  ,^ 
on  pourra  trouver  rintégrale  du  même  ordre  en  fup- 
pofant que  R  eft  une  fonâioa  de  x. 

Ils  ne  fera  pas  inutile  de  faire  obfèrver  qu*on  peut 
fouvent  intégrer  facilement  une  équation  donnée  en 
l'élevant  à  un  ordre  fupçriear.  Ainfi   en    diftérenciant 

Viquation  (A) 8  dir  *  H-  lydê^  ,^ây  *  ^  ^yydx  *  =0^^ 

on  aura  (B).«,,,  d^y^  4  iyàx  ^  =  o ,  équation  dent  une 

f  X 

Intégrale  particuUète  rcTajv=  «      •  En  faifant/œo, 

o  f        y  •  *^   ^ 

on  a  j>»a  e    os  1  ;  ics  équations  j^a=:  a  t       ^  ^  sa  -^ 
1.  «  >  feront  encore  des  intégrales  particulières  de 

tiitn^mt  ifquatîoti.  Multipliant  r     par  n  >    ji  -e      pfl* 
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*  — X*  C  .    I     *^ 

,  — »e  par— — ,  on  aura jf  =c  a -t- o  c 


-H  c  r  pour  l'intégrale  finie  &  complette  de  réqua- 

tîon  B^c,  k&c,  étant  trois  confiantes  arbitraires; 
Cette  intégrale  contient  l'intégrale  de  Téquation  (A) 
qui  eft  d'un  ordre  moins  élevé,  comme  un  cas  particu-, 
^  lier  :  car  Tinrégrale  de  l'équation  A  ne  peut  contenir 
que  deux  confkinces  arbitraires.  Si  on  différencie  donc 
notre  înt^ate  deux  fois  &  qu'on  fubfiitue  dans  l'équa* 
lion  A  la>  valeurs  de  jr  »  dy  Se  ddy  y  il  faudra  que  le 
résultat  /ktisfdfle  à  l'équation  A,  ce  qu'on  obtiendra  en 
comparant  les  confiantes;  ainiî  dans  le  cas  préfent  on 

trouvera  c  = — ,  &  Tintégralc  complette  de  Féqua- 

tion  A  fera  7=  (T  +  ^e       -I s — •«  .   On 

^  .4b 

pointa  aufli  en  différenciant  une  équation  donnée, 
une,  deux.  Sec.  fois,  parvenir  louvent  à  une  équation 
d'un  ordre  fupéricur  de  la  forme  de  celles  que  nous 
avons  déjà  intégrées ,  &  on  aura  par  -  là  Tintégrale 
cherchée. 

De  quelques  Méthodes  d'intégrer 
CERTAINES  Equations» 

tfp.  Soit  une  équation  fiDrmée  de  tant   de  termes 

qu'on  voudra  de  cette  forme  ay^  iy^  ddy*  dx  1  dans 
lefquels  a,  n,  n,  p ,  a  font  conflans,  &  m-f-xp-f-î 
confiant;  je  dis  que  fi  «-f-m+p  eft  aufïi  confiant, 
l'équation  fera  integrable  :  on  fuppofè  m  -*-  2  p  -f-  ^  conf- 
rant  afin  que  les  quantités  infiniment  petites  fbient  du 
^éme  ordre.  Maintenant  fî  /2-4-m.'+-pefl  confiant,  on 

S»  tdx 
aura  ,  en  faifant  y  =  e   '       ,  une  équation  d'où  les  expo- 
nentielles difparoîtront ,  &qui ,  ne  contenant  que  tydtSc 
d!r,  pourra  s'intégrer  par  les  méthodes  connues  (on  fuppofc 

dx  conftant.  Cette  méthode  efl  du  célèbre  M.d'Alemberts» 

V    ■ 
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Soit  l'équation  du  premier  ordre  &  dont  parle  M.  le 
Marquis  de  Condorcet   dans  le  quatrième  volume  des 

Mémoires  de  l'Académie  de  Turin,  ^x^  dj  —  rx^yiy 

"^zx^jix-^xj^  dx'^xy^  dy — zy  ^  dx-^x*  dx—- 

x^dy-hixydx'^xy  dy —  lyydx^io*  Si  on  le  met 
fous  cette  forme  Adx-i-Brfj  =  o,  on  trouvera  qu'en 
la   multipliant   par  un  faâeur  M  :=s^ 

r-pr- ,   die  devient  intégra- 

r    (* — J)'Xxyy  ^  xxy — x^ 

blc:  car  alors  5 — ^  == j ,  &   Imtegraie 

dy  dx  ^ 

cherchée  eft  =  L.   [j— K(^— j')]— L.rjH->^(r--7)l 

X 

Soîtréquation  zoyddy  —  4fl4y*-**^*  ^x *  (t-hxx)    '=0. 
Je  la  multiplie  par  le  faÛeur  M  ==  -  -  pour  avoir 

zayddy — ^ady^  dx^  .        ...     , 

=  0,  dont  linte* 


(  i-f-xx)  » 
grale  en  ajoutant  la  confiante  Arfx>'cft    ^^  -^      — 

Pv        r  =  A  d  Ap  5  &  eh  intégrant  de  nouveau ,  on 
\  I  "^  X  X  ) 

aura y(i  +  xx)=s:Ax  +  B. 

100.  Soit  l'équation  p—j;^  =  y^{i-yy)'  "'^^^ ' 

je  fois  difpatoitrelesfiraâions  pour  avoir  <&?  V^(  i—j^j) 
=  ijy{i  —  xx)  ,  8e  en  intégrant  par  parties ,  il 


«*. 
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■  ■  ■       1 1 1  ■  Il  — ^—  Il  I  ■  I       1 1 

^Ê     ^Â    n    ^A 

S.  -TTT -+  C  \  Maïs  réquation  A  étant  multH 

pliéc  par  ;ejr  fc  cnfuitc  intégrée  ,  donne  S*  £;7'j^^ r=2 

^'i/^(    lit r  >  doïïc  l'équation  précédente  xcn  efFaçanç 

les  quantités  égales  qui  fe  ttouvent  dansl^s  deuxmenw 

bres,  deviendra  xl/'Ci  — J';')^yV^(t  — x^)-t-  Ci 

équation  algébrique  qui  donne  l'Intégrale  comptette  de 

k  propofee* 

ix 
Si  Ton    avoit  l'équation  r-r; y r-  =5a 

r^r: t^ "^^^ .  . .  •  (B),  en  ôtanr  les  fraâions 

&  prenant  enfuite  l'intégrale  *par  parties ,  on  trouveroit 

-^       •^•'''  2  y  (d  -+-  bj[  -h  cyy ) 

-HC  .  .  .  (H).  Si  Ign  multiplie  l'équation  R  par  xjf 

X  y  â  X 
OA  aura  en  intégrant  #   S.   -vt' —4 — t r*  =* 

multiplie  par  j,QnCTOttYcr»  s.  '^^^-^^^/^  ^^^^  •  sw 

♦  Si  Ton  fait  atte«îfl»  q»e  S«  fin  Wfj^  t^^S.  ndf 
(  yojtt  le  »*•  79  )  >  o;i  verra  facilement  que  S.  dx^^^ix^^}) 


MMMaaa 
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—  S*-r7-7 — TT — ; — ^ — r  >  «owftïc  il  cft  aîfé  de 

2c        y  {a^by  -+-  cyy  ) 

X  d  v 
le  voir  en  différenciant.  De  même  S.  :rp^ — -— r — 

—  S.  ryn r ;  5  donc  faifant  ces  fubfti-» 

tarions  dans  Téquation  H>  effeçann  ce  qui  fc  détxuitji 
on  aura  cette  équation  algébrique  x}/^  (or-h-hj^cjjl 


zc 


-.  J/(<i-hJ^-4-cy'>HrC,oubienr  x-f-  — —^ 


zc 

b 


iftti  cft  Pintégrate  de  Féquatfon  propoCc,  Il  cft  bon  <k: 
faire  attention  à  cette  méthode  ingénieufe  que  nous 
devons     au    célèbre     M.    de   La  Grange, 

dx 

L'équation  ry^. — — r — ; "-: — ■ '  v  '  a\     ^=^ 

^  y  (a^bx^cxx'^exxx^fx  ^) 

dy 

,-7--7 — --7 — ; — ^-^ r— 7-7— r-r  dont  aucun  des  mem^ 

y  {a-^bj-hcjji'hej^-hfy'^) 

bfcs  n'eft  intégrable  algébriquement  a  néanmoins  une 
intégrale  algébrique  exprimée  en  général  par  Téquatiotl 

9sjy)  H-Fxxj/j=o.  En  effet  fi  on  différencie  cette 
équation,   il  vient  rR-+-xC^-+-Dj-+-E  (i;tfjr-+-7jr) 

ThzFxyy^dx'hl^B'^zCy'hDx'^E^xyx^yy) 


••Mi-^MMi«M^afe*rfbiHMM»^MMiM««li*âiBMMaM« 
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^- 1  F^  y  X  I  djsso;  miàis  en  tirant  de  la  même  équa- 
tion la  valeur  de  x  en  j^«  &  enfuite  celle  de  jr  en  x^  on 
trouvera  i  je(CH-Ej-f-Fj^jp)  -^B-f- Dj'-+-Erj'= 

B  -f-  Dj»  H-  Ejj)^  —  4(A4-Bjf-+-C^j^)x 
(C-4-Ejf-f-F^j')l.  Et  de  même  ijr(C-HEx-H 
p*je)-*-B-HDje-*-EArA?  =  V^  ["(B-hDjc-H  Eji?je)* 

»^ 4,  ( A-4-B  X -hC  X  x) (  C  4*  E  «  +  F ;«?  «)  Is  de  forte 

quenfaifantfl  =  BB— 4ACîi=îBD  — 4(AEh-BC)j 
c  =  xBE-f-DD  — 4(^P-HCC^-BE)5c  =  lDE— 
4(BF-^CE)5/=EE— 4CF,onaurarfJC^^(a-H 
•+-  ex  3  H-  /jp^  )  5    & ,  par    conféquent 

dx  

y^  {^  a  ^  bx  -h    c  XX   '+-  ex^  +  f  x^  )^  """ 

— r- 7—- — •^  ^   '  i_^x-   ^v    >qui  cft  réquatioû 

propofée.  Mais  par  ce  que  lescôefSciens.donnésa ,  h ,c,eyf 
ne  font  qu  au  nofnbre  de  cinq  >  &  que  les  quantités 
A,  B>  C^  D,£,  F  font  au  nombre  de  Sx,  il  efi 
évident  qii*il  en  reftera  une  indéterminée  qui  tien- 
dra lieu  de  la  confiante  arbitraire  qui  doit  fe  trouver 
dans  l'intégiale  complette  de  Tequation  propofôe. 
Nous  allons  maintenant  donner  une  méthode  direâc 
pour  intégrer  les.  équations  qui  ont  la  forme  de  celles 
dont  on  vient  dé  parler»  elle  eft  fondée  fur  le  principe 
fuivant. 

Primcipi.  Quanà  on  a  une  équation  du  -premier  ordre 
dont  on  ne  peux  trouver  Vimigrale^  ,  il  faut  la  différencier  6* 
examiner  Ji  en  combinant  cette  nouvelle  équation  avec  la  propo^ 
fée,  on  pourroit  trouver  une  équation  intégrale  du  premier  degré 

autre 
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aktre  t^ue  la  propofée;  tar  alors  ed  chafaht,  par  le  moyen  dé 
ces  deux  équations  les  premières  différences ,  on  aura  l'intégrale 
cherchée.  Si  Vintégràtion  ne  réujjii  pas  de  cette  manière  ^  ori 
paffera  à  la  différentielle  du  iroi/iemé  degré  &*  l'on  cherchera  Ji 
F  on  ps ut  parvenir  à  une  nouvelle  équation  du  fécond  degré  ;  en 
ce  cas  il  n'y  aura  plus  qu'à  éliminer  les  différences  fécondes 
Cr  troijiemes  par  le  moyen  de  V équation  propofée  ù*  de  fa  diffé^ 
tentielle ,  &*  ainji  de  Juitei 

Reprenons    Téquation  rys-r ; — r ; sri 

f-^s- y    '  ,  je  fàisTun  &  l'autre  membre  =dt , 

Via-^by  •^cyy) 


&  je  quarre ,  il  vient  rft -=  ,^^1^^^^^  >    ^^  *  = 

d  y  ^  d  X  ^  dy  ^ 

^ — j^~ — — i  dotic—jrr—^=ia^bx^cxXfk  -~r 
a-^by  +  cyy  dt^  \     dt^ 


t:si  a-^by-h^cyyi  Je  différeiîcie  maintenant  ces  équa-** 
lions  en  fuppofant  d  t  confiant  >  &  divifant  la  premiers 

2  du  X 

t>ar  dx  &  la  féconde  par  dy ,  il  viendra  ■■'  ,  ,  ■-«     tsA 

h  -^zcxi  -  j  ---  ï=  i -h  1  c V*  Ajoutaft t  cW  deux  éqila- 

tions  enfemble&  failàrit  «-Hjrssp,  on  aura  1  équation 

-i  ^z^ib^  icp,  laquelle  étant  multipliée  pat  dp  Se 

dv*      ' 
cnfuîtc intégrée > donne  .^^   ssG  -HaïpH-  cp^i  d oiV 

l'on  tire  -J^  =  l/'{'C  -t-iip-f^Cfp)    Mais-v?-    as 

ut 

Donc  on  aura  eàfih  J/[( a  4'hX'-\-cxx)'¥\^ {l'^hy 
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qui  cft  rintégrale  compicttc  de  l'équation  propoféc ,  & 
qui  y  quant  au  fond ,  ne  diftère  pas  de  celle  que  nous 
avons  trouvée  ci-deflUs  par  une  autre  méthode. 

iy  .     -.  .        rf? 

-TT r — r r rT"T"IT'    )^  ""^  — ^"        =* 

Y{a-k-hy'^cyy'¥-eyf-^fy'^)  t 

_^ Ë£ g-    <^T         ^ 

-7--; r — ; T — .  j.   .,     •    Quarrant    ces 

équations ,  multipliant  erifuite  par  le  dénominateur  du 

t 

regardant  J^  comme  confiant  >  divisant  la  première 
par  ^  X  &   la  (èconde  par  dy  ,  Se  tran(po(ànt  >  Ton 

aura 7—; =soH-2Tje-f-s***-+*4/*' î 

fi? 

^'^   ^    ^  N  V^ — ^—  i-f-1  cy-t-3  ejr *-*-4/^  ^  Jajoute 

enfemble  ces  deux  dernières  équations,  &je  fais  x-f^ 
y^^ft  X — y^^q>  &  (îf  =  M(ip-+-Nrf7,  j'aurai  endi- 

tfA,dp^  ^t'^dpdç'^ttddp      , 
viiant  par  % ,  ,   ^ =  b  -H  cp-h 

*^  (P?  ■+-  î  ?)H-  —  (p  '  -*-  i  Pî  *  )  >  &  mettant 

1.         1         dvdq        ^        ,  J:i?  *  —  dy^ 

^u  heu   de  — 7—^ —  fa   valeur  — 


Cl  7 

fécond  membre  &  divifant  par  -^^  ,  différenciant   en 


rf?*  di^ 
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iî-f-cp5-h—  (3PP?-i-?OH- {-(p^^-f-pçî) 
.p_  . 4  z 

*= 1 Yi' 

on  aura,  après  avoir  multiplié  par  t  &  ordonné  les  ter- 

,.    .     ,w        .      tîi^df^  -htddp) 
tnts  y  on  aura ,  dis-je ,  1  équation j-^ i-^  == 

(i  +  rp)(r— Nî)Hr-ir3«'(rr-+-î^)--N(3p*^-h^p^3)l 
•f-  -^[r(f3H-îPf)^N(p3^-^pç3)J,...  (H).Sup- 

"  pelons  4|iaîo  tenant  que  <foit=K^>  ou  que  t — Nafoic 
=  o  >  &  N  =  P ,  fonftion  de  p  fans  q ,  nous  aurons  dt  = 
¥dqr-^q d P.  Mais  i.i  =  M  rf^  -+-  N rfg  =  M rfp -f- P ^^  j 

_  j  p  '  '    ^ 

dônc5iP=M<îji,&M=  '    ,   ■  .  Donc  l'équation  H 

-flp 

deviendra     /^    ^i-^ ^^  =  P  j  3  (^-y   H-  /p  j  > 

ou  en  diviunt  par  P  ç  '«  > r— ^ ; — =  —  -H  j  p* 

Si  Ton  mulcipILc  cette  équation  par  2  dp ,  elle  devien- 
dra intégrale  ,  &  fon   intégrale  fera  à  caufe   de    (ij 

PP^p^ 
conftam  >  fera ,  dis- J€,  - — -—■ —  =  C  4-  fp  -^fp  *  > 

Prfp  ,  <fp 

donc  __-=V^(C-«-(*p-4-/p^);  mais  -^      = 

ix-^-  dy  l/'  (  a^hx'^cxx'h  ex^  -f-/y  ^) 

^ ^ -^    ^  5  Donc    fubftituaat 

t 

cette  valeur,  mettant  à  la  place  de  p,  ;c  ■+'JV>  &  à  la 

place  de  r ,  P  ç,  ou  bien  P  (  x — y)>on  aura ,  après  avoir 

multiplié  par  ^  —  j  ,  Téquation  J/^{a'\-bx'^cxX'^ 

lia 


-H 


l'm 
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^ft  rincégralc   cherchéç    Si  l'équation    propofée  ccoh 

dx ^ 

:  o  9    on    n'auiolt 


qu'à  changer  dans  l'inccgrale  qu'on  vient  de  trouver  « 

]ç  fignc  dtt  radical  V^ia-j-bj^c^y  rh  ey  ^  '^fy^h 

dx 


CXX'+'CX^'^fx^)     * 

n'appartiennent  ni  auK 


J,e5  intégrales  ?,.p^^P^j-. 

fi  ^y 

{ogariàimes,  ni  aux  arcs  dç  cercle;  &  on  doit  les  mp^ 
porter  à  un  genre  de  tranfcendantes  çqtierçment  inconnu. 

On  4pic  ^pnc  conclure  de  ce  qui  précède  qu'i(  peiiç 
tiès-(buvent  arriver  qu'une  équation  (eparée  dont  auçui^ 
des  membre^  n'eft  intégrale  algébriquement»  ni  p^rle^ 
}ogaritI)mes ,  ni  par  les  arcs  de  cercle»  ait  cependant 
fine  intégrale  algébrique.  Nous  reprendrons  cette  m^-* 
fiél^ç  irnyortantç  dans  la  fçconde  partie  de  cette  feâioQ« 
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